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RPRCSCNTRCRO 


Nao sabemos, exatamente, desde quando se discutem propostas sobre o tipo 
de ensino de matematica mais adequado a formacao do estudante. Para Platao 
(427-347 a.C.), o estudo da matemtitica deve ser essencialmente teorico, desligado 
das aplica^oes praticas e voltado para a contemplagao. Em contraposiqao a essa 
concepcao esta o pensamento de Isocrates (436-338 a.C.), mais preocupado com 

as situaqoes praticas, para quem a filosofia nao passa de um jogo inutil desvinculado 
da realidade do cotidiano. 

Essas duas correntes de pensamento deram origem a (sempre atual) questao: 
— 0 ensino mais adequado a formacao do individuo seria o mais teorico ou o mais 
voltado as situacoes do dia-a-dia? Novamente esse tema vem a tona, fazcndo 
fervilhar o meio educacional. 

Este iivro tenta atingir o ponto de equilibrio entre as duas coneepcoes de 
ensino, com incursoes frequences ao cotidiano, sem se descuidar dos aspectos 
teoricos e do foi malismo necessario. Os conteudos, que seguem a orienta^ao da 
2- edigao das Matrizes Currie u lares de Referenda para o Saeb (Sis tema Nacional 
de Avaliaqao de Educa^ao Basica), sao apresentados sob a forma detextos teoricos 
e de atividades compostas de exerefeios resotvidos, exercicios basicos e exercicios 
complementai es. Er»sas atividades contem questoes do Enem (Exame Nacional de 
Ensino Medio) e de vestibulares de todo o pais, alem de questoes ineditas. 

Algumas informaqoes sobre a estrutura do Iivro sao necessarias para um bom 
aproveitamento no estudo de seus conteudos: 

* Quando necessario, os textos teoricos sao complementados com exercicios 
resoividos, ou, ate mesmo, com exercicios propostos. Nesses casos. o texto 
compiementar sera destacado em boxe, 

• Os exercicios basicos, que seguem rigorosamente a ordem crescente de 
dificuldade, sao a ponte para se chegar aos exercicios complementares. 

• Apos cada serie de exercicios basicos ha uma indicaqao sobre quais dos 
exercicios complementares podem ser resoividos a seguir. 

* AI guns exercicios sao acompanhados de uma sugestao, sem, no entanto, 
prejudicar a descoberta e a criatividade. 

* As aplica^oes, no cotidiano, dos assuntos estudados sao apresentadas em 
exercicios e em boxes ao longo da obra. 

• Algumas questoes exigem uma resposta pessoal do estudante. Quando isto 

ocoi i er, a chave de respostas, no final do Iivro, apresentara um exemplo de uma 
possivel resposta. 

Na expectativa de que este Iivro contribua para o seu desenvolvimento como 
estudante e, acima de tudo, como cidadao ou cidada, desejo-lhe um bom trabalho. 


Manoel Paiva 


A Jose e Rachel, meus maiores professores, 
pelas liqoes de amor e honra. 
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O CONIUNTO DOS NUMEROS REAIS 


1 . CLASSIFICAQAO DOS NUMEROS 
Numeros naturals 

Quantos alunos ha ein sua classe? Quantas capitals 
tem sen estado? Quantas diagonals tem um trianguio? A 
resposta a qualquer uma dessas perguntas resulta de uma 
contagem de unidades. Qualquer numero quc resulte de 
uma contagem de unidades e chamado de numero natu- 
ral. Indica-se por IN o conjunto dos numeros naturais e 
por IN* o conjunto dos numeros naturais nao-nulos: 

IN = (0, 1,2, 3,4, 5, 6, 7, 8,9, 10. 11. ...} 

IN* = {1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 1 1, ...} 

Numeros inteiros 

A subtracao nem sempre e possfvel em IN. por exem- 
plo, nao existe numero natural que represente a diferenpa 
3 — 5. Por isso, toi criado o conjunto dos numeros intei- 
ros. Nesse conjunto a diferen^a 3 - 5 e representada por 
—2. Indica-se por Z o conjunto dos numeros inteiros e 
por Z* o conjunto dos numeros inteiros nao-nulos: 

Z = {..., -4, -3, -2, -1,0, 1,2, 3, 4, ...} 

Z* = { -4, -3, -2, -I, 1, 2,3,4, 

Observe que todo numero natural e inleiro, Por isso, 
escrevemos IN C Z { le-se “IN esta contido em Z” ou “IN e 
subconjunto de Z”). 

Numeros racionais 

A divisao nem sempre e possfvel em Z. por exemplo. 
nao existe numero inteiro que represente o quociente 
—3 : 2. Por isso, foi criado o conjunto dos numeros 
racionais. Nesse conjunto o quociente — 3 : 2 e indicado 

3 

por — — ou por —1.5. Indica se por Q o conjunto dos 

numeros racionais e por Q* o conjunto dos numeros 
racionais nao-nulos: 


Q = 


Q* = 


a 


a £ Z e b £ Z* 


a 


a £ Z* e b £ Z 


*i 


Observe, portanto, que numero racional e todo aquele 
que pode ser represen tado como a razao entre dois nume- 
ros inteiros, com o segundo nao-nulo. Assim. conduimos 


que todo numero inteiro tambem e racional. pois pode ser 
considerado como uma razao de denominador 3. Por 

5 . I mJ 

exemplo: 5 = — ; por isso, escrevemos Z C Q. Como 

IN C Z, temos tambem. que IN C Q. Essas relagoes entre 
IN, Z e Q podem ser resumidas pelo diagrama: 



i. 


Q 


Exemplos 

a) O numero decimal 3,7 e racional. pois pode ser repre 

37 


sentado como a razao entre dois inteiros: 


10 ' 


b) No numero decimal 2.5555... o algarismo 5 se repete 
indefinidamente. Esse numero e chamado de dizima 
periodica de parte inteira 2 e perfodo 5. Para represen- 
ta-lo sob a forma de razao entre dois inteiros: 

• indica-se por g a dfzima periodica; g — 2,5555... 

• multiplicam-se por 10 ambos os membros dessa 
igualdade: lOg = 25,5555... 

• efetua-se lOg - g = 25,5555... -2,5555..., obtendo 
9g - 23, portanto, g = 

9 

23 

A fragao — - e chamada de geratriz da dizima perio- 
dica. porque ela gera a dfzima a paitir da divisao de 23 
por 9. 

Nota 

O conjunto dos numeros racionais e formado por todos 
os numeros decimals finitos e todas as dfzimas periodicas. 

Numeros irracionais 

Dentre os numeros deciniais exisleni as dfzimas nao- 
periodicas. que sao numeros com infinitas casas deci- 
mais e nao-periodicos. Esses numeros sao chamados de 
irracionais, e o conjunto formado poreles e indicado por 
Q\ isto e, 

Q’ = { -V | .v e dfzima nao-periodica { 


UNIDADE 1 - TEMAS BASICOS DE ARITMETICA E ALGEBRA 





Exemplos 

a) Uni das numeros irracionais raais conhecidos e o 
quoeiente do penmetro de utna circurtferencia pela 
rtiedida de seu diametro. Esse numero e represenfado 
pela Ietra grega it (pi): 

k = 3,14159265358979323846264338327950... 

b) Vamos imaginar uma dfzima nao-periodica qual- 
cjuer: 5,12122 1 222 ! 2222... (aumenta um algarismo 2 
de cad a vez). Esse numero e irracional. Qualquer 
dfzima nao-periodica que voce imaginar e um numero 
irracional. 


Numeros reois 

Qualqi ier numero racional ou irracional e chamado de 
numero real. Podemos dizer, portanto, que numero real 
e todo numero decimal, finito ou infinito. Indica-se por JR 
o conjunto dos numeros reais e por IR* o conjunto dos 
numeros reais nao-nuios, isto e: 

IR = {x [ x e numero racional ou irracional } 

R* = {jc | x e numero real diferente de zero} 

As relagoes entre os conjuntos numericos ate agora 
apresentados podem ser resumidos pelo diagrama: 



Usaremos as nota^bes a seguir para representar alguns 
subconjuntos especiais de IR: 

IR+ — {x | x e numero real positivo ou nulo} 

1R+ = [x\x 6 numero real positivo} 

IR- — [x J x e numero real negativo ou nulo} 

IRr = {x | x e numero real negativo} 

Analogamente, representamos: 1+, Z* Q + , 

Qt Q-. Qi.. 





R.i 


EXERCICIO RESOLVIDO 

Dados os conjuntos A = {.v J a- E INex < 7} e 
B— {x |xG le — 4 <jc *£ 2}, determined U BqA O B. 
Resolucao 

InicialmenLe vamos representar os elementos de cada 
conjunto: 

A = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} e B = { -3, -2, - 1, 0, 1, 2} 

• O conjunto A U B (reuniao de A e B) e formado por 
todos os elementos que pertencem a A ou B. isto e. 
AUB= {-3, -2, -1,0, 1,2, 3, 4, 5,6}. 

* O conjunto A n B (intersecgao de .4 e B) e formado pelos 
elementos comuns a A s B, isto 6, A n B = {0, 1,2). 



EXERCtCIOS BASICOS 


B.l Dados os conjuntos A = {jt | jc E INe x 6 par} e 

B — {.v ] x G 7L e —5 x < 5 }, determine A U B e A H B, 


B.2 Classifique cada uma das afirmacoes a secuir como V 
(verdadeira) ou F (falsa). 

a) 6 e numero racional. 

4 

b) — e numero natural. 

3 


2 

c) — e numero racional. 

d) 0 e numero real . 

e) Se x e um numero irracional, entao 5 + xe um numero 
irracional, 

f) A dfzima periodica 4,7777... e numero irracional. 

g) —4 e numero par. 

B.3 Transforms em Jracao irredutfvel os numeros dccimais: 

a ) 2,5 d) 4.222... {dfzima periodica) 

b) 3.81 e) 3,4555... (Para abler a geratrizdes- 

c) 0,03 sa dfzima, fay a g — 3.4555...; a se- 

guir. multiplique por 10 e por 100 
ambos os mcmbros dessa iguakla- 
de; fmalmente.efetue lOOg — lOg.) 

Mi 

Exercicio complementar C.1 


2. POTENCIACAO EM IR 

Defini^oes: Sendo a um numero real e n um numero 
inteiro, tem-se que: 

a 1 ' = a * a * a * ... * a (se n > 1) 

n fatores 

a 1 = a 
ci° — I 

1 

a " = — (se a A 0)' 
a” 


Nota 

Nao ha unanimidade entre os matematicos quanto a 
adocao do valor 1 para potencia () l! , porem ess a controversia 
nao vai interferir no nosso estudo. 


Exemplos 

a) (-2) 3 = (-2) • (-2) • (-2) = -8 

b) (— 2) 4 = (-2) • (-2) ■ (-2) • (-2) = 16 



Regra pratica. Inverte-se a base da potdncia e troca- 

f 3 4-2 A 42 4 


se o stna! do expoente: 


j 


'■v 

V 3 J 


J 


Proprisdades das potencias 

Dados os numeros reais a e b, e os numeros inteiros m 
e n, obedecidas as condi^oes de existencia, temos: 

a m • a 11 = a'" + " (conserva-se a base e adieionain-se os 
expoentes) 

a m : a" — ci m ~ " (conserva-se a base e subtraem-se os 
expoentes) 

(a" 1 )" — 77 "'" (conserva-se a base e multiplicam-se os 
expoentes) 

(ab) m = a'" -h m (distributiva da potenciacao em rela^ao a 
multiplicacao) 

f n Q m 

— - — (distributiva da potenciagao em relagao a 

\ b } b m 

divisao) 


Exemplos 

a) 5 3 * 5“ = 5 3 + it = 5 7 

b) 

c) (6- 1 ) 4 = P ' 4 = 6 12 


d) (5a) 2 = 5 2 a 2 





EXERCICIOS SASICOS 



B.4 Calcule os valores das potencias: 

_ 3 V 


a) 6 2 

h) 

^ 2 j 

b) (— 6) 2 

0 1 

r 3 s 

( 2 J 

c) — 6 2 

j) 1 

f 3 % 

L 2 J 

d) (-2) 3 

k) G 2S 



e) -2 J 

f) 5° 

g) (-g)« 


l) l 32 

m) (-l) 20 

n) (-1) 17 


( 2 \ 


-3 



t) ( _ 5) -3 


B.5 


Obedecidas as condigoes de existencia, efetue: 


a) (3x) 4 d) (5 a 2 b 2 y 




b) (x 3 ) 5 

c) (Zx 1 ) 2 




f 3 a V 


\ b~ ) 

lab 3 ^ 2 


5x 


j 


B.6 


Obedecidas as condicoes de existencia, efetue: 

a) <3 6 • a 4 

b) a s : a 3 



7 lab 2 Yf 


A 


3 







B.7 (Fuvest-SP) Qual e a metade de 2 23 ? 

Exercicios complementares de G,2 a C.6 

3. RADiCIAQAO EM IR 

Defmi^ a o 1 

Sendo a um numero real nao-negativo e n um 
inteiro positivo, define-se: 

"Ja = b <=> b n — a e b 2 s 0, com & G IR 

I 

Exemplos 

a) iff = 2, pois 2 3 = 8 e 2 =* 0. 

b) J9 = 3, pois 3 2 = 9 e 3 5 s 0. 

c) l/~5 = 5, pois 5 1 = 5 e 5^0. 

d) ZjO — 0, pois 0 5 = 0 e 0 ^ 0. 

Nota 

A radiciacao em IR e uma operagao e, portanto, o 
resultado deve ser dnico. E por isso que a definicao exige 

b S* 0, para evitarem-se erros do tipo J9 — ±3. 

Definicao 2 

Sendo 77 um numero real positivo e n um numero 
inteiro positivo, define-se: 

%j—-a —/;>«■ b n — —a, com b G IR 

Exemplos 

a) |P¥ = -2, pois ( — 2) 3 ~ “Sv 

b) If — 1 = —1, pois ( — l) 5 — — 1. 

c) J—9 = ? (Qual o numero real cujo quadrado e igual 
a —9? Nao existe tal numero.) 

Perceba que nao existe, em R, radical de in dice par e ra- 
dicando negativo. 

A velocidade timite 

Um corpo calndo no ar atinge uma velocidade ti- 
mite v ]( apos aigum tempo de queda, dada por 



em que m e a hnassa do corpo, gea aceleragao da 
gravidade e c e uma constante associada a reslstendia 
que o ar exerce 50bre esse corpo. Por exemplo, 
quando uma pessoa pula de para-quedas, a resistencia 
do ar e muito grande, fazendo com que 0 para-que- 
dtsta atinja rapidamente a velocidade limite que se 
mantem constante ate 0 contato com 0 solo. 






Propriedades dos radicals 

As propriedades a seguir so podem ser aplicadas para 
radicals com radicandos nao-negativos, 

Obedecidas as condigoes de existencia, teni-se que: 


L ’Ja • 'Jb — Jab 


II. 



f 7 


a 


Jb 


n 


in. "Ja *p - J<J 


IV. w£ f = Jtf 


v. mff p 



Exemplos 

a) JI • Jl 

/r 


= m ■ 2 = jio 


b) 


■V 


5/9 


8 



= y® 


_ 3 


c) 5/5 4 

d) i/¥ = (1/8 f = 


- 2 = 32 


e) 77T = 3> 77 - 77 

Simpliflca9ao de radicals 


6 




f EXERCICIO RE50LVID0 


R.2 


Simplificar os radicals: 

a) J5 0 b) J 16' 

/?eso/«fffo 

a) 50 2 

5 



9 


:) ,/l60 


25 

5 

1 


50 = 2*5- 


Logo, 750 = 7 -+ • 2 = 7? 77 - 572" 


b) 16 
8 
4 
2 
I 


2 

2 

2 


16 = 2 4 


Logo, -7T7 = lUF = 7 2 3 ■ 2 - JW Jl = ijl 


c) 160 
80 
40 
20 
10 
5 
1 

Lo«o. 


2 

9 

.u 

9 

2 

2 

5 


160 = 2- s * 5 


7160 - 72 5 * 5 = J2JJJ5 = J¥ -72 t T = 


- 2770 - 47m 


Opera9des com radicals 


!v 





Jb 


EXERCICIO RESOLVIDO 


R.3 Efetuar: 

a) 675" + 3.77 - 275 


b) 47 18 + 378 


c) 3 3 72 *577 

d) 4 76 : 2 77 


Resolucao 

a) 6j5 + 3J5 — 2J5 = 77 (6 + 3 — 2) — 777. 

\ 


Fator comum 


b) 18 2 

9 3 

l i => 18 = 3 2 • 2, 

« / 

1 ]| | ' 

Assim, temos: 


8 2 

4 9 

<2 ^ => 8 = 2\ 

I 


7i8 = 73" • 2 = 7? • 77 = 377 

7s = 7? = 75 - 2 = 7? • J% - 2 J 2 . 


Logo, 

4717 + 377 = 4 * 3j2 + 3 • 2j2 = 

= 1277 + 677 = 1877. 

c) 377 ■ 577 - (3 * 5)(77 ■ 77) - 1576 

d) 476 :2V3 = ±£L=± ff = Z j2. 

2 J 3 2 v 3 


Potencia de expoente racional 

Definigao 1 

Sendo a urn mimero real positivo e os numeros 
intei ros k e n, n S* 1, define-se: 

a n =• 7^* 


Exemplos 

a) 7 4 =77 

b) 9 03 = 9 2 = 77 = 3 

c) 16~ 035 = 16 4 = Tib 31 = 



Definieao 2 


Sendo £ e n numeros inteiros positivos. define-se: 

0^ = Jj ■=. 0 


Exemplo 

_ 4 _ --- r _ 

o 3 = Jj = To = 0 

Nota 

As cinco propriedades enunciadas para potencias de 
expoentes inteiros continuam validas para potencias de 
expoentes racionais. 







A 


EXERCICIO RESOLVIDO 


R.4 Calcular o valor da expressao: 


E - 16 u ' 5 + 8 + 


- r \ \ 


- 0.2 


32 


J 


Resoiucao 


A expressao E pode ser escrita na forma: 

E = (2 4 ) 0 - 5 3- (2 3 ) 5 + (2 5 ) 0,2 

Pelas propriedades das potencias de expoentes racionais. 
temos que: 


(2 4 ) 0S s? 

2 4 ■ a ^ 5 

11 

to 

1.0 

II 

1 

3 * Jl 


(2 3 ) 3 = 

2 3 

II 

lO 

II 

(O 

('pf' 2 = 

2 5 - 

= 2 l = 2 

+ 2 + 2 

/. E = 

= 8. 



EXERCICIOS SASICOS 


B.8 Calcule: 


d )4j5 ■ 3jl 


h) 201/6 : 4-1/2 


B.ll Demonstra-se que “Se 0 mimero ‘Xja , com n £ IN* e 

a £ IN. nao e inteiro, entao e irrational’’. De acordo com 
essa propriedade, qua! das altemativas apresenta apenas 
numeros irracionais? 


a) JT , ifS e a/3 

b) Jl , Jl e Jl 

c) a/ 7, t/3 e J9 


d) JQ , a/ 3 e a/5" 

e) 5 a /2 , a/ 3 e Jl 


B.12 Calcule o valor da expressao A = 8 + 


t IV 


+ 16 


2 

4 


J 


B.13 Calcule o valor da expressao 

A - (0,25)^ + 8 1 0 ' 25 + 16-°- 5 

Exercicio complementar C.6 


Racionalizapao de denominadores 

5 

Observe que o denominador da fraqao — — e um 


m 

numero irrational. Racionalizar esse denominador sisal- 
fica transfomia-lo em um numero racional. Para isso, 
basta multiplicar 0 numerador e o denominador da fracao 

por {/W: 

5 * ifn 5 • l/V 


5 


til 


iff • Jv 


til 


4. 0 


5 - yv 

ti¥ 


51J49 

1 


O segredo dessa racionalizaqao e transfomiar o denomi- 
nador num produto de radicals de mesmo indice. tal que a 
soma dos expoentes dos radicandos seja igual a esse indice. 
Analogamente, para racionalizar o denominador de 

10 

— — , efetuamos: 

,/5 


10 


10 * J 5 


10 ■ J5 


a) 7125 

d) JT 

g) 7-125 

b) 7243 

e) TO 

h) 7 “32 

c) 736 

f) 77 

i) T 3 ! 

B.9 Simplifique os radicals: 


a) 740 

d) 7128 

“if 

b) 780 

e) 740 

«<l¥ 

c) Jta 

f) tin 

f 1 8 

^ J 25 

B,10 Efetue: 



a) 6 77 + 5 a fl ■ 

- 3 til 

e) 3 til * tif 

b) 5 72 + 3a/50 

- 2 J 1 & 

f) 473” * 273 

c) 2781 +724 

+ 5 3 j3 

g ) 8 7l0 :2JJ 


J5 J¥ * 1/5 


= 2j5 


■1 
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Sola 


No capftulo 3. onde estudaremos os produtos nola 
veis, veremos um outro caso de racionalizacao. 



EXERCICIO SAS ! CO 


B.14 Racionalizar 0 denominador de: 


a) 


7 


5 ru 


b) 


21 


77 


c) 


37 5 


Exercicios eomplementares de C.7 a C.9 



EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


c.i 


A expressao 
3 3 


+ 


+ 


+ 


+ 


1 'J 


10 100 10.000 100.000.000 
senta a soma de infinitas fraqoes em que, a direita do 
algarismo 1 do denominador. a quantidade de zeros 
dobra de uma fracao para a seguinte. Essa soma e um 
numero racional ou irracional? Por que? 

Sabendo que (1,2) ]0 = 6, 19 e que (1,2) 7 m 3,58, calcule 

(1,2) !7 . 


C.3 Calcule o valor da expressao: 

( 0 X 

A — 


3 


f t VI t 

4“ 


v 2 j 


V 


4 / 


V _ -1 

A - 


C.4 Simplifique a expressao E — 


3 n + 2 • 3" 


3 ■ 3 


u + I 


C.5 (Fuvest-SP) O valor de (0. 2) 3 + {0, 

a) 0,0264 c) 0,1056 

b) 0,0336 d) 0,2568 


- e: 


e) 0,6256 





• * 0 ® > 




C.6 (UFPB) Sabendo que 5 0,35 — k, conclui-se que 5 ! - 7 e 
igual a: 

a) 25k 2 c) 3 k 1 e) 5k 2 

b) 25k 2 d) 3A r3 

C.7 (Enem) O diagrama abaixo repress enta a energia solar 
que atinge a Terra e sua utilizagao na geraqao de eletri- 
cidade. A energia solar e responsavel pela manutencao 
do ciclo da agua. pela movimentaeao do ar, e pelo ciclo 
do carbono que ocorre atiaves da fotossiiitese dos vege- 
tais, da deco mp os if So e da respiragao dos seres vivos, 
alem da formapao de combustiveis fosseis. 



Provenience do Sol 

200 hiihdes de MW 



Aquecimento 


Evsporagao 

do solo 


da agua 




Aquecimento 


Absorgao 

do ar 


peEas plantas 




Energia potential 
(chuvas) 


Petroleo, 
gas e carvso 


v_ 

Usinas hidroeletricas 

1 00.000 MW 


v 

Usinas tsrmoeletricas 

400.000 MW 




De aeordo com o diagrama, a humanidade aproveita, na 
fomaa de energia eletrica, uma fraqao da energia recebi- 
da como radiafao solai', correspondence a: 

a) 4 ■ 10" 9 c) 4 * 10“ 4 e) 4 * 10“ 2 

b) 2,5 ■ HOT* d) 2,5 • 10“ 3 

C.8 (Enem) Se compararmos a idade do planeta Terra, avalia- 
da em quatro e meio bilhoes de anos (4,5 ■ 10-' anos), com 
a de uma pessoa de 45 anos, entao, quando comefaram a 
florescer os primeiros vegetais, a Terra j a teria 42 anos. 


Ela so conviveu com o homem modemo nas ultimas 
quatro horas e, ha cere a de uma bora, viu-o comegar a 
plantar e a coiher. Ha menos de um minuto percebeu o 
ruido de maquinas e de industrias e, como denuncia uma 
ONG de defesa do meio ambience, foi nesses u I times 
sessenta segundos que se produziu todo o lixo do planela! 
I. O texto acima, ao estabelecer um paralelo entre a 
idade da Terra e a de uma pessoa, pretende mos- 
trar que; 

a) a agricultura surgiu logo era seguida aos vegetais, 
perturbando desde entao seu desen volvimen to. 

b) o ser humano so se tomou moderno ao dominar a 
agricultura e a mdustria, em suma, ao poluir. 

c) desde o surgimento da Terra, sao de vidas ao ser 
humano todas as transformafoes e perturbaqoes. 

d) o surgimento do ser humano e da poluifao e cerca 
de dez vezes mats recente que o do nosso planeta. 

e) a industrializafao tem sido um processo vertigi- 
noso, sem precedences em termos de dano arnbi- 
entai. 

II. O texto permite concluir que a agricultura comecou 
a ser praticada ha cerca de: 

a) 365 anos. d) 10.000 anos. 

b) 460 anos. e) 460.000 anos. 

c) 900 anos. 

HI. Na teoria do Big Bang, o Universe surgiu ha cerca 
de 15 bilhoes de anos, a partir da expiosao e expan- 
sao de uma densfssima gota. De aeordo com a escala 
proposta no texto, essa teoria situaria o intcio do 
Universe ha cerca de: 

a) 100 anos. d) 1.500 anos. 

b) 150 anos. e) 2.000 anos. 

c) 1 .000 anos 


C.9 


(U.E. Londrina-PR) Sendo n um numero natural maior 


que 1, a expressao — ■ 

5/5" + 1 


6 equivalente a: 




e) 5"j5 





i 













C ipft jfc 2 

EQUAGOES E INEQUAgOES DO 1 5 GRAU 


1 . EQUACAO DO 1 Q GRAU 

As equates do primeiro grau sao aquelas que podem 
ser representadas sob a forma ax + b = 0, em que a e b 
sao constantes reais, com a ^ 0, e x e a variavel. A reso- 
lugao desse tipo de equacao e fundamentada nas proprie- 
dades da igualdade, descritas a seguir, 

Adicionando um mesmo numero a ambos os mem- 
bros de uma equagao, ou subtraindo um mesmo nu- 
mero de ambos os membros, a igualdade se mantem. 


Dividindo ou multiplicando ambos os membros 
de uma equacao por um mesmo numero nao-nulo, a 
igualdade se mantem. 


EXERCICIOS RESOLVIDOS 

R.1 Determine o numero x tal que 8x — 7 = 6x + 10. 
Resolugdo 

Subtraindo 6x de cada membro da equagao e adicionan- 
do 7 a cada membro, obtemos: 

8x — 6x — 10 + 7 

* ^ i n 



Dividindo ambos os membros dessa igualdade por 2, ob- 

17 

temos x = . 

R.2 Considerando o conjunto universe dos niimeros racio- 
tiais, de o conjunto solugao da equacao 



Resolugao 

Para facilitar a resol ucao, podemos eliminar os denomi- 
nadores. multiplicando ambos os membros da equagao 
pelo mmc(4, 3,6)= 12: 



Mr > 


f * 

v A 

2 

J . + 2 

- 12 

1 + . 


{ 4 j 


V 3 

6 J 


9x + 24 = 20 + 2x 


Subtraindo 24 e 2x de cada membro da equacao. obtemos: 

9x - 2x = 20 - 24 
lx = -4 

4 


Como esse valor de x perlence ao conjunto universo con- 
sklerado (Q). entao ele serve coino solugao, Assim, o 


conjunto solugao S da equagao e S — 



Nota 

Se o conjunto universo fosse o conjunto dos niimeros 
naturais. entao o conjunto solugao seria vazio, pois 



nao e natural. 



EXERCICIOS BASICOS 


B.l Determine o valor da incognita nas equagoes: 

a) lOx — 8 = 3x + 6 

b) 5 + 2(3y - 1) = 7y + 6 

c) At - (2r - 5) = 3 - 4(2/ + 3) 


B.2 


Considerando como universo o conjunto dos niimeros 
Teais, determine o conjunto solugao das equagoes: 


a) 

b) 

c) 


— — 2 = — — 

8 ~ 6 

n n + 2 

J 4 

2k + I k 


+ X 

= 4 
- 3 





(Cuidado!) 


B.3 Um carpinteiro cortou um caibro de ! 1 m de comprimen- 
to em dois pedagos. Um dos pedacos tern 1 m a menos 
que o dobro do outro. Qua! e a niedida do maior pedago? 



B.4 Duas caixas A e B content barras de chocolate. A caixa A 
contem 6 barras a mais que a metade de barras da caixa 
B. Sabendo que A e B contem juntas 36 barras, quantas 
barras de chocolate contem a caixa Bl 


B.5 Priscilla, Emerson e Ewerton receberam juntos 
R$ 205,00 por um trabalho realizado. Priscilla recebeu 
R$ 5,00 a mais do que Emerson, e Ewerton recebeu 
R$ 15,00 a menos do que o triplo do que recebeu Pris- 
cilla. Quanto recebeu cada um? 
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TEMAS BASICOS DE ARITMETICA E ALGEBRA 



B.6 


Alofzio gas ton RS 6.500.00 para mobiliar sua casa. com- 
prando em tres lojas. A, B e C. Na loja B gastou 
R$ ] .100,00 a mais do que na loja A, e na loja C gastou 


R$ 850,00 a mais que — do que na loja A. Qual foi o 


valor de sua compra na loja Cl 


Exercicios complementares de C.i a C.3 


2. INEQUAQAO DO 1- GRAU 

InequagSes do primeiro grau sao aquelas que podem 
ser representadas sob a forma ax + b > 0 (ou com as re- 
lacoes 5. <. ^ ou t 1 ) em que a e b sao eonstantes reals, 
com a t 6 ( ), e x e a variavel. A resolugao desse tipo de ine- 
quagao e fundamentada nas propriedades das desiguaida- 
des, descritas a seguir. 

Adicionando um mesmo numero a ambos os 
membros de uma inequacao, ou subtraindo um mes- 
mo numero de ambos os membros, a desiguladade se 
man tern. 


Dividindo ou multiplicando ambos os membros 
de uma inequagao por urn mesmo numero positivo, 
a desigualdade se mantem. 


Diviclindo ou multiplicando por um mesmo nu- 
mero negativo ambos os membros de uma inequa- 
gao do tipo >, 5*, < ou a desigualdade inverte o 
sentido. 



EXERCICI06 RES0LVID05 

R.3 Considerando como universo o conjunto dos numeros 
namrais, determine o conjunto solugao da inequacao 
5.v — 8 < 3 a + 12. 

Resolugao 

Adicionando 8 a cada membra da inequacao e subtrain- 
do 3 a de cada membro, obtemos: 

5x - 3x < 1.2 + 8 
2a- < 20 


Dividindo ambos os membros da inequacao por 2, ob- 
temos: 


x< 


20 


x < \ 0 


Assira, o conjunto solucao S da inequagao e 
S = {0. 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9}. 


R,4 


Se o universo do exerefeio anterior fosse o conjunto dos 
numeros reais, qual seria o conjunto solucao da inequa- 
gao? 


Resolugao 

Nao e possfvel explicitar. um a um, todos os mimeros re- 
ais menores que 10. Por isso, representa-se o conjunto 
solucao S simples mente por S = {a a 6E tR e x < 10}. 


R.5 Determine o maior numero inleiro / que satisfaz a desi- 

, , Ilf 7 
guaidade 1 — — — > — - — 2/. 

2 6 

Resolugao 

Para fact li tar a resolugao. podemos eliminar os denomi- 
nadores, mukiplicando ambos os membros da inequacao 
pelo nimc(2, 6) = 6: 



6 - 33f > 7 - 12/ 


Subtraindo 6 de cada membro da inequagao e adicionan- 
do 12/ a cada membro, obtemos: 

-33/ + 12/ - 7 - 6 
,\ - 21 / > 1 

Dividindo ambos os membros da inequacao por —21, 

obtemos t < — — . 

21 

O maior numero inteiro que satisfaz essa desigualdade 
e o — 1 . 


ft 

Jf EXERCICIOS BASICOS 

B.7 Considerando o universo dos numeros inteiros. determi- 
ne o conjunto solugao das inequagoes: 

a) 9a - 5(3 - 2a) > 7a + 9 

b) 4v — 5 < 2(v + 3) + 5v 

c) 6 1 — (5/ + 8) *£ 1 — 2(5 — /) 


B.8 


Resolver as inequagoes no universo 1R: 



b) 4k - 

3 * k H - 2 ) I 

-f 2(1 — 3k) 

4 ' 2 


1 — 1 

! 

V 

K 

4 + y 

u y 

10 2 

5 

d) 2 a — 




Exercicios complementares C.4 e C.5 


3. SISTEM A DE EQUApOES DO 1 9 GRAU 

No capitulo 39 estudareinos os sistemas de equacoes 
do primeiro grau. O objelivo, agora, e revisar a resolugao 
de sistemas com duas equacoes e duas incognitas, o que 
faremos atraves de exercicios resol vidos. 

Jf' EXERCICIOS RESOLVIDOS 

R.6 Resolver, pelo metodo da substituigao, o sistema 
a -b 2 y = 4 
{ 2 a - 6 v = 3 

Resolugao 

Isoia-se uma das incognitas em qualquer uma das equa- 
goes, por exemplo, isola-se a 11 a primeira equacao: 

a = 4 - 2y (D 
12 a - 6y = 3 (II) 


Substitute a incognita ,v da equacao (II) pelo valor de x 
obtido na equagao (I): 

2(4 - 2y) - 6y = 3 
8 - 4v - 6y = 3 
— I Ov = -5 

i 


B.ll (UFMT) O valor d ep no sistema ■! 


ip 


6 


P 


+ 


q 




3 


e: 


a) 

b) 


3 

4 

23 

24 


c) -4 

d) -2 



Substitute y = — em qualquer uma das equates (I) 
ou (II), por exempt em (I): 



Exercicios eompfementares C.6 e G.7 




Jf EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


x = 3 

O conjunto solugao S do sistema e formado pelo par or- 
denado (je, y) que satisfaz o sistema. isto e: 



R.7 Resolver, pelo metodo da adigao, o sistema 
"2 x + y — — 5 
[3x + lOy = 1 

Resolugao 

Devemos obter urn sistema equivalente a esse, de modo 
que os coefic rentes de x on de y sejam opostos. Por 
exemplo, podemos multiplicar por — 10 ambos os mem- 
bros da primeira equator 

— 20x — lOy = 50 
3x + lOy = 1 

Adicionando. membro a membra, as equacoes desse sis- 
tema, obtem-se: 

-17a = 51 
,\x = -3 

Substitute x por — 3 na equacao 3a 4- lOy = 1 : 

3 • (-3) + lOy - 1 

*’■ y — i 

Temos, entao, como conjunto solugao S — {(—3, 1)}. 



EXERCICIOS SASICOS 


B.9 


Resolver, pelo metodo da substituigao. os sistemas: 


a) 


x + 5y 
2 a + 3y 

5 a - 4- 3 v 





13 

11 


2a — 5y ■ 0 

5.v + 3y = 4 



B.10 Resolver, pelo metodo da adigao, os sistemas: 



x — 3v = 4 

mr 

4 

4 a + 3 y = 6 

.p 



= 3 



"3a — 2y = 1 
_4a + 5y - 2 


d) 


8 A' — 4y - 
3 a- 2 = 


2 = 1 - 
2y + 6 a 



C.l (Vunesp) Um clube proinoveu urn show de rmisica 
popular brasileira ao qual compareceram 200 pessoas, 
entre sdcios e nao sdcios. No total, o valor arrecadado 
foi RS 1.400,00 e todas as pessoas pagaram ingresso. 
Sabendo-se que o prego do ingresso foi RS 10.00 e que 
cada socio pagou metade desse valor, o numero de sdcios 
presentes ao show 6: 

a) 80 c) 120 e) 160 

b) 100 d) 140 

C.2 (U. Catolica de Salvador-BA) Um ceno metal e obtido 

fundindo-se 15 partes de cobre com 6 partes de zinco. 
Para obter-se 136,5 kg desse metal, sao necessaries: 

a) 97.5 kg de cobre. d) 41,5 kg de zinco. 

b) 45 kg de zinco, e) 91,8 kg de cobre. 

c) 92 kg de cobre. 

C.3 (UFPB) Resoivendo a equagao 

4(1 — 2x) = 1 — 5a + 3(1 — a) no uni verso 1R dos 
numeros reais, obtem-se como conjunto solugao: 

a) 0 c) [3} e) (-3] 

b) IR d)|y} 


C.4 (Unilor-CE) O menor numero inteiro que satisfaz a 


tnequagao 


1 + 7a 


n 

3 


a) 

b) -2 


>.v- y e: 

c) -1 

d) 0 


e) 1 


C.5 Resolver no universo IR as inequacoes: 

a) -3 (2a - 5) > 1 - 6a 

b) — 3(2x — 5) < 1 — 6 x 


C.6 (Fuvest-SP) Um casal tern filhos e filhas. Cada tilho tern 
o numero de irmaos igual ao numero de irmas. Cada filha 
tern o numero de irmaos igual ao dobro do numero de 
irmas. Qual e o total de filhos e filhas do casal? 
a) 3 b) 4 c) 5 d) 6 e) 7 

C.7 (U. Amazonas-AM) Para comemorar a passagem do Ano 

Novo, um clube da cidade ofereceu, a seus associados. 
um baile de rebellion com ceia. Aos sdcios foram co- 
brados ingressos de RS 20,00, sendo que os depend entes 
pagaram apenas a metade. Com os 1.200 participantes. o 
clube arrecadou um total de RS 18.000.00. O numero de 
dependentes presentes no reveillon foi: 

a) 900 c) 720 e) 540 

b) 840 d) 600 
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Ccipitulo 3 

POLINOMIOS 


1. PRODUTOS NOTAVEIS 

Produto da soma pela diferer^a de 
dois numeros 

O produto da soma pela diferenca de dois numeros 
a e b, isto e, ( a + b){a — b), e obtido atraves da proprie- 
dade distributiva: 

(a + b){ci — b) = a 2 — ,ub 4- J>a — b 2 , ou seja: 

(a + b)(a - b) = a 1 - b 2 

Note, portanto, que o produto da soma pela diferenca de 
dois numeros e igual ao quadrado do primeiro menos o 
quadrado do segundo numero. 

Exemplos 

a) (x + 5)(x - 5) = 0 - 25 

b) {Jl +2)(Jf -2) = {J2 ) 2 -4 = 3 

Quadrado da soma e quadrado da 
diferensa de doss numeros 

O quadrado da soma e o quadrado da diferenca de 

dois numeros a e b, isto e, ( a -r b) 1 e (a — b) 2 , sao desen- 
volvidos atraves da propriedade distributiva: 


• (a + b) 2 = (a + b)(a + b) — a 2 + ab + ba + b \ ou 
seja: 

{a s| b) 2 = a 2 4= lab 4- b 2 

Note, portanto, que o quadrado da soma de dois numeros 
e igual ao quadrado do primeiro mais o dupto produto 
do primeiro pelo segundo mais o quadrado do segun- 
do numero. 

• (a — b) 2 = (a — b){a — b) = a 1 — ab — ba + b 2 , ou 
seja: 

(a — b) 2 = a 2 ~ lab 4- b 2 

Note, portanto, que o quadrado da diferenca de dois 
numeros e igual ao quadrado do primeiro menos o du- 
ple produto do primeiro pelo segundo mais o quadra- 
do do segundo numero. 

Exemplos 

a) (x + 3) 2 = x 2 4- 2 • x • 3 4- 3 2 = x 2 4- 6x 4- 9 

b) (3/ - 5) 2 = (3t) 2 - 2 * 3t * 5 + 5 2 = 9f 2 - 30 1 + t 2 


As relates entre as dilatacoes linear, superficial e volumetrica 


Aquecendo-se uma barra de ferro, cor>5tatam-5e aumentos 
no comprirnento, na area e no volume. A essas expansoes na 
barra de ferro sao dados os nomes de dtlataqao linear, dllata- 
qao superficial e dilataqao volumetrica, respectivamente. 
Admitindo que o comprirnento da barra antes do aquecimento 
seja unitario (1) e que a dilataqao linear seja x, podemos 
calcular suas dilataqoes superficial e volumetrica, respectiva- 
mente, da seguinte maneira; 

(1 4 x) 2 = l 2 4 2 * 1 * x 4 x 2 — 1 + Zx + x 2 
(1 + xj 3 = l 3 + 5 * l 2 • x + 3 ■ 1 • x 2 + x 3 = 

= 1 4 3x I 3x ? + x 3 

Como os termos x 2 , 3x 2 e x 3 serao multo pequenos em relaqao 
ao valor de cada expressao, podemos despreza-los. Por exem- 
plo, se a dilatacao linear e 0,1 cm, a superficial e 0,2 cm 2 e a 
volumetrica fj 0,3 cm 3 . 



Os vaos que se observam entre as pe^as de concrete que 
compoem uma ponte ou viaduto sao chamados de juntas de 
dilatacao. Suas dimensoes sao catculadas de modo a evitar 
danos a estruturs causados por variances de temperature. 



EXERCICIOS BASICOS 


B.l 


Desenvolva cada um dos produtos da somapela diferenga 
de dois numeros: 

a) (a* + 4) (a - — 4) d) (a* 3 — 2) (a 3 + 2) 

b) (y - 1)0 + D e) (a/5 4 2)(j5 ~ 2) 


0 (3/ + 5)(3f - 5) f) {2j3 - \){2j3 + \) 


B,2 Desenvolva cada um dos quadrados da soma (ou da 
diferenga) de dois numeros: 

a) (a + 6) 2 c) O’ — 3) 2 e) (2a + 3.y) 2 

b) (3k + 2) 2 d) (5 1 ■ 4) 2 f) C* 3 - 7) z 

Exercfcios complementares C.1 e C.2 


Aplica^ao de um produto notavel na 
racionalizapao de denominadores 

No capitulo I, aprendemos a racionalizar denomina- 
dores que apresentam apenas multiplicagao envoi vendo 
radical. Agora, vamos estudar a racionalizacao de deno- 
minadores que apresentam adicao ou subtragao envol- 
vendo raiz quadrada. Essa racionalizacao e obtida atra- 
ves do produto notavel : 

( 1 a 4- b)(a — b) = a 2 — b 1 

Por exemplo, para racionalizar o denominador de 
2 

— , miiltiplicamos o numerador e o denominador 

4 + JJ 

por 4 — a/ 3 . Observe: 

2 = 2 ■ (4- J3) = 2 » (4-73 ) = 

4 + 73 (4 + J3) (4 - J3) 4 2 — {#3 f 

2 * (4-73) _ 8-273 
16-3 13 

Exercicio complementer C.3 

fi , < 

J? EXERCICIO BASICO 

B.3 Racionalize 0 denominador de: 

a) b) 3 - ■ 

3 + 75 73 - 72 

2. FATORAQAO DE POLINOMIOS 

Fatorar um mimero ou um polinomio significa repre- 
senta-!o sob a forma de um produto. Por exemplo: 

• uma fatoracao do numero 18 e 6 ■ 3; 

• a fatoracao completa do numero 18 e 2 * 3 * 3; 

• uma fatoracao do polinomio 3.yv + 3a~ e 3 (at + a-z); 

• a fatoracao completa do polinomio 3xy + 3xz = 3a'(v 4- -). 
Atraves dos exercfcios resolvidos a seguir, faremos 

uma breve revisao sobre os principais casos de fatoracao. 


c) 


22 


iJJ + 1 



EXERCICIOS RESOLVIDOS 

R.l (l e caso de fatoracao - fator comum 1 Fatorar p i : - 
mio 4 a 2 4 6a-T — 8.rV. 

Resolugao 

Fatorar esse polinomio significa transfonna-io em pro- 
duto. Para isso, coloca-se em evidencia o mdc entre os 
monomios que o com poem, isto e, o produto dos fat. res 
comuns tornados com o menor expoente: lx 1 . Assim. 
temos: 

4a 2 4 6.v 3 v - 8xV = 2x 2 (2 + 3xy - 4a V) 

R.2 (2- caso de fatoracao - agrupamento) Fatorar op L- 

ndmio 60 a 3 + 24a 2 + 50a + 20. 

Resolugao 

Agrupam-se os term os que tern fator comum. de modo 
que as fatoragoes desses agrupamentos tambem ten im 
um fator comum. Se isso for possfvel, o polinomio pode 
ser fatorado. Observe: 

60a 3 4 24a 2 4 50a 4 20 = 

= (60a 3 + 24a 2 ) +' (50a + 20) - 
' 

— ■ 12 a 2 (5a 4 2) + 10{5a + 2) — 



= (5a + 2)( 1 2a 2 + 10) 

R.3 (3 d Caso de fatoragao - diferenca de dois quadrados) 

Fatorar 0 polindmio 9k 1 — 25. 

Resolugao 

9 k 2 -25 = (3 it) 2 - 5 2 - (3 k 4 5)(3 k - 5) 


Diferenga de Produto da soma 
dois pcla diferenga das 

quadrados bases dos quadrados 


R.4 (4 a caso de fatoragao - trinomio quadrado perfeitoi 

Fatorar os polinomios: 

a) a 2 4 6.ry 4 9y 2 b) 4 1 2 — 12 1 + 9 

Resolugao 

a) a 2 4 6.vy + 9>’ 2 — 

Soma de dois 
quadrados de 
bases x e 3y 



= x 1 4- 2 - A - 3.V + (3y) 2 = (a 4- 3y) 2 

1 , ■ / 

Duple produto Quadrado da 

das bases dos soma das bases 

quadrados dos quadrados 

b) At 2 - 12f 4 9 = 

Soma de dois 
quadrados de 
liases 2t e 3 



2t 2 — 2 ■ 2r • 3 4 3- 

» - 

V 

Dupio produto 
das bases dos 
quadrados 


= (2f — 3) 2 

* V * 

Quadrado da 
diferenga das bases 
dos quadrados 
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TEMAS BASICOS DE ARITMETICA E ALGEBRA 



I 


EXERCICIOS BASICOS 



B.4 Colocando em evidencia o fator comum, fatore as ex 
pressoes: 

a) Sab 2 4 10 a 2 b 

b) 5x 2 — 15xy 

c) 3/ 3 - 6 1 1 

d) 6 a*b 4 12 ab* - 3a 3 b* 

e) 2 T + 1 + 2 I + - 4 2 X 

B.5 Agrupando os teimos com fator comum, fatore os poli 
nomios: 

a) ac + ad + be + bd 

b) ax + ay — bx — by 

c) xz — yz 4 xw- yw 

d) 6 ac 4 18 be 4 10 ad 4 30b d 

e) 1 2x 3 4 1 8.v- 4 4x 4 6 

f) 8v 3 - 2v 2 - 12v - 3 

B.6 Fatore cada uma das diferengas de dois quadrados: 

a) a 2 — b 1 

b) x 2 - 9 

c) / - I 

d) 4 - 9z 2 

e) 25 p 2 - 16 q 2 

f ) a 4 — b 1 Sugestao, Faga a 4 

g) x 6 - y 2 

h) 4c s - d 2 


B.9 


EXERCICIOS SASICOS 

Atraves da propriedade do produto nolo, resol va as 
equacoes no universo IR: 

a) x 5 — x 4 = 0 (Sugestao. Fatore o primeiro membro.) 

b) x 3 4 3x 2 - 4x - 12 - 0 


B.10 


(Mackenzie- SP) A equagao 
possui exatamente: 

a) uma raiz irracional. 

b) duas raizes irracionais. 

c) duas raizes inteiras. 

d) tres raizes inteiras. 

e) duas raizes nao reais. 


Exerctcio complementar C.7 


3x 3 4 4x 2 


- 3x - 4 = 0 


.y ; 


Jr EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


C.l 


(UFMS) A expressao (a 4 b)(a — b^a 1 4 b 2 ) 6 igual a: 

a) ad 4 b 4 d) a 4 4 lab 4 b 4 

b) a 4 — b 4 e) a 4 4 lab 2 — b 4 

c) a 4 — lab 4 b A 


C.2 


= («-)’ 


O pol inomio (x 4- 5)(x 

a) x 4 - 625 

b) a- 4 4 625 

c) x 4 - 50a- + 625 


5)(x 2 - 25) e idenlieo a: 

d) x 4 ~ 5 Ox 4 625 

e) x 4 + 50x 2 4 625 


C.3 ( P U C/Cam pinas- SP ) Simplificando-se a expressao 


B.7 

Fatore os trinomios quadrados perfeitos: 
a) a 2 + lab 4- b 1 e) t 2 4- 2r 4 1 

(a/ 2 + V 3 ) + - 

1 . obtem-se: 

5 4 l j6 


b) v 2 — 2xy 4 y 2 

c) 9 a 2 4- 30 a 4 25 

f) 25y 2 - 1 0>» + 1 

g) x 4 4- 6x 2 v + 9y 2 

a) 10 

d) 10 4 2j6 


d) 4x 2 — 12xy + 9y3 


b) 25 

e) 10 4 4j6 

B.8 

(UFPI) Fatore o polinomio x 2 

4 2xv + v 2 - z 2 . 

w 

c) 10 - iJW 



(Sugestao. Os tres primeiros termos formam um trino- 
mio quadrado perfeito.) 

Exercicios compfementares de C4 a 06, 

Propriedade do produto nulo 

O produto de numeros reais e igual a zero se, e 
somente se, pelo menos um dos fatores e igual a zero. 


C.4 


i- 2 — 2xv — 


v 3 


C.5 



C.6 


R.5 


EXERCICIO RESOLVIDO 

Resolver em IR a equagao a 4 4 4x 3 — 8x — 32 = 0. 

Resoiugdo 

Fatorando, por agrapamento, o primeiro membro da 
equagao, temos: 

x 4 + 4x 3 - 8x - 32 = 0 <=> x*(x 4 4)- 8(x 4 4) “ 0 
,*.(a- 4 4)(x 3 - 8) = 0 

Pela propriedade do produto nulo conclufmos que pelo 
menos um dos fatores e zero, isto e: 
x 4 4 = 0 our 3 — 8 = 0. ou seja: 
x 4 4 = 0 on x 3 = 8 e, portanto: 

A" — —4 ou x — 2 

Assim. o conjunto solucao 5 da equagao e S = { “4, 2}. 


( Cesgranrio) Fatorando o pdlinomio 3x 2 

obtem-se um dos fatores igual a: 

a) 3x — y d) x 4 2y 

b) 3x 4 y e) 3x — 2y 

c) x — 2y 

(Sugestao. Transforme o monomio — 2xy em — 3xy 4- xy.) 

(F. Santo Andre S.P) Simplifique a ffagao 

qc 4 a 4 be 4 b 
a 2 — b 2 

(Sugestao. Fatore o numerador e o denominador.) 

(UFMG) O valor numeric© da expressao 
x--'T- 5x 2 4 4x + 20 


para x — 1 495 e: 

d) 1 
) 300 


e 


C.7 


5x 2 4 20 

a) 3 000 000 

b) 460 

c) 2 

(UFPI) No universo IR, o conjunto solucao da inequacao 
x 3 - 4x a - 9x 4 36 4 0 e: 

a) (lER iH'fef# 4} 

b) {x E IR x T 3 ou x ¥= 4 } 

c) {x e R x 4= 3 ex 4 —3 ex P 4} 

d) {x G R ; x =£ 3 ou x + —3 ou x # 4] 

e) {x E R j x 7^ 3 e x =£ —3 ou x =£ 4) 

(Sugestao. Fatore o primeiro membro da inequagao.) 
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Capftulo 4 


CONCLUINDO A REVISAO SOBRE EQUACOES 


1. EQUAQAO DO T GRAU 

Toda equacao da forma ax 1 + bx + c = 0, em que a, 
iiec sao numeros reais com a + 0. e chamada de equa- 
cao do 2 Q grau. Quando b = 0 ou c — 0, tem-se nma 
equacao do 2 2 grau incompleta. 

Qualquer equacao do 2- grau pode serresolvida atraves 
da formula: 


x ~ 


—b ± JI 

2 a 


em que A — b z — 4 ac 


A expressao A (delta), chamada de discriminante da 
equagao, nos informa se a equagao tern raizes reais e. no 
caso de existirem, se sao iguais ou diferentes. 

Quando A < 0, a equacao nao possui raizes reais. 

Quando A ^ 0, a equagao possui duas raizes reais, 
sendo iguais quando A = 0 ou distintas quando A > 0. 

Se x, e x 2 sao as raizes da equagao do 2- grau 
ax 2 + bx 4- c — 0, entao a soma S e o produto P dessas 


raizes sao: 


5 = - 


£7 


p = 


a 



R-i 


EXERCICIOS RESOL VI DOS HSHI 

Considerando o universo dos numeros reais, resolva as 
equagoes do segundo grau incompletas: 

a) 4r 2 - 25 = 0 

b) f +9 = 0 

c) x 2 — 3x = 0 

Resolugao 

a) Isolando o monomio em t no primeiro membro da 
igualdade, temos: 


4 1 2 = 25 


* /- — 
A » 4 


25 


. . t - 


25 


b) Isolando o monomio em y no primeiro membro da 
isualdade, temos: 

y 3 = -9 

Como nao existe mimero real cujo quadrado e nega- 
tive, conclufmos que o conjunto solugao 5 da equagao 
e S = 0. 

c) Fatorando o primeiro membro da equagao, obtemos: 

x(x — 3) = 0 

A propriedade do produto nulo garante que 0 
produto de numeros reais e igual a zero se, e somente 
se, pelo menos uni dos fatores £ igual a zero 7 '. Assim. 
temos que: 

x(x - 3) = 0 <=> x — 0 ou x — 3 = 0, ou seja: x = 0 ou 
x = 3. Logo, o conjunto solugao S da equagao £ 
S= {0,3}/ 

R.2 Resolver, no universo dos numeros reais. a equagao do 
2 s grau 5x 2 — 3x — 2 = 0. 

Resolugao 

Indentificam-se os coeficientes a, b e c. 
a = 5; b = —3 e c — —2. 

Calcula-se o discriminante A — b 2 — 4 ac. 

A = (— 3) 2 —4 * 5 * (—2) = 49. 

— b ± 


R.3 


Aplica-se a formula resolntivax = 


2a 


x — 


-(-3) ± +49 3 ± 7 


2 ■ 5 


10 


Logo, x — 1 ou x = — 


7 


10 


Condui-se. entao, que o conjunto solugao S da equagao 

7 


6S 


L - 


10 


Nota 

A formula resol utiva tambem pode ser aplicada para 
equagoes incompletas, porem e muito mais simples 
resolve-las como no exercicio R.1, 

Obtenha m de modo que a equagao do 2" grau 
3.V 2 — 2x + w = 0 nao admita raizes reais. 

Resolugao 

A equagao nao admite raizes reais se, e somente se, 

A < 0, isto e: 

(— 2) 2 -4*3- m < 0 
.*.4 - 12 HI <0 
— 12/n < —4 


m > 


1 


Logo, o conjunto solugao S da equagao e 

' 5 _ _5 

9 ’ 9 


s = 


Assim, a equacao nao admite raizes reais se, e somente 

. 1 

se, m > — . 

3 
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TEMAS BASICOS DE ARITMETICA E ALGEBRA 


R.4 Determine k sabendo que a soma das raizes da equaqao 

do 2- grau 5 a 2 + fcr - 2 = 0 e 

Resotugao 

w 3. h 

A soma S das raizes e dada por S = - — , portanto. 

a 

3 k 

temos — = — — , ou seia: k — —3. 

5 5 


K.S Resolver o sistema 


Resolucao 


' x + y = 3 
a 2 + v 2 — 3x = 2 


Isola-se uma das incognitas na equaqao do 1 Q gran: 


x + y = 3 => v ~ 3 — a" (I) 
x 2 + y 2 — 3x = 2 (II) 


Substitui~se na equaqao (II) o valor obtido na equacao (T): 


.V 2 + (3 — x} 2 —3x~2 

a- 2 + 9 - 6a + a 2 — 3a = 2 


2a 2 - 9a + 7 = 0 
A = (-9) 2 - 4- ■ 2 * 7 = 25 


-(-9) ± J25 
2 • 2 



Oil A — 1 


Substituindo x = 



na equaqao (I) obtem-se 

2 * 


Substituindo x = 1 na equaqao (I) obtem-se 

y = 3 - 1 = % 

Assim. o conjunto solucao S do sisteina e 




EXERCICIOS BASICOS 



Considerando o universo dos numeros reais, resol va as 
equaqoes do 2 B grau incompletas: 


a) a 2 - 25 = 0 

b) 3f 2 - 48 = 0 

c) 9y 2 - 1 =0 

d) 2 y 2 -1=0 


e) Ay 2 +16 = 0 

f) A 2 - lx = 0 

g) 3y 2 — 2y = 0 

h) 5r 2 + It = 0 


B.2 Resolva em (R as equaqoes: 

a) 3x 2 + 5 a - 2 = 0 

b) t 2 - 6t +9 = 0 

c) 2y 2 — 3y + 2 = 0 

d) 4- + -Is = - 30 + A ‘ 
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B.3 Para que valores de m a equaqao do 2 a grau 
a 2 + 3a + m — 0 nao admit© raizes reais? 

B.4 Determine os valores de k para os quais a equaqao do 2 0 
grau y 2 — ky + 1 = 0 admita raizes reais e iguais. 

B.5 A equaqao do 2- grau a 2 + 2a + m = 0 admiie duas rai- 
zes reais e distintas. Determine os valores de m. 

B,6 A equaqao na variavel a, kx 2 — 5a — 8 = 0 admite raizes 
reais para que valores reais de kl 

B.7 Sem resolver as equaqoes a seguir. calcuie a soma e o 
produto de suas raizes. A partir da soma e do produto. 
tente determinar mentalmente as raizes de cada equaqao. 
aj a 2 — 5x + 6 = 0 c) A 2 + 5.x +6 = 0 

b) y 2 - 9y + 20 = 0 d) t 2 + 2/ - 8 = 0 


B.8 Resolva os sistemas: 


a) 


b) 


a -y = 2 

a 2 + y 2 + y = 1 1 

2 a + y = 4 
a 2 + a — v — 6 



Exercicios complementares de C.i a C.5 


O numero de ouro 

Grandes artistas como os italianos Michelangelo (1475- 
1564) e Leonardo Da Wind (1452-1519) usaram em suas 
obras o retangulo aureo Esse nome e dado a todo retangu- 
lo em que a razao da maior dlmensao c (comprimento) para 
a menor 6 (largura) e igual a razao de € para c - €. Isto e: 

4.. I -- 


i c-e 

c- 1 

* 

c 




Dessa igualdade, chamada de proporgao aurea, surglu um criterfo estetico muito usado pelos artfstas desde 
o quinto seculo antes de Cristo. Por exemplo, o Partenon, tempio grego erguido de 447 a 432 a.C., teve seu 
projeto baseado no retangulo aureo. 


5e na proporcao aurea considerar-se como unitarro o comprimento c obtem-se 


1 


e 


, ou seja; 


€ WA-l 

A- 1 — 1 = 0.fl raiz posftiva dessa equacao do 2- grau e chamada de numero de ouro. Determine-a. 


Fatora 9 ao do trinomio do 2- grau 

Sendo r, e r 2 as raizes do trinomio do segundo grau 
ax 1 + bx + c, temos que: 


r, + — — 


b 


a 


s 


c 


r i * r-, — 


a 


Assim, o trinomio pode ser fatorado da seguinte maneira: 


ax 2 4- bx + c — a 


( 


x 1 4- 


bx 


+ 


\ 




a ay 
«[a 2 — (r , + r 2 )jc + r,r 2 ] 

a[ x 2 — r , x - r 2 x + /v 2 ] 
a{x(x - r0 - r 2 0 — rj)] 
a(jt — — r 2 ) 


Temos, entao: 


ax 2 + bx + c = a{x — r t )(.r — r 2 ) 



R.6 


EXERCICI 0 RESOLVIDO 

Fatorar o trinomio do 2 s grau 5 a* 2 — 3x — 2. 

Resohtgao 

Inicialmente determinamos as raizes do trinomio. As rai- 
zes sao os numeros que atribufdas a variavel x anulam o 
trinomio, isto e, 5a 2 — 3x — 2 = 0. 

Temos: 


-(-3) ± 7(~3) 2 - 4 • 5 • (-2) 

2 ■ 5 


X “ 


/. X = 1 011 X = “ — 

5 


Podemos, entao. apresentaro trinomio na forma fatorada: 


5x 2 — 3x — 2 = 5(x — 1) 


( 


x — 


\ 


_ 2_y 

l 5 ) J 


= 5(x ~ 1) 


x + 


2 \ 






Jr EXERCICIOS &ASICOS 

B.9 Fatore os trinomios do 2 2 grau: 

a) 3a 2 — 5a + 2 d)x l + x~2 

b) 4y 2 + 6y — 4 e) k 2 — 2k 4 1 

c) p 2 — 4/> + 3 f) 9s 2 + 6z + 1 

2 a* 2 — 14 v + 24 

B.10 (Faap-SP) A expressao : = . com a — j e 


x 2 — 9 


a ^ — 3, e igual a: 
x — 4 


a) 


b) 


a - 3 

2a - 8 
x 4 3 

2a + 8 


d) 


e) 


x + 4 
A- + 3 


_ 7 


2. EQUAQAO ENVOLVENDO FRACOES 
ALGEBRICAS 

Fracao algebrica e Loda aquela cujos termos sao poli- 
nomios, sendo o denominador nao constante. por exem- 

A‘ "b 2 I 

plo, 


Os exercicios resol vidos a seguir 


x- l' 3/ 2 ' 
tern como objetivo rever a lesoliujao de equates que 
envolvem esse tipo de fracao. 



R.7 


9 a 


EXERCICIOS RESOLVIDOS 

Resolver em IR a equagao -!- + - :>■ ■ — 

y i x*- 

Resolugao 

Condicao de existencia: x A 0. 

O mmc dentre os denominadores 3 2 , 3 a* 2 e 3 2 x e o produto 
de todos os seus fatores, sendo que dentre fatores repeti- 
dos e escolhido o de maior expoente, isto e: 
mmc(3 2 , 3 a 2 , 3 2 x) = 3 2 x 2 = 9 a 2 

Multiplicand© ambos os membros da equacao por esse 
mmc, temos: 


( 1 i 

Q x 2 — + 

t 9 3 a 3 J 


^ 4 

= 9a* 2 • 


9 a 


* i- 

, . A* 


a 2 T 3 — 4a 

4a + 3 = 0 
A = (— 4) 2 -4*1 

-(-4) ± Jl 


~2 

■S 


— 4 


- .x = 


i 


A 


= 3 OU A — 1 


Assim, o conjunto solucao S da equacao e S — {3, 1 } 

2 3 


R.8 Resolver em IR a equacao 


■’y 

J 


l 4 a - 4 a 2 - 1 

Resdlugao 

Condicao de existencia: ,i 4 1 ex 4 “I, 

Para o calculo do mmc dentre os denominadores. ratora- 
mos cadaum deles, obtendo: 2. 2 2 (.v — 1) e (a + 1 )(a — 1). 
O mmc e o produto de todos os fatores desses potinomios, 
sendo que dentre fatores repetidos e escolliido o de maior 
expoente, isto e: 

mmc[2, 2 2 (a — 1), (a + l)(x — L)] *= 2 2 (a + 1)(a — 1) 
Multiplicando ambos os membros da equacao por esse 
mmc. temos: 


+ l)(x - 1) 


3 


\ 


2 


4(a - 1) J 
3 


6(a + 1)(a — 1) - 2(a + 1J = 12 

6(x 2 — 1) — 2 (a + 1) = 12 

6a 2 — 6 — 2a' — 2 — 12 = 0 

, ‘ . 6a 2 — 2a — 20 = 0 (Para facilitar os calculos, 
podemos dividir por 2 ambos os membros,) 

/. 3a- 2 - x ~ 10 = 0 
A - (-1) 2 -4*3* (-10) = 121 


. -<-l) ± '7121 


, . x — 


2 • 3 


x 


= i 


l OU X ~ — 


' X - 3 

s — (2 - — 

Exercicio complementar G.6 

y; J " 1" ! 3 


Assim, o conjunto solugao S da equagao e 




EXERCICIO I3AS I CO 



B.1I Resolva. em IR. as equates: 





i 





EXHRCfdO bAsICO 

B.12 Resolva em IR as equagoes: 

a) Jx 2 + 27 -a = a 

b) Jx - 4 + * = 6 

c) Jt + 6 = — t 

d) Jx + 8 + Jx = 4 Sugestao. Isole a Jx + 8 e 
eleve ambos os membros ao quadrado. 

Exercfcio complementar C.9 




EXERCfCIOS COMPLEMENTARES 


"xercicios compSementares C.7 e C.8 

3. EQUAQAO IRRACiONAL 

Equagoes que apresentam a incognita sob uni radical 
sao chamadas de equates irracionais. Atraves do exer- 
cfcio resol vido a seguir, faremos uma breve revisao sobre 
esse tipo de equacao. 


R.9 Resolver era IR a equacao J 2x + 1 + 1 = x. 

Resolucdo 

> 

Inicialmente isola-se o radical em urn dos membros da 
igualdade: 

J2x + 1 = x — \ (I) 

A seguir, elevam-se ambos os membros a ura expoente 
igual ao indice do radical: 

( J2x + 1 f = (a - l) 2 
2x + 1 = a 2 - Zx + 1 
a: 2 - 4x = 0 
a(a — 4) = 0 
x = 0 ou x = 4 

Quando elevamos a urn expoente par ambos os membros 
de uma equagao. podemos estar transformando em 
verdadeira uma sentenca que anteriormente era falsa, por 
exemplo, 3 = —3 6 uma sentenga falsa, mas, elevando os 
dois membros ao quadrado. obtem-se uma sentenga 
verdadeira, 3 2 = (— 3) 2 . 

lsto significa que os candidaios a raizes, 0 e 4, podem 
nao ser raizes da equagao original. Por isso, devemos 
testar cada urn deles para verificar se sao reaimente rai- 
zes da equacao proposla. 

Verificacao 

• Substituindo x = 0 na equagao (I), temos: 

J2 • 0 H- 1 =0 — 1 (Falsa!) 

• Substituindo x = 4 na equacao (I), temos: 

a/2 ’4+1 =4—1 (Verdadeira!) 

Conclu Linos, entao, que apenas o numero 4 e raiz da 
equagao. Logo, o conjunto solugao S€S — {4} . 



EXERCICIO RESOLVIDO 


C.l A area de urn retangulo, em cm 2 , e 3 1 2 + 5t - 2. e a area 
de urn triangulo, em cm 2 , e t 2 - 4. Sabendo que a razao 
da area do retangulo pain a area do triangulo e igual a 8, 
conclui-se que a area do retangulo e: 

a) 40 cm 2 c) 22 cm 2 e) 96 cm 2 

b) 48 cm 2 d) 24 cm 2 

C.2 (LFBA) O numero de pacotes de bombons conlidos em 
uma caixa e duas unidades maior que o numero de bom- 
bons de cada pacote. Sabendo que a caixa contem 80 bom- 
bons. calcule o numero de pacotes que conlem a caixa. 

C.3 (UFES) Para que valores reais de k o sistema nas varia- 
veis a - e y: 

fy = k 

A -2 + v + 2 jc — 3=0 

■ L. tdr 


admite como solugoes dois pares ordenados diferentes 
de niimeros reais? 


C.4 (UFRS) Para que valores reais de k a equagao na varia- 
vel x, x 2 + (k — 1)a* + k 2 — 0 admite raizes reais e iguais? 



C.6 


(PUC-MG) O valor de k para que a soma das raizes da 
equagao do 2 s grau ( k - 3) a 2 — 4fcc +1=0 seja igual 
ao seu produto e: 



(FEI-SP) Calcule o valor numerico da expressao 


x 1 - lx + 12 
a — 4 


para a — 12.034. 


C.7 (PUC-SP) Uma pessoa. em seu antigo emprego. traba- 
Ihava a boras por semana e ganhava R$ 60,00 pel a sema- 
na trabalhada. Em seu novo emprego, essa pessoa coiiti- 
nua ganhando os mesmos R$ 60,00 por semana. Traba- 
Iha. porem. 4 horas a mais por semana e recebe R$ 4,00 

a menos por hora trabalhada. O valor de a e: 

a) 6 b) 8 c) 10 d) 12 e) 14 

C.8 (Univali-SC) Uma agenda de turismo organizou uma 
excursao pai - a uma tunna de estudantes. A despesa total 
sera de R$ 3.600,00. Como 6 estudantes nao poderao ir 
ao passeio, a pane de cada urn aumentou em R$ 20,00. 
O numero de estudantes e: 

a) 40 b) 28 c) 25 d) 36 e) 30 


C.9 (FEI-SP) Resolva emlRa equacao J x + 7 — Jx - 1. 



Copftulo 5 


Df \ D i 




m 




- rl 


bw 


w 


Para a fabricagao de 300 kg de ovos de Pascoa crocan- 
tes foram necessarios 1 5 kg de nozes e o restante de cho- 
colate. Isso significa que em cada 100 kg de ovos ha 5 kg 
de nozes. 

100 kg 100 kg 100 kg 


R.3 


, A * 

, * v , 

~ s 

5 kg de nozes 


5 kg de nozes 


5 kg de nozes 

+ 


+ 


+ 

li 

95 kg de chocolate 


95 kg de chocolate 


95 kg de chocolate 


300 kg de ovos de Pascoa 

Podemos dizer, lambent, que em uni cento de quilogra- 
mas desses ovos ha 5 kg de nozes, ou seja, a quantidade 
de nozes que compoem esses ovos e de 5 por cento. Ha 
urn si'mboio matematico para indicar a expressao por 
cento: e o simbolo %. Assim, a quantidade de nozes 
desses ovos e 5 % (le-se: cinco por cento). 

A expressao .v%, que se le "x por cento’", e chama- 

x 


da de taxa percentual e representa a razao 


100 ’ 


isto e: 


X% ~ 


100 


em que x e uin numero real qualquer. 



R.1 


EXERCICIOS RESOLVIDOS 

Representar sob a forma de fragao irredutivel cada taxa 
percentual : 

a) 20% b) 120% c) 0,5% 

Resolugao 

20 _ 1 
5 


a) 20% = 


b) 1 20% = 


c) 0.5% 


100 

120 

100 

0,5 

100 


5 


1.000 


200 


R.2 


Representar sob a forma de numero decimal cada uma 

das taxas percentuais: 

a) 35% b) 0,2% 

Resolugao 

35 


a) 35% = 


b) 0,2% = 


100 

0,2 

100 


- 0,35 


= 0.002 


R.5 


R.6 


Representar sob a forma de taxa percentual cada um dos 
numeros decimals: 

a) 0,42 b) 2,37 

Resolugao 

42 


a) 0,42 = 


100 


= 42% 


b) 2,37 = = 237% 

Observe, atraves deste exercfcio, que para transform ar 
um numero decimal em taxa percentual, basta multipli- 
ca-lo por i 00 e dividir o produto obtido por 100 (o nume- 
ro nao se altera). Observe: 

0,005 * 100 0,5 


0,005 = 


1 00 


100 


- 0.5% 


R.4 Representar sob a forma de taxa percentual cada uma das 
fracoes; 


a) 


8 


b) 


29 


Resolugao 

a) 4 - 0.625 

O 

29 

b) = 5.8 = 


0,625 . 100 _ 62,5 , „ 


100 

5.8 ■ 100 
100 


100 


580 

100 


= 580% 


De uma pesquisa, em que foram entrevistados 625 estu- 
dantes do curso noturno, concluiu-se que 84% deles traba- 
lham. Quantos, dos estudantes entrevistados. tmbalham? 

Resolugao 

Devemos calcular 84% de 625. Lembrando que a prepo- 
sicao '‘de' ’ indica muitiplicaqao. esse caiculo 6 feilo do 
seguinte modo: 

84% • 625 = 0,84 ■ 625 = 525 
Logo, dentre os entrevistados, 525 estudantes trabalham. 

Dentre os 1.250 medicos que participaram de um con- 
gresso, 48% eram mulheres. Dentre as mulheres, 9% 
eram pediatras. Quantas mulheres pediatras participaram 
desse congresso? 

Resolugao 

Devemos calcular 9% de 48% de 1 .250. O resultado e 
obtido do seguinte modo: 

9% * 48% * 1.250 = 0,09 ■ 0,48 • 1.250 = 54 

Logo, havia 54 mulheres pediatras participando desse 
congresso. 


R.7 Para a confecgfio de uma peg a metalica foram fun didos 
15 kg de cobre, 9,75 kg de zinco e 0,25 kg de estanho. 
Qual 6 a porcentagem de cobre dessa pec a? 








Resolugao 

A razao da massa de cobre para a massa total da peca e 

#■ “ - — - - 

temos: 


15 

25 



0.6 ■ 100 
100 


60 

100 


- 60% 


Logo, a porcentagem de cobre contida na pega e 60% . 


R.8 Na compra de uma camisa Live um desconto de 12% 
sobre o prego de etiqueta. Qual era o prego de etiqueta, 
sabendo que o desconto foi de RS 2,40? 

Resolugao 

Sendo p o preco de etiqueta, temos que 12 % • p = 2,40, 
ou seja: 

0,12 * p = 2,40 



Logo, o prego de etiqueta era R$ 20,00. 


R.9 


O prego de um produto sofreu um reajuste de 12%, 
aumentando para R$ 60,48. Qual era o prego desse 
produto antes do reajuste? 

Resolucao 

Sendo p o prego antes do reajuste, temos que 
p + 12% • p — 60,48, ou seja: 

p + 0,\2p — 60,48 
l,12p — 60,48 



Logo, o preco do produto, antes do reajuste, era 
R$ 54,00. 


'HI 

Jf EXERCICIOS 3AS! COS 

B.l Represente sob a forma de fragao irtedutfvel cada uma 
das taxas percentuais: 

a) 34% b) 3% c) 315% d) 0,8% 

B.2 Represente sob a forma de nuraero dec i mal cada uma das 
taxas percentuais: 

a) 46% b) 149% c) 0,23% d) 56,83% 

B.3 Represente sob a forma de taxa percentual cada um dos 
numeros decimals: 

a) 0,65 c) 0,4 e) 0.003 

b) 1,32 d) 0,09 


B.4 


Represente sob a forma de taxa percentual cada uma das 
fracoes: 

3 



— 7 

B.5 (UFPBJ Em uma eleigao, um candidate recebeu - — - dos 

2 0 

votes dos el ei tores. Portanto. o percentual de votos obtido 
por esse candidato foi de; 

a) 35% c) 7% e) 27% 

b) 20% d) 14% 


15.6 Em uma assembled compareceram 120 pessoas, das 
quids 40% eram mulheres. Quantas mulheres estiveram 
presen tes nessa assembleia? 


B.7 A populacao do Japao, no ano de 1998, era de 
1 25.200.000 habiuuires. dos quais 6.7% viviam na 
capital Toquio (esses valores sao aproximados). Qual 
era o niimero de habitantes da capital japonesa? 



B.8 A tabela mostra a receita das empresas General Motors. 
Ford, Toyota e Volkswagen no ano de 1997. 




GM 

178 

Ford 

153 

Toyota 

100 

Volkswagen! 

63 


(F<?nte: revista Isto E, 1 3/5/9 S ) 


a) A receita da GM representa que porcentagem da 
receita total das quatro empresas juntas? 

b) A receita da GM representa que porcentagem da 
receita da Toyota? 

c) A receita da Volkswagen representa que porcentagem 
da receita da Toyota? 

d) A receita da Ford representa que porcentagem da 
receita da GM? 


B.9 Em um exame vestibular, 15% das questoes eram de 
matematica, das quais 8% eram de geometria. Qual a 
porcentagem de questoes de geometria que compunham 
esse exame? 

B.10 O salario de Luiz e de R$ 1 .200,00 mensais. Sua despesa 
mensal consome 80% desse salario, sendo que 45%: 
dessa despesa corresponde ao aluguel de sua casa. Qua! 
e o valor desse aluguel? 

B.ll Uma propaganda anuncia que um automovel pode ser 
comprado com uma entrada de 35% do valor total, rnais 
1 0 prestagoes mensais iguais sem juros. Sabendo que 
essa entrada corresponde a RS 4.900,00, calcule o valor 
de cada prestagao. 



EXERCICIOS CO MPLEMENTARES 


C,1 (LJFCE) Evandro comprou. na Bolsa de Valores, 25.000 
acoes da empresa .4 por RS 50.000,00. Se o prego destas 
acoes caiu 9%, deteimine o prego de cada agao apos a 
queda. 


C.2 (Unicamp-SP) Uma pessoa investiu R$ 3.000.00 em 
acoes. No primeiro mes ela perdeu 40% do total investido 
e no segundo mes ela recuperou 30% do que ha via perdido. 

a) Com qu antos reais ela ficou apos os dois meses? 

b) Qual foi seu prejiuzo apos os dots meses, em porcen- 
tagem, sobre o valor do investiinento initial? 



C.3 (TJFGO) O custo de producao de urn produto e composto 
de 20% de mao-de-obra; 40% de materia-prima; 10% de 
energia eletrica e 30% de outras despesas, como. por 
exemplo, encargos sociais. Num momenio de desequi- 
lfbrio economico, ocorreram os seguintes reajustes: 


• mao-de-obra .50% 

• materia-prima 100% 

• enerda eletrica 75% 

W 


• outras despesas 40% 

Qual foi o acresciino no custo de producao do produto? 

C.4 (UFMG) Certa regiao do p ais . cuja area e de 300.000 km : . 
possui 80% de terras cultivaveis, 25% das quais sao 
improdutivas. Essas terras improdutivas deverao ser 
usadas no assentamento de famflias de ameultores sem 
teira. Supondo que cada fnmfli a receba 30 hectares 
(1 ha = 10.000 m-) e que o custo do assentamento de 
cada uma delas seja de R$ 30.000,00. o custo total do 
assentamento naquela regiao, em bilhoes de reais. sera de: 

a) 2.4 c) 6.0 e) 5,8 

b) 0,8 d) 4,8 

Lembrete. Denlre os multiples e submdltiplos do m? 
cada unidade vale 100 vezes a unidade imediatamente 
inferior, por exemplo, 1 m 2 = 1 00 dm 2 . 

C.5 (PUC-MG) Um comerciante elevou o preco de suas 
mercadorias em 50% e divulgou, no dia seguinte, uma 
remarcagao com desconto de 50% em todos os pregos. O 
desconto realmente concedido em relagao aos precos 
originais foi de: 

a) 40% c) 32% e) 25% 

b) 36% d) 28% 

C.6 (U. Catolica de Salvador-BA) Hoje, 50% da producao de 

uma fabrica de sucos e de suco de caju e 50% e de suco 
de maracuja. Se a produgao de suco de caju aumemar em 
10% ao mes e a de suco de maracuja aumentar em 20% 
ao mes. daqui a dois meses a porcentagem de suco de 
maracuja produzido. em relacao ao total produzido no 
mes, sera de, aproximadamente: 

a) 52% c) 57.3% e) 72%. 

b) 54,3% d) 60,5% 

C.7 (Fuvest-SP) O preco de certa mercadoria sofre, amial- 
mente, um acrescimo de 100%. Supondo que o preco 
atual seja RS 100.00, daqui a tres anos o prego sera: 

a) R$ 300,00 d) R$ 800,00 

b) R$ 400,00 e) R$ 1.000,00 

c) R$ 600,00 

C.8 ( Fuvest-SP) No dia 1 - de setembro, foi aberta uma cader- 

neta de poupanga e depositada uma quamia x. No dia 
P de dezembro do mesmo ano o saldo era de 
R$ 665.500,00. Sabendo que. entre juros e correcao mo- 
netaria. a caderneta rendeu i 0% ao mes. qual era a quan- 
tiax, em milhares de reais? 

a) 650 c) 550 e) 450 

b) 600 d) 500 

C.9 (Unifor-CE) No mes de outubro, devido a crise atual. o 
dono de uma confecgao reduziu os precos de setembro 
em 10%. Nao obtendo o aumento de vendas desejado, 
em novembro os pregos for am novamente reduzidos em 
10%. Apos essa segunda reducao. quern eompra agora 
um vestido por R$ 145,80 esta cconomizando, em rela- 
gao ao prego de setembro, a quantia de: 

a) RS 36,45 c) R$ 32.00 e) R$ 29,16 

b) R$ 34,20 d)R$ 30,61 


CIO (Enem ) Uma escola de ensino medio tem 250 alunos que 
estao matriculados na l a , 2 a ou 3- serie. 32% dos alunos 
sao homens e 40% dos hojnens estao ua 1- serie. 20% 
dos alunos matriculados estao na 3 a serie, sendo 10 alu- 
nos homens. Dentre os alunos da 2 a serie. o numero de 
mulheres e ieual ao numero do homens. 

A tabela a seguir pode ser preenchida com as in forma- 
goes dadas: 



* 

. 




ISjiMlnSr*' 1* 

UkJh 1 ■ ■ — r- ' “ ' — 

Cl 

b 

C 

a -i- b + c 

U - ] •, 

d 

e 

f 

f + / 

** 

V \ ?,>'!! 

^ .W-r r VfM 

a + d 

b + e 

c +f 

250 


O valor de a e: 

a) 10 c) 92 e) 120 

b) 48 d) 102 

C.ll (Enem) O aluminio se funde a 666 J C e e obtido a custa 
de energia eletrica. por eletrolise — transformagao reali- 
zada a partir do oxido de aluminio a cerca de 1 .000 ’C. 
A producao brasileira de aluminio. ano de 1985. foi da 
ordem de 550.000 toneladas, tendo sido consumidos 
cerca de 20 kWh de energia eletrica por quilograma do 
metal. Nes.se mesmo ano, estimou-se a producao de rest- 
duos solidos ur bands brasileiros formados por m eta is 
ferrosos e nao-ferrosos em 3.700 t/dia , das qttais 1,5% 
estima-se corresponder ao aluminio. 

(( Dados adaptados de] FIGUEIREDO. P. J. M. A soviedade 
do lixo : resfduos, a questao energetica e a crise ambiental. 
Piracicaba. Unimep, 1994.) 

Suponha que uma residencia tenha objetos de alununio 
em uso cuja massa total seja de 10 kg (panelas, janelas. 
latas etc.). O consumo de energia eletrica mensal dessa 
residencia e de 100 kWh. Sendo assim. na produqao des- 
ses objetos utihzou-se uma quantidade de energia eletrica 
que poderia abastecer essa residencia por um periodo de: 

a) 1 mes, c) 3 meses. e) 5 meses. 

b) 2 meses. d) 4 meses. 

C.12 (Enem i Muitas usinas hidroeletri cas estao situadas em 
barragens. As caracteristicas de algumas das grandes 
represas e usinas brasileiras estao apresentadas no 
quadro abaixo. 



L.BLi 1 A. A. . II 

, .A 1 . ■ 

Bl! 

! I- ' ■’ ' '"r'-i'--— ' ‘ ‘ l - 

J i - 0 , ■ r ■ ’ t -T » i * h 

R_! \l J tpH f 1 X- >T 

H'&Sl 

■ i 

[K 1 , i i [| a Ir* ly 1 

L 1 1 s R i stjiu i RT! 

■li JLr-n'N - w ^ Jl( . 

Tucuruf 

2.430 

4.240 

Rio 

Tocantins 

Sobradinho 

4.214 1 

1.050 

Rio Sao 
Francisco 

Itaipu 

1.350 

12.600 

Rio Parana 

llha 

Solteira 

1.077 

3.230 

Rio ParanS 

Fumas 

1.450 

1.312 

Rio Grande 


A razao entre a area da regiao alagada por uma represa e 
a potencia produzida pda usina nela instalada e uma das 
formas de estimar a relaqao entre o dano e o beneltcio 
trazidos por um projeto hidroeletrico. A partir dos dados 
apresentados no quadro. o projeto que mais onerou o 
ambiente em termos de area alagada por potencia foi: 

a) Tucuruf. c) Itaipu. e) Sobradinho. 

b) Furnas. d) llha Solteira, 
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1. GENERALIDADES SOBRE ANGULOS 



Classificaodo 

a 

a) Angulo geometrico e todo aquele cuja medida e maj- 
or que O' e me nor que 180°. Por comodidadc omitire- 
mos o termo geometrico, chamando-o simplesmente 
de angulo. 

A 



angulo reto angulo agudo angulo obtuso 

(90°) (a < 90°) (ot> 90") 

A 

b) Angulo nao geometrico e todo aquele cuja medida e 
maior ou igual a 180°. on e menor ou igual a 0°. 


angulo raso angufo de uma angulo nulo 

(ISO*) volta (360° ) ((F) 

No estudo da irigonometria voce vera outros exemplos 
de angulos nao geometricos. 

Notas 

.A. 

1. Indicaremos por A OB um angulo de vertice O e la- 

» - 

dos OA e OB. A medida des.se angulo sera simbolizada 
por m(AOF). 

2. Dois angulos de medidas iguais sao chamados de 
angulos congruentes. Indica-se a congruencia de dois 
angulos AOB e CVD por AOB = CVD. 

3. Duas retas r e s que tern um iinico ponto em comum 
(retas concorrentes) sao perpendiculares quando for- 
mam angulos relos enire si. Indicamos essa perpendi- 
cularidade pelo sfmbolo r _L s. 


complements res 
ol + p = 90* 


Pares de angulos 




angulos opostos 
■ pelos vertice 
(<* - p) 



AOB e BOC tern um lado comum 
ea interseccao deseus interiores 
e vazia, por isso sao chamados 
de adjacent e$. 


Nota 

Se m{AOB) = ni(BOC), a semi-reta OB e chamada de 
bissetriz angulo AOC. 

2 . ANGULOS FORMADOS POR DUAS 
RETAS PARALELAS E UMA 
TRANSVERSAL 

Duas retas eopSanares r e jf sao paralelas se, e somente 
se. nao tern ponto em comum ou tem tod os os seus pontos 
em comum. 



Indicamos que re paralela a spelo sfmbolo r/ s. 


Duas retas r e s, paralelas distintas, e uma transversal 
t determinam oito angulos geometricos. conforme figura. 
Dois quaisquer desses angulos ou sao suplementares ou 
sao congruentes: 










suplementares 
* a + p = 180* 





e 


t 


a = 


correspon dentes 




infernos 


altemos < 


extern os 




S 

d 


intemos 


colaterais < 


externos 


r b + e = 180° 
* c + h= 180° 

a +f= 180° 

d + g — 180° 


Nota 

Se uma reta transversal t determinacom duas retas co- 
planares, r e .y, angulos altemos con eme ntes, entao r / s. 



EXERCICIOS BA5IC0S 

B.l (PUC-SP) Um angulo mede a nietade de sen comple- 
mento, entao esse angulo mede: 

a) 30° c) 45° e) 68° 

b) 60° d) 90° 


B.2 A medida .v de um angulo tern 80° a mais que a medida 
de seu suplemento. Determine a:. 

B.3 Quatro reias, r, s, /, h, de um piano, concorrem etn um 
mesmo ponto, sendo riser i u. Um angulo agudo for- 
mado por r e u mede 36°. Obtenha a medida de um an- 
gulo obtuso determinado por t e s. 

B.4 (PUC-SP) Se r e paralela a s, entao a e (3 medem. respec- 
tivamente: 

a) 1 20° e 60° « V 

b) 100° e 80° r 

c) 108° e 72° 9 * 

d) 150° e 30° 

6x 

e) 140° e 40° , / ' ■ 

V 

B.5 Determine a medida x do Sngulo ABO da figura abaixo, 
sabendo que AB jj CD . 

A ^ s 

X 

yX 

0<c I 70" 

Tt J 

X. — 14 ° D 

\ A 

X : 

C D 

Exercicios complements res de C,1 a C3 


Angulo, para que te quero? 


Uocejb se perguntou como os navegantes calculam 
a latitude (medida ern graus ao norte ou ao sul do equa- 
dor) e a longitude (medida em graus a leste ou a oeste 
do meridjano de Greenwich)? 

Ao norte ou ao sul do equador sao tomadas corno re- 
ferences as estrelas Polaris e 5lgma Octantis, respec- 
tivamente. Essas estrelas podem ser consideradas 
Como pontos do eixo de rotaqao da Terra, e os seus 
ralos de !uz que Incidem sobre a superfide do nosso 
planeta podem ser conslderados paralelos. 

Ao norte do equador, um navegador, com o auxfllo de 
um sextante, mlra a estrela Polaris e obtem a medida a 
do angulo que esse raio visual forma com o piano do ho- 
rizonte. Essa medida e a latitude do ponto em que se en- 
contra. A figura abaixo expllca o porque. 



Plano do 
Horizonte 


Estrela 

Polar 


* Estrela 
i Polar 

i 


A medida do an- 
gulo central AQB 
e igual a medida 
do angulo deter- 
minado pelo ob- 
servador 


Analogamente, ao sul do equador em relaqao a estreia 
5igma Octantis. 


A longitude e calculada levando-se em conta que a 
Terra gira de oeste para leste 360“ em 24 noras, ou se- 
Ja, 15 c por hora. Convenclonou-se associar a medida 0° 
ao meridiano que passa pelo observatorio de Green- 
wich, na Inglaterra. Assim, por exemplo, um navegador 
que possul um relogio marcando 18 h, horario de Gre- 
enwich, no instante em que observa o 5ot sobre o me- 
ridiano local (meio-dia local), conclui que sua longitude 
e 90° a oeste. 

Atualmente, metodos mais rnodernos para o calculo 
de latitude e longitude permitem viagens ate sob gelei- 
ras poiare5, sem nenhuma referenda visivel. 


Entrade cio observato- 
rio de Greenwich. O 
mostrador do relogio 
da foto apresenta 24 
divisoes, uma para 
cada hora do dia. 




3. GENERALIDADES SOBRE POUGONOS 

Nomenclatura e elementos de um 
polfgono 

Polfgono e u m conjunto de segmentos de reta coplana- 
res tais que: 

• cada extremidade de qualquer um deles e extremidade 
de do is e a penas dois deles; 

• dois segmenlos eonsecutivos quaisquer, dentre eles, 
nao sao eolineares. 



A Label a a seguir mostra os Domes que recebem os po- 
ligonos, conforme o seu numero de lados (ou de vertices). 


M L 1 1 A * T ai | lAF | j f T /■§! r . „ d |f i J^sT \_ 1 

I) PfcvllJI IlvjB s IJI 1 \ St- i I mi f|;< fl I ll T+Cm h 1 

t |j ■' V- ■ I If , — ’ 

K*E3n| 

1 if ifini 

3 

Triangulo 

4 

Quadriiatero 

5 

Pentagono 

6 

Hexagono 

7 

Heptagono 

8 

Octogono 

9 

Eneagono 

10 

Decagono 

11 

Undecagono 

12 

Dodecagono 

13 

Tri decagono 

14 

Tetradecagono 

15 

Pentadecagono 

16 

Hexadecagono 

17 

Heptadecagono 

18 

Octadecagono 

19 

Eneadecagono 

20 

Icosagono 


Aos polfgonos com mais de 20 lados nao daremos 
nomes especial s, nos referindo a eles explicitando o seu 
numero de lados. 


Polfgonos convexos 

Observe que a reia r que contem o lado AB do penta- 
gono abaixo deixa os dernais lados con Lidos em um mes- 
mo semipiano de origem r: 



O mesmo acontece com a reta que contem qualquer 
um dos outro.s lados. Por isso, dizemos que esse pentago- 
no e convexo. 


Um polfgono e convexo se, e somente se, a reta 
que contem qualquer um de seus lados deixa os de- 
mais lados contidos em um mesmo semipiano de ori- 
gem nessa reta. 

Observando o polfgono ABCDEFG, constatamos que 
ele nao e convexo, pois a reta r que contem o lado AB nao 
deixa os demais lados contidos em um mesmo semipiano 
de origem r. 



Polfgono regular 

Um polfgono convexo que possui todos os lados con- 
gruentes entre si e todos os angulos internos eongruentes 
entrb si e chamdo de polfgono regular. 

Exemplos 


Quadriiatero 

regular 

(quadrado) 



Triangulo regular 
(triangulo equilatero) 



Hexagono regular 


4. TRIANGULOS 
Classificacao 

a) Quanto aos angulos 


Hipotenusa 



P Cateto 


Cateto 



Triangulo 

Triangulo 

Triangulo 

retang ulo 

acutangulo 

obtusangulo 

(um angulo 

(os tres angulos 

(um anguio 

interno reto) 

internos agudos) 

interno obtuse) 

b) Quanto aos lados 




Triangulo 

equiiatero 

(o$ tres lados 
congruentes 
entre si) 


Triangulo 
isosceles 
(dois iados 
congruentes 
entre si) 


Triangulo 

escaleno 

(os tres lados 
com medidas 
diferentes entre si) 


Elementos de um triangulo 

a) Altura de um triangulo e o segmento de reta que liga 
um vertice ao lado oposto, perpendicularmente, 

A 



b) Bissetriz interna de um triangulo e o segmento de 
reta contido na bissetriz de um angulo interno, ligando 
um vertice ao lado oposto. 



c) Mediana de um triangulo e o segmento de reta que 
liga um vertice ao ponto medio do lado oposto. 



Mediana_relativa ao 
lado BC ou ao 
vertice A 


M (medio) C 



d) Mediatriz de urn triangulo e a reta perpendicular a um 
dos lados pelo ponto medio. 


A 



B M (medio) t 


Angulos em um triangulo 

a) Soma dos angulos internos de um triangulo 

Consideremos um triangulo qualquer ABC cujos angu- 
los A, B e C tern medidas a, p e 0. respectivamente; 



B 



tragando porB a reta DE para! el a uAB. determinamos an- 
gulos altemos congruentes; 


D B B 



como o angulo DBE e raso. conclufmos que 
ct + |3 + 0 = 180°, isto e: 


A soma das medidas dos angulos internos de um 
triangulo qualquer e 180°. 

b) Teorema do angulo externo de um triangulo 

Na figura abaixo, o angulo BAD e adjacente e suple- 
mentar de um angulo intemo do triangulo ABC; por isso. 
BAD e chamado de angulo externo desse triangulo. 



Sendo a e p as medidas dos angulos internos Ce fi. 
respectivamente, e indicando por e a medida do angulo 
externo relativo ao vertice A temos: 



Logo, 

a + p + 180° - e = 180° 
e = a + p 

isto e: 



A medida de um angulo externo de um triangulo 
e igual a soma das medidas dos angulos internos nao 
adjacentes a ele. 
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O Floco de Neve: um poITgono fractal 


O termo "fractal" foi criado em 1975 por Benoit 
Mandelbrot, pesqulsador da IBM e autor de trabalho 5 
ploneiros sobre a Geometria Fractal. (...) 

A caracteristlca principal de uma iinha ou de uma 
figura fractal e a repeticao de padroes: o desenho vl- 
sivel nurma determinada escala repete-se sucessiva- 
mente em escalas cada vez menores. (...) 

Um exemplo Interessanre de polfgono fractal e o 
que repre5enta um floco de neve no piano. 5ua 
construqao e relativamente simples. Parte-se de um 
triangulo equilatero e dividem-se seus lados em tres 
partes iguais. Em cada um dos (ados, apaga-se a par- 
te do melo e constrol-se, com base no segmento 
central (que fol apagado), um novo triangulo equila- 
tero de lado igual a 1/5 do primitivo. Entao, sobre 
cada lado resultante repete-se o processo anterior 
varlas vezes, como mostram as figuras a seguln 




Jose Domingos Vasconcelos. Desenhando um fractal piano, site 
Estadao na ascola. 

Para ler o texto na integra consulte o site Estadao na escola 
(www.estadao-escola.com.br), clicando em "Sugestoes de ati- 
vidades", "Matematica" e ''Desenhando um fractal piano". 



EXERClciOS BASICOS rdfifffBlSSlW? 

B,6 As medidas em graus, dos angulos intemos de um trian- 
gulo sao .v. 2x e 3a\ Quanto mede o menor angulo interne 
desse triangulo? 

3x 


B.7 Uni angulo agudo de um triangulo retangulo mede o qua- 
druplo da mcdida do outro angulo agudo. Quanio mede o 
menor angulo interno desse triangulo? 

B.8 (Fuvest-SP) No retangulo, o valor, em graus, de a + (3 e: 

a) 50 d) 130 w. , 

b) 90 e) 220 

c) 120 I 


Nota 

Retangulo e todo quadrilatero que possui os quatro an- 
gulos retos. 

B.9 Determine a medida do angulo extemo relativo ao Veni- 
ce C do triangulo abaixo: 

A 

100 ° \ 

/\2x + 70 D 

B C ~ 


B.10 As diagonals que “partem” de um mesmo vertice de um 
polfgono convexo dividem-no em triangulos, Multipli- 
cando por 180° o numero de triangulos, obtem-se a soma 
das medidas dos angulos internos do polfgono convexo. 
Por exempio, as diagonals que partem de um mesmo ver- 
tice de um hexagono convexo dividem-no em 4 triangu- 
los. Observe: 



Portanto, a soma S i: das medidas dos angulos intemos 
desse polfgono e: 

S f “ 4 * 180° - 720° 


Raciocinando desse niodo, calcule a soma das medidas 
dos angulos intemos de um polfgono convexo de: 

a) 4 lados (quadrilatero); 

b) 5 lados (pentagono); 

c) 8 lados (octogono). 


B.ll 


As diagonals que “partem” de um mesmo vertice de um 
polfgono convexo de n vertices dividem-no em n — 2 tri- 
angulos: 


An 


An^ 




A2 


As 


An-2 


Aa 


An - 3 


Como a soma dos angulos internos de cada trifingulo e 
180". conclufmos que a soma 5, dos angulos internos de 
um polfgono convexo de n lados e: 


S, = 1 80° (n - 2) 

Usando essa formula, calcule a soma dos angulos inter- 
nos dos seguintes polfgonos convexos: 

a) quadrilatero c) hexagono 

b) pentagono d) decagono 



B.12 Quanto mede cada anguio interno de um hexagono re- 
gular? 

B.13 Urn anguio adja- 
cente e suplemen- 
tar de um anguio 
imemo de um po- 
lfgono convexo e 
chamado de an- 
guio externo. 

Em rela^ao a cada 
vertice remos dots 
angulos extemos 
opostos pelo vertice. Considerando apenas um desses 
angulos em cada vertice. prove que a soma5 t . dos angu- 
los externos de um poligono convexo 6 S e — 360 p . 
Sugestao. Use a formula do exercfcio B. 11 e observe 
que um anguio extemo e o anguio interno adjacente sao 
sup lemen tares. 

B.H Quanto mede cada anguio extemo de um decagono re- 
gular? 

Exercicios complementares de C.4 a C.1 1 




C.l 


C.2 


EXERCICIOS COMPLEMENTARES 

(UnB-DF) A figura mostra as medidas a. bee dos angu 
ios assinalados, sendo A2? / CD. 

Nessas condigoes. pode-se afirmar que: 

a) a + b + e = 360° 

b) b — a + c 

c yb—w—a 

d) a + b — 180° 

e) a = b + c 

(FGV-SP) Considere as retas r, s, t. u, todas num mesmo 
piano, com r fl u, conforme figura. O valor em grans de 

+ 3;y e: f i r 

d) 660° 1^ 

e) 580° > 

20 °. x 



a) 64° 

b) 500° 

c) 


C3 Determine a me- 
dida x do ansulo 

*-r- r 

DEF da figura 
ao I ado, sabendo 


que AS / EF. 


20 ' 


120 ° 


D 


B 


C.4 (Fuvest-SP) Na figura abaixo os angulos a , b. c, d me- 

X 3 X 

dem. respectivamente. 2x, — — e x. O anguio e e 


reto. Qua) e a medida do anguio/? 

a) 16° 

b) 18° 

c) 20° 

d) 22° 




e) 24 



C.5 No quadrilatero a seguir, a medida {3 e igual ao qufntuplo 
da medida a . 




C.6 


(3 


| - | a 

a) Determine a medida a. em graus. 

b) Determine a medida de um anguio formado pelas bis- 
setrizes dos angulos de medidas a e (3 . 

Um trianguio ABC e retangulo em A, e um dos outros an- 
gulos intemos mede 40 c . Determine a medida do anguio 
formado pel a altura e pela bissetriz relativa ao vertice A. 







C.7 (Fuvest-SP) Considere um trianguio ABC tal que a altura 

. i ■ 

BH seja interna ao trianguio e os tkigulos BAH e HBC se- 
jam congruentes. Determine a medida do anguio .ABC. 

C.8 O anguio extemo relalivo ao vertice A de um trianguio 
ABC mede 100°. As medidas dos angulos intemos B e C 
estao na razao 2 para 3. nessa ordem. Determine a medi- 
da do anguio extemo relativo ao vertice B. 

C.9 Determine as medidas x e y na figura abaixo: 



C.10 ( Vunesp) No trianguio ABC da figura BD e bissetriz do 
anguio interno B, e CD 6 bissetriz do Sngulo extemo re- 
lativo ao vertice C. Determine a medida do anguio inter- 
no A. 



C.ll (UFRJ) No hexagono regular, o anguio AFB mede: 


a) 60° 

b) 30 c 

c) 40° 





25 


Copftulo 7 


CONGRUENCE DE TRIANGULOS 


1. CONCEITUACAO 

Imagine dois triangulos recortados em cartolina, de 
modo que seja possfvel colocar um sabre o on bo para que 
cada ponto de qualquer um deles coincida com algum 
ponto do outro: 

A D 


B 



(0 simbolo = deve 
ser lido ‘‘coincide") 


i— 

B = E 


C^F 


tsso so e possivel se para cada anguio de qualquer um 
dos triangulos existe um anguio congruente no outro; e 
para cada lado de qualquer um dos triangulos existe um 
lado congruente no outro. Sob essas condigbes dizemos 
que os dois triangulos sao congruentes. 

Definicao 

J 

Dois triangulos sao congruentes se, e somente se, 
existe uma correspondencia biumvoca que associa 
os tres vertices de um dos triangulos aos tres vertices 
do outro, tal que: 

1) angulos com vert ices correspondentes sao con- 
gruentes; 

D) l ados opostos a vertices correspondentes sao 
congruentes. 


e 




AABC = A DEF i 


Notas 

1 . Ao indicar a congruencia por 

A ABC = A DEF 

estamos afirmando que os vertices A, B. C sao. respecti- 
vamente, os correspondentes dos vertices D, E, F. 

2. Lados opostos a vertices correspondentes sao eha- 
mados de lados correspondentes. 


2. CASOS DE CONGRUENCIA DE 
TRIANGULOS 

A dcfinifao de congruencia de triangulos exige que 
sejam obedecidas seis condigbes: tres congruencias entre 
lados e tres entre angulos. Porem, escplhendo adequada- 
mente algumas dentre essas seis condicoes. percebemos 
que. se elas forem obedecidas, as outras tambem o serao. 
Qualquer conjunto formado por uma quantidade minima 
de condicoes capazes de garantir a congruencia de dois 
triangulos e chamado de caso de congruencia. A seguir 
apresentamos os casos principals. 

Caso LAL (lado, anguio, lado) 

Dois triangulos sao congruentes se, e somente se, tern 
dois lados e o anguio compreendido por eles. respecti- 
vamente. congruente. 


D 


8 





E 


x 


AB = DE 

B=E AABC = A DEF 


BC m EF 

Caso ALA (anguio, lado, anguio) 

Dois triangulos sao congruentes se. e somente se, tern 
um lado e os angulos adjacentes a ele. respectivamente. 


congruentes. 


A 


D 




f Jr*. 

\A = D 

AB — DE 

\ 

VHi 

AC = DF 

B = E 

j B = E e ' 


BC = EF 

BC = EF > 

lC= F 

Cs F 


<=> A ABC s A DEF 


Caso LLL (lado, lado, lado) 

Dois triangulos sao congruentes se, e somente se, tern 
os tres lados, respectivamente, congruentes. 




F 


AB = DE 




BC = EF <=> A ABC = ADEF 


AC = DC 


Caso LAA (i (I ado, angulo, angulo oposto) 

Dois triangulos sao congruentes se, e somente se, tem 
um lado, um angulo adjacente e o angulo oposto a esse 
lado, respect! vamente, congruentes. 


D 


B 


C E 


\ 

M 


F 


BC - EF 

B = E <=> AABC = A DEF 

.-“V. .#'X. 

A = D 

Caso RHC (angulo reto, hipotenusa, cateto) 

Dois triangulos retangulos sao congruentes se. e so- 
mente se. tem a hipotenusa e um cateto, respect i vamente, 
congruentes. 

A D 


/ 


B 


FI 


F 


■J 

B e E sao retos 


AC = DF 


> <=> A ABC — A DEF 


AB = DE 


Determinagao da rota na navegacao 


Voando para um certo ponto, um aviao sofre um 
desvio quando recebe um vento lateral. Por 1550, a 
rota deve ser corrigida. Em prindpjo isso e conseguido 
atrave5 de um paralelogramo ABCD no qual 3 veioci- 
dade, a direcao e 0 5entido do vento sao represen- 
tados pelo lado AB; a rota dlreta ao ponto em que se 
quer chegar e representada pela diagonal AC; e a 
velocidade, a direqao e o sentldo que se Irnprimem 
ao aviao sao represen tados pelo lado AD, conforme 
a figura 1. 5e a correcao nao for feita, comete-se o 
erro mostrado na figura 2. 

Eigura 1 

D 


if" 


objetivo 

C 


Elgura 2 


< — 




objetivo 


— Jf 


B 


D 


B 


O aviao esta em A ; AC e a diregao 
do objetivo; ADe a diregao que se 
imprime ao aparefho para que a 
resultants o leve a meta. Se isso 
nao for feito cometeremos o erro 
mostrado na figura seguinte. 


O aviao esta em A; AB e a 
direcao do vento; AC a dire- 
gao da meta, 0 vento desvia 
o aviao que, em vez de se 
dfrigir para seu objetivo, se- 
gue a resultante AD. 


p 




BXERC1CI06 2ASIC0S 


B.l 0 quadrildtero ABCD e um paralelogramo, tslo e. 


AS / DC c AD § BC . 

A 



B 


Mostre que os triangulos ABD e CDB sao congruentes, 
(Basta identificar um dos cinco casos de congruencia.) 

Nota 



e 


Mostre que os triangulos ABD e CDB sao congruentes. 
(Basta identificar um dos cinco casos de congruencia.) 

Nota 

Dessa congruencia, temos que: 

• ABD se BDC, logo AS / DC; 

• ADB = DBC, logo AD fl BC, 

Conclufmos, entao, a importante propriedade: 

Todo quadrilatero piano, emque dois lados opos- 
tos quaisquer sao congruentes. e um paralelogramo. 

B.3 O quadrilatero A BCD e um paralelogramo. 

A B 

-—~~y 

1 M / 


D - C 

Mostre que os triangulos AMB e CMD sao congruentes. 

Nota 

Dessa congruencia, temos que: 

• AM = CM . logo M e ponto medio de AC. 

• BM = DM, logo M e ponto medio de BD. 
Conclufmos, entao, a importante propriedade: 

0 ponto de cruzamento das diagonals de um 
paralelogramo e o ponto medio de cada uma delas . 

B.4 O quadrilatero ABCD e um retangulo. isto e. tem os 
quatro angulos retos. 



Mostre que os triangulos ADC e BCD sao con ententes. 




Dessa congruencia temos que AB = DC e AD = BC 
Conclufmos, entao, a importante propriedade: 

Em um paralelogramo. dois lados opostos ciuais- 
quer sao congruentes. 


B.2 No quadrilatero piano ABCD tem-se que AB = DC e I 
AD = BC. 


. X 

If* 
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Nota 

Dessa congruencia, temos que AC = BD. 
Concluunos, entao. a importante propriedade: 

As diagonals de um retdngulo saq congruentes. 


B.5 

I 


Observe que um retangulo tambem e paraielogramo, 
portanto, valem para o retangulo as propriedades dedu- 
zidas para o paraielogramo. 


O quadrilaiero piano ABCD e um 
iosango, isto e. tem os quatro lados 
congruentes entre si. 

Mostre que os triangulos AMD. AMB. 
CMD e CMB sao congruentes entre si. 

Nota 

Dessa congruencia. temos que: 

• AMD = AMB = CMB = CMD, 
logo, cada um desses angulos e reto, 
pois a soma de sous medidas e 
360°. 


A 



• MAB = MAD, MCB = MCD . MBA = MBC e 
MDA = MDC. 


Conciutmos, entao, as import antes propriedades: 


As diagonais de um Iosango sao perpendiculares 
entre si. 


As diagonais do Iosango estao contidas nas bis- 
setrizes dos angulos intemos. 

Notas 

1. Um Iosango tambem 6 um paraielogramo, e. portanto. 
valem para o Iosango todas as propriedades do paraie- 
logramo. 

2. Um quadrado e um quadrilatero piano que possui os 
quatro lados congruentes e os quatro angulos retos. 
Logo, o quadrado e paraielogramo, e retangulo e 
tambem e Iosango; e, portanto, valem para o quadrado 
todas as propriedades conclufdas nos exercicios de 
B.l a B.5. 

B.6 Na figura ao lado, C e ponto 

medio de cada um dos see- “ x 
mentos AE e BD: e as medi- 
das indicadas estao na mes- 
ma unidade de comprimento. 

a) Determine o numero x. 

b) Qual e a posigao relativa 

das retas AB e DEI 

For que? , 

D l 

Exercicios com piemen tares de C.1 a C.6 

3. PROPRIEDADES DO TRIANGULO 
ISOSCELES 

Como vimos, um trianguio e isosceles quando tem 
dois lados congruentes. Esse tipo de trianguio possui 
algumas propriedades que merecem destaque, devido a 


5 *+ 18 


B 


c 
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sua grande aplicacao na resolugao de problem as. Para 
facilitar a compreensao dessas propriedades, convencto- 
namos que em um trianguio isosceles o vertice comum 
aos lados congruentes e chamado de vertice do trianguio 
isosceles e o lado oposto a esse vertice e chamado de base 
do trianguio isosceles. Desse modo, temos que: 

Os angulos da base de um trianguio isosceles sao 
congruentes. 


A mediana, a bissetriz e a altura relativas a base 
do trianguio isosceles coincident. 


A mediatriz relativa a base de um trianguio isos- 
celes content a ntediana, a bissetriz e a altura relativas 
a essa base. 


Para justificar essas proprieda- a 

des, vamps tragar a mediana AM re- 
lativa a base BC de um trianguio 
isosceles ABC: / 


Felo Cttso aj’IjJLj og congi ucucici 


/ 


M 




Base 


de tnangulos temos que A AMB = 

= AAMC. Consequentemente: e 

I) ABM — ACM. ou seja. os angu- 
los da base do trianguio isosce- 
les sao congruentes. 



II) BAM s= CAM , e, portanto, a mediana AM coincide 
com a bissetriz interna relativa ao vertice do trianguio 


isosceles. 

HI) AMB m AMC e m {AMB) 4- m {AMC) « 1 80° 

Logo, cada um dos angulos AMB e AMC e reto, 
portanto, a mediana AM coincide com a altura relativa 
a base do trianguio isosceles. 

rV) A altura relativa a base do trianguio isosceles e 
perpendicular a essa base no ponto medio M. Logo, 
essa altura esta contida na mediatriz relativa a essa 
base. Como a altura coincide com a mediana e com 
a bissetriz relativas a base, temos justificada a ultima 
propriedade. 

Valem tambem as reciprocas dessas propriedades, isto e: 


Se um trianguio possui dois angulos intemos con- 
gruentes, entao ele e isoceles. 


Se a mediana relativa a um lado de um trianguio 
coincide com a bissetriz ou com a altura relativa a 
esse lado, entao esse trianguio e isosceles. 


Se a mediatriz relativa a um lado de um trianguio 
conlem a mediana, a bissetriz ou a altura relativa t 
esse lado, entao esse trianguio e isosceles. 


s - 


b 


EXERCICI05 5ASIC0S 


B.7 No triangulo ABC da figura 
lem-se que-AB = AC. Deter- 
mine a medida x, em graus. 

Nota 

A medida de um segmento 
AB e indicada por AB (sem o 
traco). 


A 



B.8 No triangulo 
isosceles de 
base BC da 
figura, deter- 
mine a medi- 
da do anguio 

A 

interno A. 



B.9 Determine a medida de cada anguio agudo de um trian- 
gulo retangulo isosceles. 


B.10 Na figura ao lado, 
os pontos A , De C 
sao colineares e 
AD - BD. Deter- 
mine a medida x, 
em graus. 


C 

3x + 30° 




A 

B.ll (Fuvest-SP) Num triangulo isosceles um anguio A mede 
1 00 . Qual e a medida de um anguio agudo formado 
pelas aituras que nao passatn pelo Venice A? 



«• * 


Cratera de Barringer, Arizona, EUA 





Vista interior da cratera. 


B.15 O triangulo ABC 6 isosceles de base BC e M e ponto me- 
dio da base. Determine a medida do anguio ABC. 

A 



B.12 Quanto mede cada anguio interno de um triangulo 
equilatero? 

B.13 (Vunesp) O tri- 
anauio ABC da 
figura e equila- 
tero. Os pontos 
M e N e os pon- 
ies P e Q divi- 
dent os lados a 
que perteneem 
em tres segmen- 
tos de reta de 
m esma medida. Ness as condi^oes, calcule: 

a) a medida do anguio MPQ (vertice P)\ 

b) a medida do anguio BMQ (vertice M). 

B.14 Ha milhares de anos. um meteorito com mais de um 
milhao de toneladas chocou-se com o solo no Arizona, 
EUA, formando uma enorme cratera (Cratera de Barrin- 
ger). Para medir o diametro dessa cratera, um gedlogo 
fixou dois pontos A e B. extremes de um diametro da 
cratera, e caminbou i .260 m, a parti r do ponto A, perpen- 
dicularmente aAJ?, ate um ponto C tal que mt ACS) = 45°. 
Qual e a medida do diametro AB1 


A 



B.16 Num triangulo retangulo ABC, um ponto D da hipote- 
nusa AC e tal que os angulos DAB e ABD tem a mesma 
medida. Sabendo que AC — 10 cm, calcule a medida do 
segmento BD. 

Exercicios complementares C.7 e C.8 

4. PROPRIEDADE DA MEDIANA 
RELATIVA A HIPOTENUSA DE UM 
TRIANGULO RETANGULO 

Dentre as v arias propriedades do triangulo retangulo, 
vamos destacar uma. decorrente do conceito de congru- 
encia de triangulos, que afirma: 

Ein todo triangulo retangulo, a mediana relativa 
a hipotenusa mede metade da hipotenusa. 


B 


M (Ponto medio) 


AM = 


BC 

9 


A 


C 



Para entender o porquc dessa 
propriedade, construa o retan- 
gulo ABDC e suas diagonais: 


As diagonais de urn retangulo 
sao congmentes e o ponto 
comum as duas e ponto me- 
dio de cada uma. Logo, esse 
e o ponto medio, M, da hipo- 
tenusa do triangulo ABC : 

AD 

2 conchnmos que 



Como 


AM = 


AD = BC 


AM = 


BC 





' EXERCICIOS BASIC05 


BJ7 Na figura, M 
6 ponto me- 
dio da hipote- 
nusa do trian- 
gulo retangu- 
to ABC, e o 
angulo CBM 


B 


40° 


M 


mede 40“. 

Determine as medidas x e y, em graus. 




1CP 


B.18 (E. E. Maua- 
SP) No trian- 
gulo ABC, re- 
tangulo em A, 
a altura AH 
forma aneulo 
de 10° com a 
mediana AM. 

Calcular as medidas dos angulos internes do triangulc 
ABH. 

Exercicios complementares C.9 e C. 10 


B 


H 


M 



C.l 


EXERCICIOS COMPLEMENTARES 

Duas montanhas lem alruras 600 m e 400 m em reJagao 
a um terreno piano e horizontal, sendo/t eB os “centres” 
das bases; e D e E seus topos, conforme ligura. 


D 

r 


i 


eoo m 


400 m 


B 


Sobre um ponto C do segmento AB, sera construido 
urn posto de observacao da guarda florestal, tal que 
CD — CE e tu (DCE) = 90 a . Calcule as medidas dos 
segmentos CA e CB. 

A reta r e mediatriz 
do segmento AB. 

Most re que qua!- 

quer ponto de r 

equidista de A e B. 


Ponto medio 


B 


M 


Sugestao.Tome um ponto P qualquer da mediatriz. 
P ^ M (pois M com certeza equidista dos extremes AcB) 
e trace os segmentos PA ePB. 

C.3 As tres inediatrizes de um triangulo concorrem em um 
mesmo ponto chamado de circuncentro do triangulo. 
Mostre que o circuncentro equidista dos tres vertices do 
triangulo. 

Sugestao. Use a propriedade deduzida no exerefcio 
anterior. 

CA A semi -reta 
OC e bisse- 
triz do Sn- 
gulo AOB. 

Mostre que 
qualquer 
ponto dessa 
bissetriz equidista dos lados do angulo. 

Sugestao. Tome um ponto P,P ^ O, qualquer da bisse- 
triz e trace, a partir dele, segmentos perpendi cidares aos 
lados do angulo. 

C.5 As bissetrizes internas de um triangulo concorrem em um 
mesmo ponto 1 chamado de incentro do triangulo. Mos- 
tre que o ponto I equidista dos tres lados do triangulo. 
Sugestao. Use a propriedade deduzida no exerefcio 
anterior. 



C.6 


C.7 


(UFES) No triangulo ABC da fi- 
gura, tem-se queAD = CF = BE 
e DC = FB = EA. Prove que o 
triangulo DEF e equilatero. 



(Fuvest-SP) Na figura, 

AB = BD — CD. 

Entao: D , \ 

r T‘< 1 u 

a) y — 3.v 

b) y = 2x / \ 

c) .v + y = 180° / \ 

d) x = y 

e) 3x- = 2y A B c 


C.8 


Na figura. ABCD e 
um quadrado e 
BCE e um triangu- 
lo equilatero. De- 
termine a medida 
do angulo CED. 



C.9 Calcule a medida do angulo formado pela altura e pela 
mediana relativas a hipotenusa de um triangulo retangulo 
que possuj um angulo intemo de 20°. 

C,10 (UnB-DF) Na figura abaixo. calcule a medida do angulo 
AMD, sabendo que M e ponto medio de BC. 



D 



B 




30 





Ccipftulo 8 


A PROPORf AO E A GEOMETRIA 


1. TEOREMA DE TALES 

A famosa frase “Co- 
nhece-te a ti mesmo". 
dita por Tales de Mileto 
(624 a.C. - 548 a.C.), ca- 
racteriza bem o homem 
que mereceu de Aristote- 
les o comentario: “Para 
Tales a questao primordi- 
al nao e o que sabemos, 
mas como o sabemos''. 

Tales e considerado o 
primeiro filosofo grego e 
e. tambem, o primeiro ho- 
mem da historia a quein 
se atribuem descobeitas 

matematieas especfficas, embora. antes dele, j a houvesse 
um grande conhecimento matematico. Um dos teoremas 
assoeiados ao nome de Tales trata da propor^ao entre seg- 
mentos de reta, conforme e descrito a seguir. 

Consideremos tres retas paralelas p, q, r “cortadas” 
por duas transversals set: 



Tales de Mileto 
{624 a.C. - 548 a.C.). 



Dizemos que do is segmentos das transversals .t e t sao 
correspondentes quando seus extremos pertencem as mes- 
mas paralelas. Por exemplo: AE e DE sao correspondentes, 
pois seus extremos pertencem as mesmas paralelas p e q\ 
analogamente sao coiTespondentes EG e EH. AG e DH . 

Tales demonstrou que a razao entre dois segmentos 
de uma mesma transversal e igual a razao entre os seg- 
mentos correspondentes na outra transversal, isto e: 


AE 

EG 

AE 

AG 


DF 

FH 

DF 

DH 


GE 

GA 


HF 

HD 


etc. 


Esse teorema pode ser generalizado para mais de tres pa- 


Se tres ou mais retas paralelas concorrem com duas 
retas transversals, entao a razao entre dois segmentos 
de uma mesma transversal e igual a razao entre os 
segmentos correspondentes da outra transversal . 

Escalas termometricas 

A escali Celsius adota, sob pressao normal, o va- 
lor 0 (zero) para a temperatura de fusao do gelo e o 
valor 100 (cem) para a temperatura sob a qi-al a 
agua entra em ebullqao. ha escala Fahrenheit, sao 
atribuTdos os valores 32 e 212 a essas temperatu- 
ras, respectlvamente. Os sfmbolos D C e °F indicarri 
gratis Celsius e graus Fahrenheit, respectivamente. 
Aplicando o teorema de Tales podemos tfansforrnar 
meoidas de uma dessas escalas para a outra, por 
exemplo, para transformar 54 °C em graus Fahre- 
nheit, agimos da segulnte manelra: 


100 c 


75“ C 


M 


N 


M 


.1 


N " 


212 °F 


0“ C — 


P* 


32 °F 


Termometro graduado nas escalas 

Fahrenheit e Celsius. 



M P 


h’P’ 


100 - 0 
75 - 0 


np n'P' 

H = 167 

Logo, 75 °C equlvalem a 167 °F 


212 - 32 
x- 32 



EXERCICIOS BASIC05 


Determine a medida .v em cada figura: 
a) r // s // t 


=_ ■ Ml 

7 

9 / 

x 

/ 


JT 

\ 

12 / 

/ 

^8 


/ 


/ 


ralelas. como segue. 




b) r / a / t 




X 9 


x 4 

S . J V- 


Sugestao. Pelo ponto comum as transversais, trace 
uma reta i. paralela as retas r e s. 


e) r / .v 


/ 


A 

/ I 


/ 


/ 




/ 


x±2 / 


/ 


/ 


/ 


x- 1 


/ 


4 - 


B.2 Determine as medidas x. y e;na figura abaixo, sabendo 
que x 4- y + z — 12 e que r / s $ t / u. 



Exercicios complennentares de C.1 a C.3 

2. SEMELHANCA DE FIGURAS PLAN AS 

Imagine a figura contida em um eslaide projetada so- 
bre uma tela colocada a duas distancias difercntes do pro- 
jetor, e em pianos de projeqao paralelos. As imagens pro- 
jetadas terao tamanhos diferentes, porem. terao a mesma 


“forma". Por isso, dizemos que essas figuras sao seme 
Ihantes. 



Um dos conceitos mais importantes da geometria e o 
de seiiieliianca de figuras planas. Intuitivamente. duas 
figuras [lianas sao semeihantes quando tern a mesma for- 
ma, mas nao, necessariamente, o mesmo tamanho. 

Exemplos 

a) Dois quadrados quaisquer sao figuras semeihantes. 


Nota 

Se os quadrados tiverem o mesmo tamanho, entad eles 
sao congru elites. A congruencia e um caso particular da 

semelhanga. 

b) Dois retangulos so sao semeihantes quando sens lados 
sao proporcionais. 


5 cm 

8 cm 



16 cm 


3. SEMELHANCA DE TRIANGULOS 

O conceito intuitivo de semelhanga e muito importan- 
te. porem, devemos formaliza-lo, Para isso, adotamos a 
definiqao a seguir. 

Definite 


Dois tritingulos sao semeihantes se, e somente se, 
existe uma cor r esp ondenc ia biunivoca que associa os 
tres vertices de um dos triangulos aos Ires vertices do 
outro, tal que: 

I) angulos com vertices correspondentes sao congru- 
entes: 

11) lados opostos a vertices correspondentes sao pro- 
porcionais. 


A 




A ABC- A DEF<* 



e 


AB 

DE 


BC _ AC 
EF DF 



Notas 

1. Ao indicar a semelhanga por A ABC A DEF esta- 
mos afirmando que os vertices A. B e C sao, respectiva- 
mente. os correspondentes dos vertices D, E e F. 

2. Lados opostos a angulos correspondentes sao cha- 
mados de lados correspondentes. 

3. A razao entre dois lados correspondentes e chamada 
razao de semelhanga. 


Casos de semelhanga de triangulos 

A definigao de semelhanga de triangulos exige que se- 
jam obedecidas seis condigoes: tres congruencias e tres 
proporcionalidades. Porem, escolhendo adequadamente 
algumas dentre essas seis condicoes, percebemos que, se 
elas forem obedecidas, as outras lambem o serao. Qual- 
quer conjunto formado por uma quantidade minima de 
condigoes capazes de garantir a semelhanga de dois trian- 
gulos e chamado de caso de semelhanga. A seguir apre- 
sentamos os casos principals. 


Caso AA (angulo, angulo) 

Dois triangulos sao semelhantes se, e somente se. Lem 
dois angulos respectivamente congruentes. 



e 


C - t 


A 



D 



F 


Caso LAL (lado, angulo, lado) 

Dois triangulos sao semelhantes se, e somente se, tern 
dois lados, respectivamente. proporcionais; e sao congru- 
entes os angulos formados por esses lados. 


A 


A. 


D 

A 


\ 


/ 


V 


X 








AB 


B 

BC 


c 


DE EF 


> <s=> A ABC — A DEF 


B = E 


Caso LLL (lado, lado, lado) 

Dois triangulos sao semelhantes se, e somente se, tem 
os tres lados, respectivamente, proporcionais. 



AB 


BC 


AC 


^ A ABC- A DEF 



EXERCICiO RE50L.VID0 


R.l 


Detemiine a me- 
dida do lado A B 
do Irian gul o ABC 
ao lado, sabendo 
que BAC = DBC. 

Resolugao 



Sepanmdo os triangulos ABC e BDC, e observance que 
BAC = DBC e BCA = BCD (C e angulo comum aos dois 
triangulos), condunnos que A ABC ~ A BDC (caso AA). 
Marcando angulos congruentes com o mesmo uumero 
de tracinhos, tem os: 



Para montar a proporgao entre as medidas dos lados. co- 
iocanios corao numeradores as medidas dos lados de um 
mesmo triangulo e em cada denominador eolocamos o 
correspondente do numerador (lados correspondences 
sao lados opostos a angulos congruentes), isto e: 



Logo, o lado A B mede 8 cm. 


Um pequeno projcto de hidraulica 

Dois chacareiros, que moram em um mesmo lado 
de um rio, fizeram uma sociedade na compra de uma 
bomba d'agua que sera instalada em um pontc do rio 
e servira as duas residences /lefi, conforme a figura. 
Decidiram instalar a bomba em um ponto do rlo de 
rrsodo que gastassem o mini mo possivel com enca- 
namento. O engenheiro contra tado para executar o 
projeto determinou o ponto ideal para a instalagao da 
bomba de acordo com o raclocinlo descrito a seguir. 

300 m „ 

i* 



Inlcialmente, o engenheiro determinou o ponto S', 
simetnco de 6 em relacao ao rio, O menor compri- 
mento de um encanarnento ligando o ponto A ao 
ponto 6' e a medida do segmento AS'. Como os tri- 
angulos HBPe f/S’Psao congruentes, terrt-se que PS' 
- PS, portanto, o menor comprirnento de urn enca- 
namento ligando A a um ponto do rio e deste ao pon- 
to S e a soma das medidas AP e PS, Da semelhanga 
entre os triangulos AMP e S’ fIF tem-se a proporgao: 


50 _ x 

100 300 - x 


=* x = 100 


Logo, o ponto ideal e aquele que dista 100 m de M. 


DE 


EF 


DF 





EXERCfclOS BAsiCOS 


No triangulo ABC, abaixo, o segmento ED e paralelo a 
BC. Deteraiiiie as medidas de AE e AD. 


Nota 

0 segmento que une os pontos medios de dois lados de 
urn triangulo e c ham ado de base media do triangulo. Re- 
solvendo o exercfcio B.7 voce concluira a importante 
propriedade: 



Na figura abaixo, AB / DE. Determine as medidas x e v. 



(Fuvest-SP) Na figura. o triangulo ABC e 
A, ADEF e urn quadrado, AB = 1 e AC 
mede o lado do quadrado? 

a) 0.70 B 

b) 0,75 

c) 0,80 o 1 £ 

d) 0,85 

e) 0,90 a L 


retangulo era 
— 3. Quanto 



(Fuvest-SP) Dados 
MBC = BAC. AB = 
igual a: 

Ip- i* 

a) 3,5 

b) 2 

c) 1,5 

d) 1 

e) 0,5 


3 , BC ~ 2, AC - 4, entao. MC e 

4 



Cada base media de um triangulo e paralela a um 
dos lados e mede metade desse lado. 



B.8 As tres medianas 
de um triangulo 
se cnizam em um 
mesmo ponto G 
chamado de ba- 
ricen tro do tri- 
angulo. Mostre que o ponto G divide cada mediana na 
razao 2 para I . 

Sugestao. Desenhe duas medianas AM e BN de um tri- 
angulo ABC e trace a base media MN. 

B,9 {U. F. Juiz de Fora-MG) O penmetro do triangulo ABC, 

abaixo. e 18 cm. O perimetro do triangulo cujds vertices 
sao os pontos medios M, N e P dos lados do triangulo 
ABC e: 


a) 1 2 cm 

b) 8 cm 

c) 15 cm 

d) 8 cm 

e) 9 cm 


4 



B.10 Na figura, a reta A 

r passa pelo pon- 
to medio M do 
lado AB e e para- r — 
lela ao lado BC. 

Mostre que o g 
ponto N. onde r 
intercepta A C, e ponto medio de AC. 

Nota 

Desse exercfcio. conclui-se a importante propriedade: 



No triangulo ABC. abaixo. M q N sao pontos medios de 
AB e AC, respectivamente. 


A 



a) Mostre que os triangulos ABC e AMN sao semelhan- 
tes (basta identificar um caso de semelhan^a). 

b) Qua! a posicfio relativa entre as retas MN e SC? Por 
que? 

c) A medida do segmento MN equivale a quanto da me- 
dida BC ? 


A reta que passa pelo ponto medio de um dos la- 
dos de um triangulo, e e paralela a um dos ; utros la- 
dos. intercepta o terceiro lado no ponto medio. 


B.ll Trapezio e todo 4 g 

quadrilatero que 
possui dois lados 
paralelos. Esses 
lados sao chama- 
dos de bases do trapezio. No trapezio ABCD, acima. a 
reta r passa pelo ponto medio M do lado AD e e paralela 
as bases AB e DC. Mostre que o ponto N. onde r inter- 



eepta BC. e ponto medio de BC e MN — 


AB + CD 
1 


Sugestao. Trace uma diagonal do trapezio e use a pro- 
priedade da base media de um triangulo. 



Nota 

O segmento MN e chamado de base media do trapezio. 
Desse exercfcio e do fato que existe unia unica reta cjue 
passa porMe N, conclutmos a importante propriedade: 

A base media de urn trapezio e paralela as bases 
do trapezio e sua medida e a media ai itmetica das 
medidas dessas bases. 


B.12 As bases AB e DC do trapezio abaixo medem 6 cm e 
10 cm, respectivamente. M,N,PeQ sao pontos medios 
dos segmentos A D. BC, AM e BN , respectivamente. Cal- 
cule a medida de cada um dos segmentos MN e PQ. 

A 

j 

P L 

D — 





compiementares de 


A razao de semelhanca 

Vimos que a razao de semelhanca de dois triangulos e a 
razao entre as medidas de dois lados correspondentes. Po~ 
rem, existem outras maneiras para se calcular essa razao. 
por exemplo, a razao entre alturas correspondentes e igual 
a razao de semelhanca. conforme demonstracao a seguir. 

Consideremos que AABC ~ A DEF: 



A razao de semelhanga do triangulo ABC para DEF e 
o numero k tal que: 



Tracando as alturas correspondentes AH e DE temos 
pelo caso AA que os triSngulos ABH eDEI sao semelhantes; 



logo, temos que: 

AH 

Dl 

Em (I) observamos que 
demos concluir que: 


AB 

DE 

AB 

DE 


m 

= k , logo, era (II), po- 



ou seja. a razao entre as alturas correspondentes AH e Dl 
e a razao de semelhanca entre os triangulos. Analoga- 
mente, pode-se demonstrar que a razao de semelhanca se 
mantem para dois quaisquer comprimentos correspon- 
dentes: medianas, bissetriz, perimetros etc. 



EXERCICIOS aAsi cos 


B.13 Sabendo que A ABC — A DEF. determine a medida da al- 
tura Dl. 



B. 14 No triangulo ABC o segmento ED e paralelo a BC. Cal- 
cule a medida da altura do triangulo A ED. relativa ao 
l ado ED. 




c 


Exercfcio cpmpiementar C.9 


4. RELAQOES METRICAS NO TRIANGULO 
RETANGULO 


No triangulo retan gulo ABC 



temos que: 

•bee sao as medidas dos eatetos; 

• flea medida da hipotenusa; 

•he a medida da altura relativa a hipotenusa; 

• m e a medida da projeqao ortogonal do cateto AB sobre 
a hipotenusa; 

• «e a medida da projecao ortogonal do cateto AC sobre 
a hipotenusa. 

Vamos demonstrar as seguintes rela§6es metricas: 


ah ~ be 
c 2 = am 
b 1 an 
ch — bm 

bh = cn 
h 2 mn 

a 2 = b 2 + c- (Teorema de Pitagoras) 
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Demonstrates 

O triangulo retangulo ABC pode ser separado em tres 
triangulo s semelhantes entre si. 



a _ b 
c h 

ah = be 
c 2 = am 
ch — bm 

• AABC ~ A MAC ^ ~ — 

b n 

logo, 

b 1 — an 

ah = be 
bh = cn 

• A HBA ~ A HAC &-?-= — 

b n 

logo, 

bh = cn 
ch = bm 
h 1 = mn 


Assim, temos: 

* A ABC ~ M-fBA ^ 
logo. 


c 

m 



m 


h 


* Para demonstrar o Teorema de Pitagoras, basta adicio- 
nar, membro a membro, as relagoes b 2 = an e c 2 = am , 
obtendo: 

b 2 + £■“ = an T- am 
b 2 + c 2 = a(n + m ) 


como n + m = a, conclufmos que: 


b 2 "b c 2 — a? 


Calculando o comprimento de um tunel a 

ser construTdo 

Para calcular o comprimento £ de um tune! que 
sera construido ligando dais pontos A e B da base de 
uma montanha, pode-se usar o Teorema de Pitago- 
ras. Considerate no piano da base da montanha um 
ponto C tal que CA _L CS e medem-se as distancias 
CA = xe CB = y, conforme a figura. Atraves do Teo- 
rema de Pitagoras obtem-se o comprimento A 




EXERCICIOS 3A5\C05 



B. 15 Determine as medidas a. h, ni e n no triansulo retangulo 
A BC , abaixo. 

A 



3 


B.16 Calcule a medida 
da altora relativa ao 
lado BC do triangu- 
lo isosceles: 


5 cm 



5 cm 



3 cm 



B.17 Senao M o ponto 

medio do lado BC do triangulo isosceles abaixo, calcule 
a di stand a entre M e o lado AC. 

A 



Nota 

A dist&neia entre um ponto P e uma reta r e a medida do 
segmento PQ, perpendicular a r, com Q £ r. 


B.18 No triangulo re- 
tangulo ABC ao 
lado, AM e a me- 
dium relativa ahi- 
potenusa, e AH e 
a altura. Calcule a 
medida do seg- 
mento bIM. 





B.19 No triangulo retangulo ABC abaixo. calcule a medida da 
proje^ao ortogonal do cateto .4 C sabre a hipotenusa. 

A 



B.20 Calcule a medida de uma diagonal de cada um dos qua- 
drados abaixo. 


3 

b) ] 


c) 



B,2X Calcule a medida de uma altura de cada um dos triangu- 
los equilateros abaixo. 



Exercieios complementares de C.10 a C.15 


a 



m , 

Jjr EXERCtClOS C0MPLEMENTARE5 

C.l Determine a medida y, na figura abaixo. sabendo que 
x + z = y e que r jj s / t (j u. 



C.2 Tres terrenos tern frenie para a rua A e para a rua B. como 
mostra o esquema. As divisas laterals s5o perpendicula- 
res a rua A. Qual a medida da frente para a rua B de cada 
lote, sabendo que a frente total para essa rua 6 1 80 m? 





Rua B 



j 



40 m 

30 m 

20 m 

B ~ - ‘ * 


Rua A 


C.3 A distancia entre duas retas paralelas e a medida do seg- 
niento perpendicular a ambas e com extremes pertencen- 
tes a elas. Sabendo que as retas r, s e t da figura abaixo 
sao paralelas e que a distancia entre rese 6 cm, calcule 
a distancia entre s e r. 


8 cm 




(Cesgranrio) O losango ADEF est£ inscrito no triangulo 
ABC, como mostra a figura. 

A 

a '^1 

D J 

8 

;a j jS'f f 

. ' a 



Se AB — 12m. BC = 8 m e AC = 6 m, a medida a do 
lado do losango e: 

a) 4 m c) 2 m e) 8 m 

b) 3 in d) 5 m 


C.5 (UnB-DF modificado) Na figura a seguir, os Iriangulos 
retangulos ABC e BDE sao congruences, C e ponto me- 

t CF 

dio de BD eAfi = 40 cm. Calcule a razao , . 



C.6 Um tree ho reto AB de uma estrada mede 1.800 m. Nesse 
trecho ha ties saidas: A, D e B. que ligam, ern linha reta. 
essa estrada a uma cidade C, conforme figura. 


A D B 



Sabendo que CB — 1 .200 m e que BAC = DCB, calcule 
a distancia entre os pontos D e B, 

C.7 (UFRS) As diagonals de um quadrilatero ABCD medem 
12 cm e 16 cm. O quadrildlero cujos vertices sao os pon- 
tos medios M . N,P e Q dos lados do quadrilatero AB CD 
tern penmetro: 

a) 42 cm b 

b) 40 cm 

c) 26 cm 

d) 28 cm 

e) 19 cm a 


D P C 



C.8 (UFAC) A figura representa um trapezio cujas bases AS 
e DC medem 6 dm e 1 0 dm. Sendo Me /V pontos medios 
dos lados AD e BC, conclui-se que a medida do segmen- 
to PQ e: 

a) 3 dm d) 2,8 dm 

b) 2 dm e) 3,2 dm 

c) 3,1 dm 


C.9 (Fuvest-SP) No triangulo acutangulo ABC, a base AB 
mede 4 cm e a altura relativa a essa base tanibem mede 
4 cm. MNPQ e um retangulo cujos vertices Me N penen- 
cem ao lado AB, P pertence ao lado BC e O ao lado AC. 


c 



O penmetro desse retangulo, em cm, e: 

a) 8 b) 12 c) 14 d) 16 e) 18 

C. 10 Calcule o penmetro do trapezio isosceles ABCD abaixo. 

A 4 cm B 


/ 4 cm 

/ 1 u \ 

/ m i \ 

D C 

4 *- 

10 cm 


A B 




No ( a 

Urn trapezio e isosceles quando 
lei os congnientes. 


tern dois lados nao para 
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C.il Um ruarceneiro cortou uma tabu a retan gular 
de 75 cm de comprimento por 20 cm de 
Iargura. separando-a em dois trapezios 
congruentes. 

20 cm 


75 cm 

Sabendo que o comprimento do corte foi de 25 cm, cal- 
cule a medida da base menor de um dos trapezios. 

C.12 (Fuvest-SP) A figura representa um retang ulo ABCD e 
um losango AECF com E no lado BC e F no lado AD. 

A F D 


% 

\ 

\ 

\ 

I 

V 

8 E C 

Se AB = 15 cm e BC — 25 cm. enlao a medida. em cen- 
tfmetros. de um lado do losango e: 
a) 13 b) 14 c) 15 d) 16 


:\ 


\ 



C.13 (UFMG) Em um triangulo ABC. retangulo em A. com 
AB — 5 cm e AC — 12 cm. um ponto P do cateto AB 
dista 3 cm da reta BC. Calcule a distancia entre os pom 
tos A e P. 

C.14 Os catetos de um triangulo retangulo medem 6 cm e 
8 cm. Calcule a medida da mediana relativa a hipotenusa 
desse triangulo. 

C.15 Em um triangulo ABC , retangulo em A. tem-se que 
AB = 18 cm e AC = 24 cm. Calcule a distancia entre o 
lado AC e o baricentro G desse triangulo. 

C.16 (PUC-RJ) Seja ABC um triangulo equilatero de lado 1 cm 
em que Geo ponto de encontro das alturas. Quanto mede 
o segmen to AOl 


e) 17 


Copitulo 9 

A 



1. CONCEITUACAO 


Consideremos uma aber- 
tura do compasso tal que a 
distancia entre a ponta de gra- 
fite e a ponta seca seja 5 cm. 
Ao fix.ar a ponta seca em um 
ponto C da folha de cademo e 
desenhar uma linha com a 
ponta de grafite. fazendo-a 
girar uma volta completa em 
torno do ponto C , estamos 
marcando todos os pontos da 
folha que distam 5 cm de C. 
Essa linha e chamada de cir- 
cunferencia de centro C e 
raio 5 cm. 



Send C um ponto de um piano a er uraa medida 
positiva. chama-se circunferencia de centro C e raio 
r o conjunto dos pontos do piano a que distam de C 
a medida r. 


Circunferencia 



Ponto exterior 
a circunferencia 

Ponto pertencente 
a circunferencia 

Ponto interior 
circunferencia 


A reoniao de uma circunferencia com o conjunto 
de seus pontos interferes e chamada de circulo. 



Arc os e cord as 

Dois pontos A e B de uma 

circunferencia dividem-na 

em duas oartes chamadas 

r - / 
arc os. O segmento de reta 

AB e chamado de corda. 

Uma corda que passa pelo \ 

centro C da circunferencia e 

chamada de diametro. 


Diametro DE 



Circunferencia: a curva que revolucionou 

o mundo 

Sentado a belra do fogo, o homem pre-histdrico 
vislumbrava a lua cheia e via ern seu contorno uma 
grande circunferencia. Algo que lembrava as figuras 
formadas peias ondas provocadas na agua quando 
atlrava uma pedra no lago. A forma circular era too 
presente que ate nos olhos de seus companheiros la 
estava ela, absolutamente perfeita. 

A adoqao da circunferencia no cotidiano da huma- 
nidade foi urn passo natural: inventou-se a roda. A 
partir dai, mai5 e mais aplicaqoes dessa forma geo- 
metrica vem fazendo parte da nossa vlda. 

Observe a sua volta os cfrculos e circunferencias 
presentes em quase todo tipo de maquina automo- 
veis, avioes, radares, relogios etc. Mote os paraielos 
e meridiano5 utili2ado5 para demarcar o nosso piane- 
ta. Enflm, procure e voce encontrara circunferencias 
em lugares inimaginaveis. 

Invenqoes espetaculares surgiram com a ideia de 
circunferencia Por exemplo, ate o ano de 1930 os la- 
boratories de ffsica nuclear dispunham de acelerado- 
res de partfculas apenas na forma linear, Esses apa- 
relhos sao compostos por uma sequencla de eletro- 
dos ocos disposto5 em linha reta, atraves dos quais 
partfculas sao aceleradas utilizando-se voltagem al- 
temada. O inconvenlente desse tipo de aceierador e 
que necessitam de uma extensao muito grande para 
se conseguir altas velocidades das partfculas. For vol- 
ta de 1930, o ffsica americano Ernest O. Lawrence 
contornou essa dlficuidade, inventando o cTclotron, 
no qual as partfculas sao aceleradas em trajetorias clr- 
culares. 



Ponte de partfculas 


A I vo 


Esquema de um aceierador linear de partfculas. 



Fonte de 
partfculas 


Alva 


Esquema do cfclGtroru 





EXERCICIOS BASICOS 

B.l Mostre que: 

a) Em uma circuit ferSncia, o 
segment© de reta que liga o 
centro ao ponlo medio de 
uma cord a e perpendicular a 
essa corda. 

Sugestao. Na figura mostre 
que AAMC = A BMC. 


A 



Panto 

medio 


b) Em uma circunferSncia, o seg- 
mento de reta que liga o centre a 
uma corda. perpend icularmente, 
encontra-a no ponto medio. 
Sugestao. Na figura mostre que 
A AMC = A BMC. 



B.2 Em uma circunferencia de centro C e raio 13 cm, uma 
corda AB mede 24 cm. Calcule a distancia entre o centro 
Ce a corda AS. 

B.3 M e ponlo medio de uma corda AB em uma circunfe- 
rencia de centro C e raio 6 cm. Calcule a medida dessa 
corda. sabendo que CM — 3 cm. 


Exerctcios complementares C.1 e C.2 


2. POSIQOES RELATIVAS ENTRE RETA E 
CIRCUNFERENCIA 

Uma rela r e uma circunferencia X. contidas em um 
mesmo piano, admitem as seguintes posicoes relativas: 

• re secante a X quando tem em comum dois pontos 
distintos. 



r 


r n\ = {A, £} 


•re exterior a X quando nao tem ponlo em comum. 



r 


rn\ = 0 


•re tangente a X quando tem um tinico ponto em 
comum, 



r 



r n x = {r} 


Propriedade: a reta tangente a circunferencia e per- 
pendicular ao raio no ponto de tangencia. 


T 



r D X — [T] 


3. ANGULOS E CIRCUNFERENCIA 
Angulo central de uma circunferencia 

Todo angulo cujo vertice e o centro de uma circunfe- 
rencia e chamado de angulo central dessa circunferencia. 

Angulo central 

Arco determinado 
pelo angulo central 

Define -se a medida. em graus. de um arco de circunfe- 
rencia como sendo a medida do angulo central que o 
determina. Por exemplo: 

m(AC£) = 60 ° <=> m(AB ) — 60 ° 




A 

Angulo inscrito em uma circunferencia 

Todo angulo cujo vertice pertence a uma circunfe- 
rencia e os lados sao secantes a ela e chamado de angulo 
inscrito ness a circunferencia. 



Um angulo inscrito e um angulo central que determ i- 
nam o mesmo arco sao chamados angulos correspon- 
dentes nessa circunferencia. 

Propriedade 


A medida de um angulo inscrito e metade da me- 
dida do angulo central correspondente. 


Temos que justificar essa propriedade. separando-a 
em tres casos. 

l fi caso: um lado do angulo inscrito passa pci centro C 
da circunferencia. 



v 


angulo inscrito e metade da medida do angulo central 
correspondent?* concluimos que: 


O triangulo VCA e isosceles, pois CV = CA 
Logo, CVA m CAV. 



Como (3 e medida de um angulo extemo ACB do trian 
gulo ACV , temos que: 

0 = 2a a = -|- 


2 1 caso: o centre C e ponto interior ao angulo inscrito 



Tra^ando o diametro VD, temos: 



Pelo primeiro caso. obtemos: 

m(ACD) 


m(A VD ) = 


e m(BVD) = 


m (BCD) 


2 _ ' 2 

mas, como, m(AUB) = m(AVZ>) 4- m(BW>) 

sA$h*\ m(AC7>) . m(BCD) 

temos que: m(AVB) = - + — 


2 


m{ACD) A m(BCD) 

ou seja, m(AVZ?) = e, como 

m(ACS) = m{ACD) + m (BCD), concluimos que: 

/j4 f > m m (ACB) . , (3 

mfAUif) = , lsto e, a = 


2 ’ ’ ” 2 

3 9 caso: o centro C e exterior ao angulo inscrito. 



Fa$a como exercicio a demon stracao desse caso. 
Sugestao Trace o diametro VD e aplique o primeiro caso. 

Exemplo 




Angulo do segment© 

Todo angulo cujo vertice pertence a uma circunferencia, 
um lado e tangente e o outro e secante a circunferencia. e 
chamado de angulo de segmento. 



Um angulo de segmento e um angulo central que 
dete rminant o mesmo arco sao chamados de angulos 
correspondentes nessa circunferencia. 

Propriedade 

A medida de um angulo de segmento e metade da 
medida do angulo central correspondente. 

Temos que justificar essa propriedade. separando-a 
era dois casos. 

1 ° caso: o centro da circunferencia nao pertence a um lado 
do angulo. 



O angulo CVA e complementar de AVB, logo. 
m(CVA) = 90° — (3. Como o triangulo CVA e isosceles, 
pois CV = CA, temos m(CVA) — m(CAV} = 90° — [3. 
Logo: 

a + 90° - (3 + 90° - (3 = 180° & 0 ^ # 

2 9 caso: o centro C pertence a um lado do angulo. 




Esse caso e imediato, pois AVB e reto e o arco VA 
deteraiinado por esse angulo mede 1 80°. portanto: 


m( VA) 

9 


A medida do angulo central ACB e igual a medida do 
arco que ele determina, isto e, 140°. Como a medida do 


m(AVfl) 




B.4 


B.5 


B.6 


EXERC1CI05 BA5I COB 

Determine a medida x, em graus, em cada uma das 
circunferencias: 




Um triangulo se diz inscrito em uma semicircunferencia 
quando seus tres vertices pertencem a el a e um de sens 
lados pass a peio centra da semicircu nferSncia . 
a) Calcule a medida do angulo PMO no triangulo ins- 
crito na semicircunferencia abaixo. 



b) Que palavra compieta a sentenca abaixo tomando-a 
verdadeira? 


Todo triangulo inscrito em uraa semicircunfe- 
rencia e 


c) Justifique a proposipao: 

Todo triangulo retangulo e inscrilivel em uma 
semicircun ferencia. 

Sugestao. Desenhe a mediana relativa a hipotenusa 
de um trianguLo retangulo qualquer. 

Determine a medida x, em graus, em cada uma das 
circunferencias: 

a) ioo° 



B.7 


B.8 


Sugestao. Trace o segmento LQ e observe que os 
angulos NLQ e MOL sao inscritos. 



120 



Sugestao, Trace o segmento LN e observe que os 
angulos LNO e MLN sao inscritos. 

Na figura os segmen- A, ^ 

tos PA e PB sao tan- 
gentes a circunferen- 
cia de centro C. 

a) Que relacao exisle 
entre as medidas 
dos angulos de seg- 
mento PAB e PBA ? 

b) De aeordo com sua conclusao no item a. qual e a 
classificagao do triangulo PAB. quanto aos lados? 

Nota 

Desse exercfcio. conclufmos a importante propriedade: 

Se jP e ponto exterior a uma circunfereneia e os 
pontos A e B pertencem a ela. tal que os segmentos 
PA e PB sao tangentes a circunfereneia, enlao as 
medidas desses segmentos sao iguais. 


Usando a propriedade deduzida no exercfcio anterior, 
determine as medidas x e v nas Figuras abaixo, sabendo 
que A, C. F, G e H sao pontos de langencia: 

3) A P 


7 cm 



D 



12 


Exercicios complementares de C.3 a C.5 


4. POTENCIA DE PONTO 
Ponto interior a circunfereneia 


Se em uma circunfereneia duas cordas AB e CD 
concon'em em um ponto P , entao: 

PA- PB = PC- PD 



Reprodugao pmtblda, Art.! 64 do Codigct Penaf e Lei 9.610 de 19 de ietfereir-o de 1998. 




* 


9 


Cad a um dos produtos PA - PB e 
PC • PD e charaado de potencia do 
ponto P. Para justifi car que esses pro- 
dutos sao iguais, observe que os trian- 
gulos APC e DPB sao semelhantes, 
pelo caso AA ( D = A , pois sao angu- 
los inscritos que determinam o mes- 
mo arco; e DPB = APC, pois sao opostos pelo vertice). 
Assim, temos a proponjao: 

PA _ PC 
PD PB 

PA * PB = PC- PD 



Ponto exterior a circunferencia 

Se duas retas secantes res, concorrentes em P, inter- 
ceptam uma circunferencia em A, B, C e D, conforme a 
figura abaixo, entao: 

PA - PB = PC- PD 




Cada um dos produ- 
tos PA - PB e PC - PD e 
chamado de potencia 
do ponto P. Para justifi- p 
car que esses produtos 
sao iguais, basta obser- 
var que os tri&ngulos 
PAD e PCB sao semelhantes, pelo caso AA (P e angulo 

a ^ 

comum aos dois triangulos e B = D porque sao angulos 
inscritos que determinam o mesmo arco). Assim, temos a 
prop or 9 ao: 


PA_ _ P D 
PC PB 


PA - PB — PC ■ PD 



EXERCICIOS 3AS1C0S 



B„9 Determine a medida x em cada circunferencia: 
a) a 




c) 



B.10 O segmento PT e tangente a circunferencia abaixo: 


B 



Mostre que (PT) 2 — PA ■ PB. 

Sugestao. Trace os segmentos TA e TB e use a seme- 
lhan9a dos triangulos PTB e PAT. 


B.ll Sabendo que PT e tangente 
a circunferencia ao lado, 
determine a medida .v. (Use 
a propriedade do exercicio 
anterior.) 


B 



Exerci'cios complementares C.6 e C.7 


5. PERIMETRO DA CIRCUNFERENCIA 


Todas as circunferencias sao semelhantes entre si, por 
isso, a razao entre a medida c do comprimeuto (perimetro) 
de uma circunferencia e a medida 2 r de seu diametro e 
constante, isto e: 

c 

— — = constante 
2r 


O matematico grego Arquimedes de Siracusa foi o 
primeiro homem a conseguir um metodo correto para a 
obten9ao dessa constante. O sabio grego inscreveu e 
circunscreveu polfgonos regulares a uma mesma circun- 
ferencia e dividiu pelo diametro os pertmetros do poligono 
inscrito e do poligono circunscrito. Por exemplo: 



Perimetro da circunferencia = c 
Perimetro do poligono inscrito — 
= 6 r 

Perimetro do poligono circuns- 
crito = 6,928r 


Assim, o matematico grego calculou: 


6r 

17 


< 


2 r 


< 


6,928 r 
2 r 


& 3 < 


2r 


< 3.464 


Arquimedes iniciou os calculos com hexagonos regu- 
lares e foi dobrando o numero de lados ate chegar em 96 
lados para os poh'gonos inscrito e circunscrito, obtendo: 


c 


2 r 


= 3,14 


Modernamente, a cons- 


tante 


2 r 


e simbolizada 


pela lelra grega n (pi), e 
sabe-se. hoje, que essa 
constante e um numero ir- 
racional. isto e, lem infini- 
tas casas decimals e nao e 
periodico: 

7i = 3,14159265... 


Da senten^a 
conclui-se que: 


2 r 


1 




. i 

f 


7T 

5 Arqulmedes de Siracusa 
(287a.C.-212 a XL). 


a 

Cp 

n 

< 

d 

a 

< 

rr 

c_ 

O 

Cl 


in 


<. 

uJ 

rn 

it 

.U 4 

-jj 

Vi 

O 


D 

< 

no 

O 


C = 27t7' 


isto e, o perlmetro de uma circunferencia e igual ao 
produto da medida do diametro por 7t. 

Um modo curioso para o cakulo do 

numero n 

Vannos reallzar uma experidncia de resultado 
surpreendente. Desenhe em uma folha "grande" de 
papel uma serie de retas paralelas de modo que a 
distancia entre duas retas consecutlvas seja 5 cm e 
corte dez palitos de comprimento 2,5 cm. De uma 
altura de 50 cm 5olte 05 dez palltos de uma vez 
sobre a folha e conte quantos deles tocam ou 
cruzam alguma das retas desenhadas. Repita essa 
experience varias vezes. Dlvldindo o numero total de 
palitos lanqados pelo numero de palltos que tocam 
ou cruzam alguma das retas obtem-se um numero 
proximo de jc. Por exemplo, se voce realizar a expe- 
rience 20 vezes, tera lanqado 200 palitos. Quanto 
maior o numero de lanqamentos, mais proximo de tc 
voce vai chegar. Tentel 



3,14159... 


Jp EXERCICIOS BASICOS 

B.12 Calcule o perfmetro de uma circunferencia de raio 5 cm. 

B.13 Uma toaiha redonda tem 4 m de diametro. No coiHomo 
dessa toaiha sera pregada uma fita de rend a. Qual deve 
ser o comprimenlo dessa fita? 

B.14 Um automovel percorreu uma distancia de 3.140 m. 
Quantas voltas girou cada pneu, sabendo que eles tem 
0,5 m de raio? (Adote it — 3,14.) 

Exerct'cios complementares de C.8 a C.10 


6. CIRCUNFERENCIAS CIRCUNSCRITA E 
INSCRITA EM POLIGONOS REGULARES 

Todo pollgono regular adniite a circunferencia circuns- 
crita (aquela que passa por todos os vertices do pollgono) 
e a circunferencia inscrita (aquela que tangencia todos os 
! ados do pollgono). Essas duas circunferencia lem o mes- 
mo centre O. chamado. tambem, de centro do pollgono. 

Ncsse item vamos estudar o calculo das medidas dos 
raios das circunferencias circunscrita e inscrita em alguns 
pollgonos regulares, Ao raio da circunferencia inscrita 
em um pollgono regular, damos o nome de apotema. 


Quadrodo 

A medida da diagonal de um quadrado de lado a e 
ajl . Portanto, temos: 




Raio R da circunferencia 
circunscrita: 



Raio r da circunferencia 
inscrita (apotema): 


a 



Tridngulo equilatero 


A medida da altura h de um triangulo equilatero de 


lado a e 



Como no triangulo equilatero as alturas 


estao contidas nas mediatrizes e coincidem com as bisse- 
trizes e medianas, temos que o ponto comum as alturas 6 
circuncentro (centro da circunferencia circunscrita); e, 
tambem, incentro (centro da circunferencia inscrita); e 
tambem e baricentro (divide cada mediana na razao 2 
para 1). 

Raio R da circunferencia circunscrita: 



Raio r da circunferfencia inscrita (apotema): 


/i\ 


/ 

If 


\ 


\ 

O. 


a 

A 

ft 


o 

r 


X 


v 3 
\ J 


h 



Hexagono regular 

Os vertices de urn hexagono regular dividem a circun- 
ferencia circunscrita em seis arcos congruenles, logo, 
cada um desses ai'cos mede 60°. Assim, o angulo central 
correspondente a cada um desses arcos tambem mede 60°. 



Como AO — OR e miAOB) = 60°. temos que 
m (OAB) = m {OBA) — 60° e, portanto, o triangulo AOB 
6 equilatero. Sendo a a medida do lado desse hexagono. 
conclulmos: 

Raio R da circunfereneia circunscrita: 


m 

W 

Jr EXERCICIOS SASICOS 

B.15 Calcuie a medida do raio da circunfereneia circunscrita 
e a do raio da circunfereneia inscrita em um quadrado de 
lado 4 cm. 

B.I6 Calcuie a medida do raio da circunfereneia circunscrita 
e a do raio da circunfereneia inscrita em um triangulo 

equilatero de lado 12V3 cm. 

B.17 Calcuie a medida do raio da circunfereneia circunscrita 
e a do raio da circunfereneia inscrita em um hexagono 
regular de lado IS dm. 

B.18 Qual e a razao entre as medidas dos lados dos quadrados 
inscrito e circunscrito a uma mesnia circunfereneia? 

Nota 

Dizer que um polfgono esta circunscrito a uma circunfe- 
rSncia equivale a dizer que a circunfereneia esta inscrita 
no polfgono. Analogamente, dizer que um poligono esta 
inscrito em uma circunfereneia equivale a dizer que a 
circunfereneia esta circunscrita ao poligono. 

Exercicios corfiplementares de C.ll a C.1S. 


EXERCICIOS COMPLEMENTARES 

C.3 (UFCE) Na figura, a reta r tangeneia, em P, a circunfe- 
r£ncia de centro Ceraio 12 cm; e os segmeittos AP e BP 
medern 5 cm e 16 cm, respectivamenle. O perimetro do 
triangulo ABC e: 

a) 54 cm A p B r 

b) 48 cm 

c) 46 cm 

d) 52 cm 

e) 30 cm 






R — a 

(Pois o triangulo A OB 
e equilatero.) 


C.2 


(PUC-MG) No circulo representado na figura. o raio 
mede 3 m e a corda AB dista 2 m do centro O. A medida 
da corda Afi, em meUos, e: 



Raio r da circunfereneia inscrita (apotema): 





(Pois re a medida da ai- 
tura de um triangulo 
equilatero de lado a.) 


C.3 Moslre que: “Se um quadrilatero e inseritivel em uma 
circunfereneia, entao sens angulos opostos sao suple- 
mentares .” 

Sugestao. Desenhe um quadrila- 
tero inscrito em uma circunferen- 
cia, supondo que um angulo inter- 
no mede x e seu oposto mede y. 

Observando que x e y sao medidas 
de angulos inscritos, obtenha as 
medidas dos arcos determinados 
por esses angulos. 



C.4 


(Mackenzie-SP) A medida do 
maior angulo intemo do quadrila- 
tero ABCD inscrito na circunfe- 
rencia da figura ao lado e: 

a) 140° d) 110° 

b) 130° e) 100 c 

c) 120° 



jF' jF 

// 2x+ 

/ / 
f / 


x + 20 ° 



C.6 


C.7 



(Faap-SP) Na cir- 
cunferencia de cen- 
tra O, ao lado, A e 
ponto de tangencia. 
Calcule a medida x 
do angulo APC. 


t 



Em uma circunferencia de cenlro C, am ponto P de uma 
corda AB e tal que PA ~ 9 cm e PB = 4 cm. Calcule a 
medida do raio dessa circunferencia sabendo que a 
dis Lancia entre P e C e 8 cm. 



Calcule a distancia entre 
o ponto Pc a circunfe- 
rencia de centre C e raio 
7 cm, ao lado. 

Nota 

A distancia entre um 
ponto e uma cricunferen- 
cia e a medida do menor 
segmento de reta que 
liga o ponto a circunferencia. 


Um sat61ite artificial 
gira em orbita circular 
cujo cenlro coincide 
com o centra da Terra. 
Sabendo que em cada 
volta compieta o sateli- 
le percorre 20.000jt km 
e que o raio da Terra 
mede 6.370 km, deter- 
mine a distancia entre o 
satelite e a superffcie 
terrestre. (Adote k = 3,14.) 



C.9 Um mi'ssil baltstico foi lancado de um ponto A para atingir 
um ponto B , sendo sua ixajetoria uma semicircunferencia 
de comprimento 2 .500n: m. Porem, do ponto B foi lan- 
qado em linha reta um mfssil antibaifstico que deve 
destruir o primeiro quando este atingir um ponto P, tal que 
BP = 4.000 m. Qual a medida do segmento de reta API 


C.10 (UFMA) O compri- 
mento. em cm, da 
curva representada 
pela figura e: 

a) 53 it 

b) 60 7t 

c) 120 % 

d) 43 n 

e) 96 ji 



C.1I A diagonal de um quadrado inscrito em uma circunfe- 
rencia mede 6 Jl cm. Calcule a medida do apotema de 
um triangulo equilatero inscrito nessa circunferencia. 

C.12 (UFMT) No hexago- 
no regulai - ABCDEF 
inscrito na circunfe- 
rencia de raio 4 cm ao 
lado, a medida da 
diagonal FB 6: 

a) 6 cm 

b) 6,8 cm 

c) 4 cm 

d) 6J2 cm 

e) *fl5 cm 

Sugestao. Desenhe o triangulo FBC. 



C.13 Um quadrado ABCD e um triangulo equilatero EFG es- 

tao inscritos na mesma circunferencia de raio 6^/2 cm 

tal que AB / EF , conforme a figura. Calcule a distancia 
entre os lados AB e EF. 



C.14 Um hexagono regular ABCDEF esta inscrito em uma 

circunferencia de raio 1 2 J3 cm. Calcule o perfmetro do 
quadrilatero ACEF . 


— b 



Sugestao. O triangulo ACE e equilatero. 

C.15 Calcule a medida do apotema de um octogono regular de 
lado 2 m. 

Sugestao. Prolongando-se os lados do octogono regular 
obtem-se um quadrado: 



C.16 Calcule a medida do raio da circunferencia circunscrila 
a um octogono regulai- de lado 2 m. 



Capftulo 10 


CALCUL 


9 


■ViidF 


n 

U 



AREA 



1. UNIDADES DE MEDIDA DE AREA 

O piso de uraa garagem foi completamente forrado 
com 220 lajotas de mesmo tamanho. 


A.A. • ‘ ; k,-* 



— r- 


Considcrando a superffcie ocupada por uma lajota 
como uma unidade u de area, dizemos que a area do piso 


dessa garagem e 220 u, 


iVEedir a area de uma superffcie significa compara-Ia 
com uma supenYcie adotada como unidade. 

A unidade fundamental de area e o metro quadrado. 
simbolizado por m 2 , que e uma superffcie quadrada com 
1 m de lado: 



1 m a — 


A = 1 m 2 


1 m 


Analogamente define m-se: km 2 , hfn 2 , dam 2 , dm 2 , cm 2 e 
mm 2 como sendo quadrados com lados de 1 km. 1 hrn, 
I dam, 1 dm, 1 cm e I mm, respectivamente. Essas unida- 
des de area podem ser apresentadas na escala abaixo: 


+ 




km 2 hm ? dam 2 


m 


dm 2 


crrv 


mm 2 


Cada unidade dessa escala vale quantas vezes a unidade 
imediatamente inferior? 

Para responder a essa pergunta vamos dividir urn 
quadrado de 1 m de lado em quadradinhos de 1 dm de lado: 


) 


1 dm 


Note que dividituos o metro quadrado em 100 decf- 
metros quadrados. Conclufmos, entao, que: 

1 m 2 = 100 dm 2 

Raeiocinando de maneira analoga. conclufmos tarn- 
bem que: 


1 km : = 
1 hm 2 = 
1 dam 2 
1 dm 2 = 
1 cm 2 


1 00 hm 2 
1 00 dam 2 
= 100 m 2 
= 100 cm 2 
1 00 mm 2 


isto e, na escalada de unidades de area, cada unidade 
vale 100 vezes a imediatamente inferior. 


2. AREA DE ALGUMAS FIGURAS PLANAS 
Retangulo 

Consideremos um retangulo cuja base mede 5 cm e a 
altura mede 3 cm. Para calcular sua area em cm 2 , vamos 
dividi-lo em quadradinhos de lado 1 cm, isto e: 


> 3 cm 


— 

5 cm 




Obtivemos 5 coin n as com 3 quadradinhos em cada 
uma, logo, o numero de quadradinhos 6 5*3. Assim, a 
area A do retangulo e: 

A = 15 cm 2 

A area A de um retangulo e o produto da medida da 
base pela medida da altura. 



A — b ■ h 


Quadrado 

O quadrado e um retangulo. logo sua area A e produto 
da medida da base pela medida da altura. 


a A = a 2 





Paralelogramo 

A area de um paralelogramo de base b e altura h e igual 
a area de um retangulo de base b e altura h. Observe: 


b b 



O triangulo azul no paralelogramo e congruenle ao 
triangulo pontilhado: assim, se o eolocarmos no Sugar 
pontilhado, obteremos um retangulo de base b e altura h. 
Logo, a area A do paralelogramo 6 o produto da medida 
da base pela medida da altura. 


A = b • h 

Triangulo 

Consideremos um triangulo NMP cuja base MN mede 
/; e a altura relativa a essa base mede h. Tray an do por P a 
reta r paralela a base, e por N a reta s paralela ao lado MP, 
obtemos o paralelogramo NMPQ abaixo. 

q/_ s _ _ 


N 

Como a area A do triangulo NMP e metade da area do 
paralelogramo, ternos: 

, b * h 



ou seja, a area do triangulo e meiade do produto da medi- 
da da base pela medida da altura. 

• O triangulo equilatero 

No exercicio B.21 do ca- 
pftulo 8 voce calculou a me- 
dida h da altura de um trian- 
gulo equilatero de lado a, ob- 

tendo h — - - - . 

2 / 


Logo, a area A desse triangulo e: 




Hexagono regular 


As diagonals que passam pelo centre de uni hexagono 
regular dividem-no em seis triangulos equilateros, con- 
forme ja e.studamos no capitulo anterior. Assim, a area A 
de um hexagono regular de lado a e igual a seis vezes a 
area de um triangulo equilatero de lado a. 



Trapezio 


Tracando uma diago- b 

nai de um trapezio de al- 
tura h e bases b e B, divi- 
dimo-lo em dois trianeu- 

c? 

los de altura h em relacao 
as bases de medidas b e 
B. Observe a figura. 

A area A do trapezio e a soma das areas desses dois tri - 
angulos: 



B 



B * h 
2 



b • h 
2 



B * h +■ b * h 

9 



(B + b)h 
2 


ou seja, a area A do trapezio e igual a metade do produto 
da altura pela soma das bases. 


Losango 

Consideremos um lo- 
sango cujas diagonals me- 
dem D e d. Vimos, anteri- 
ormente. que as diagonals 
de um losango sao perpen- 
dicu lares entre si e o ponto 
em que el as concorrem e 
ponto medio de cada uma. 

Observe, portanto, que 
a area A do losango e o do- 
bro da area do triangulo de 



M 



d 


ou seja, a area A do losango e metade do produto das me- 
didas das diagonals. 

Nota 

O losango tambem e paralelogramo, logo, sua area 
pode ser calculada eomo a area de um paralelogramo. 


Clrculo 


Considere um poiigono re- 
gular de n lados inscrito em um 
clrculo de raio r: 

A area desse poiigono e: 



= (perimetro do poiigono) • 




Essa area e menor que a area do clrculo, porern, se 
fizermos o numero n de lados aumentar indefinidamente 
(n tender para o infmito), teremos: 




• o penmero do polfgono tenders a se igualar ao perime- 
tro da circunferencia (2nr); 

• a altura h de cada triang ulo tendera a se igualar ao raio 
r da circunferencia; 


• a area Jesse polfgono tendera a se igualar a area A do 
cfrculo. 


ou seja, a expressao (perfmetro do polfgono) * 



tendera 


a 2nr * 



que e a area A do cfrculo: 



Uma fusao da algebra com a geometria 


A algebra e a geometria estao intimamente ligadas. 
Um exemplo fascinante dessa ligacao e o calculo de 
raizes atraves da geometria. 

Por exemplo, o calculo de Jz pode ser feito a 
partlr de um valor cuja segunda potencia seja menor 
do que 2 Tomemos esse valor como 1,4 (observando 
que (1,4) 2 — 1,96 e que 1,96 < 2). 

Conslderemos um quadrado de area 2. Podemos 
garantir que seu lado mede 1,4 + x, com x > 0. 



A soma das areas (1,4) 2 ,- 1 , 4x; l,4x e x 2 e igual a 
area 2 do quadrado. Ou seja: 


(1,4) 2 + 2,8x + x 2 = 2 


Como (1,4) 2 - 1,96, temos que x 2 < 0,04. 
Assim, a area x 2 e "pequena" em relagao a area 2 do 
quadrado original. 5e desprezarmos x 2 , obteremos 
uma aproximagao para o valor x. Observe: 

£.1,4)* + 2,8x = 2 => 1,96 + 2,8x = 2 

>1 2,8x « 0,04 x m °; 04 x m 0,014 

2,8 


Assim, o l3do do quadrado de area 2 mede aproxl- 
madamente 1,4 + 0,014 m 1,414. Logo, temos: 

J2 ** 1,414 

5e quisermos uma aproximagao melhor para Jz , 

conslderamos um quadrado de area 2 cujo lado mega 
1,4X4 + y{y > 0) e repetimos o processo. Faga isto 

e voce chegara a 72 — 1,4142135. 




f EXERCfclOS BASICOS 


B.l A base de um retangulo tem 3 cm a mais que a altura. 
Determine a area desse retangulo, sabendo que o seu 
perfmetro e 26 cm. 

B.2 A base de uin retangulo tem 1 cm a menos que o dobro 
da altura. Calcule o perfmetro desse retangulo. sabendo 
que sua drea e 1 5 cm 2 . 


B.3 Calcule a area do quadrado ABCD da figura: 


B 


D 


2,4 m 


6 m 


B.4 (UFPR) Uma circunferencia de raio 
5 cm tangencia um lado de um qua- 
drado e passa pel os vertices que nao 
pertencem a esse lado. conforme a fi- 
gura. Calcule a area desse quadrado. 

B.5 O paralelogramo ABCD, abaixo. tem 



perfmetro 22 cm; M e ponto medio de DC e AD tem 2 cm 
a mais que DM. Calcule a area desse paralelogramo. 


D 


M 


/ 


/ 


y 

8 


B.6 A medida da altura relativa ao lado AB do paralelo- 
gramo abaixo e 3 dm. Qual e a medida da alLura relativa 
ao lado BC1 


4 dm 


6 dm 


B 


B.7 (UFMA-modincado) Calcule a area do triangulo isosce- 
les abaixo: 

A 


5 cm 


5 cm 


B 


8 cm 


B.8 Calcule a drea do triangulo ABC : 


5 dm 


A 


6 dm 


B 


4 dm 


D 


B.9 (Covest-PE) Na figura abaixo o retangulo ABCD de 
lados 4 cm e 5 cm foi dividido em quadrados de lado 
1 cm. Qual e a area da regiao colorida? 


A 








1 















B 


D 



B.10 Calcule a medida da altura relativa aa lado BC no trian- 
gulo abaixo: 


B 



24 dm 


B.ll Dado o triangulo ABC: 


A 


15 cm 


13 cm 


B T7~ 1 C 

14 cm 


a) Determine a medida h da altura AH. 

Sugestao. Aplique o Teorema de Pitagoras no trian- 
gulo ABH e no triangulo ACH. 



8 


15 / 

13 


h 






14 - x 


b) Calcule a area desse triangulo. 

c) O sabio grego Heron que viveu em Alexandria no 
seculo I d.C. provou que a area A de um triangulo 
cujos lados medem a, b e c 6 dada por: 


A = Jp(p - a)(p - b)(p - c ) 


em que p e o semiperimetro, isto e: 

Q +■ h + c 

p — . Usando a formula de Heron, calcule 

a area do triangulo ABC. 


B. 1 2 Na ftgura, ABCD € um quadrado 
de lado 6 cm, e CDE e um trian- 
gulo equilatero. Calcule a area 
da reaiao somhreada. 





B.13 Calcule a area de um hexagono regular de lado 4 cm. 


B.14 Uma diagonal que passa pelo centro de um hexagono 
regular mede 12 cm. Qual e a area desse hexagono? 


B.15 


Para construir uma caixa de 
base hexagonal, um artesao re- 
cortou em papelao a figura ao 
lado, formada por um hexa- 
gono regular de lado 1 0 cm, e 
seis quadrados. Qual e a area 
dessa figura? 



B.I6 A figura ao lado mostra 
uma circunferencia de raio 
6 cm inscrita em um trapiS- 13 cm 
zio retangulo. Calcule a 
area desse trapezio. 


15 cm 

B.17 Uma folha reiangular ABCD de cartolina e dobrada 
fomiando o vinco BE. tal que o vertice A coincida com 
um ponto do lado BC, con forme figura, 

At , B B 


> E 


D ' 1 C D' 1 C 

Sabendo que a area do trapezio BCDE e 400 cm 2 e que 
AB — 2 * DE, calcule a area do retangulo ABCD. 

B.18 Cada lado de um losango mede 15 cm e uma de suas 
diagonals mede 1 8 cm. Calcule a area desse losango. 

BJ9 O perimetro de um losango e 12^3 cm e uma de suas 
diagonals mede 3 Q3 cm. Calcule a area desse losango. 

B.20 Calcule a area do circulo inscrito em um quadrado de 
lado 6 cm. 

B.21 Calcule a area do circulo circunscrito a um quadrado de 
lado 6 cm. 

B.22 A regiao do piano limita- 
da por du as circunferen- 
cias concentricas (mesmo 
centro) e raios corn medi- 
das diferentes e chamada 
de coroa circular. Calcu- 
le a area da coroa circular 
ao lado. 


B.23 Calcule a area da coroa circular limitada pelas circunfe- 
rencias inscrita e circunscrita a um triangulo equilatero 
de lado 4 dm. 

B.24 Em um circulo, a regiao limitada pelos iados de um 
angulo central e chamada de setor circular. Calcule a 
area do setor circular abaixo: 

i ^ 

t I (Centro O) 

II I k 

* JP 

f 1 1 SPy - V .4 Yj _ 

■ / 80“ 

o'- 

6 cm 




Sugestao. Use uma regra de tres. 




B.25 Toda corda de um circulo divide-o em duas paries cha- 
madas de seginentos circulares. Caicule a area do seg- 
mento circular abaixo: 



(Centro O) 


Sugestao. Subtraia da area do setor circular OAB a area 
do triangulo OAB. 

B.26 Caicule a ire a da regiao sombreada no circulo abaixo: 



B.27 (Macke nzie-SP) Quatro cfrculos de raio unitario. cujos 
centres sao vertices de urn quadrado. sao tangemes exte- 
rionnente dois a dois, conforme figura. A area da regiao 
sombreada e: 



B.28 (Fuvest-SP) Na figura a seguir, ABC e um triangulo equi- 
latero de lado 2, MN, NP e MP sao arcos de circunferencia 
com centres nos vertices A, B e C, respectivamente, e 
todos com raios iguais a 1 . A area da regiao sombreada e: 

a) J3 - 

b) M 

0 2J3 - 

d) 4j3 - 2k 

e) — 3 tc 

Exercicios complementares de C.1 a C.6. 



3. RAZAO ENTRE AREAS DE FIGURAS 
SEMELHANTES 



Consideremos os triangulos semelhantes ABC e DEF. 
tal que a razao de semelhanca do primeiro para o segundo 
seja k: 





Calculando a razao da area do primeiro para a area do 
segundo triangulo, temos: 

ap 

_ 2 _ ap = a_ . = . fc = }p 

A-wef) dq d q 

2 

Dessa maneira, deduzimos a importante propriedade: 


A razao entre as ire as de dois triangulos seme- 
lhantes e igual ao quadrado da razao de semelhanca 
entre eles . 


Essa propriedade pode ser generalizada para quaisquer 
figuras semelhantes, isto e: 


A razao entre as areas de duas figuras semelhantes 
e igual ao quadrado da razao de semelhanca entre 
ess as figuras. 



EXERCICIOS BASICOS 



B.29 As areas dos triangulos ABC e DEF , abaixo, sao 45 cm 2 

A a. 

e 20 cm-, respectivamente. Sabendo, ainda, que B = E, 
C — F c AB — 6, caicule a medida do segmento DE. 





B.30 Dois decagonos reaulares tern areas iguais a 80 cm 2 e 
20 cm 2 . O decagono maior tern 30 cm de penmetro. Cai- 
cule o penmetro do menor. 


B.31 Na figura. BC e para- 
leio a DE, AB = 4 e 
BD — 5. Determine a 
razao da area do trian- 
gulo ADE para a area 
do triangulo ABC. 


E 



Exercicios complementares de C .7 a C.10 







> 


—ft 



C.l 


EXERCICIOS COMFLEMENTARES 

(UFPT.) A area do quadrado ABCD inscrito no triangulo 
retangulo DEF, abaixo, e: 

a) 42,25 cm 2 e 

b) 36 cm 2 

c) 46,24 cm 2 

d) 39,32 cm 2 

e) 49 cm 2 



C.2 (UFAMA) Num triangulo retangulo. as projecoes dos 
catetos sobre a hipotenusa medem 4 cm e 1 cm, respec- 
tivamente. A area desse triangulo mede: 
aj 2 cm 2 c) 4 cm 2 e) 10 cm 2 

b) 5jl cm 2 d) 5 cm 2 

C.3 (UFAMA) Se 5, . S 2 e S 2 . respect ivamente. sao as areas 
dos triangulos A i S ] C 1 , A 2 B 2 C 2 e A } & 3 C 2 , da figura 
abaixo. entao: 


B, 


/\ 


/ 


5 / 

■ f 
/ 
t 


8 


v 


a) 5, > S 2 > S 3 

b) S', = S 2 < S 3 

c) S, < S 2 < S 3 


/ 


C 1 b 2 


4 . 




V 


7 


\ 


1 5 

b, 

\ 


\ 


6 


A 


v ■ \ 5 


B, 


d) 5, — S 2 

e) 5, < S 2 = S 2 



C.4 (PUC-MG) O trapezio da figura e retangulo (possui 
angulos retos) e representa o contorno de uin terreno pia- 
no na escala ! : 1 .000. Na fisura. AB = A- cm, AD — 2 cm 
e m(DCB) = 45+ A drea do terreno, em metros quadra- 
dos. mede: 


a) 10 

b) 100 

c) 1.000 


d) 10.000 

e) 100.000 


4 


B 



C.5 (UFMG) Observe a fisura: 


4 


\ 


0 


B 



Jfl. 

1 V 

\ 


£ F\ 

\ G 


\ \ 


f 


Nessa figura. as retas r. s e i sao puraielas; a distancia 
entre r e .v e 1; a distancia entre s e t e 3; EF — 2 e 
FG = 5. Calcule a area do quadrilatero ABCD. 


C.6 (UERJ) O decagon o da figura abaixo foi dividido em 9 
partes: 1 quadrado. 2 hexagonos regu lares e 2 triangulos 
equilateros, todos com os lados congruentes aos lados do 
quadrado. e mais 4 outros triangulos. Sendo T a area de 


cada triangulo equilatero eda area do quadrado, pode- 
se concluir que a area do decagono e: 

a) 147 + 3 Q 

b) 147 + 2Q 

c) 187+ 30 

d) 187+ 2 Q 



C.7 (PUC-RJ ) Triplicando-se o raio de uma eircunferencia: 

a) a area liniitada por ela e multiplieada por 9k. 

b) seu comprimento e multiplicado por 3k. 

c) a area limitada por ela e multi pi icada por 9 e seu com- 
primento e multiplicado por 3. 

d ) a area limitada por ela e seu comprimento sao ambos 
multiplicados por 3. 

e j a area limitada por ela e multiplicada por 3 e seu com- 
primento e multiplicado por 9. 


C.8 (Fuvest-SP) Na figura, BC e 
pai'alelo a DE, AB = 4 e 
BD = 5. Determine a razao 
entre as areas do triangulo 
ABC e do trapezio BCED. 


4 




C.9 (UnB-DF-modificado) Em um mapa de escala I : 50.000, 
a superficie de um lago e representada por uma figura 
com 3 cm 2 de area. Quai e a area da superficie desse lago, 
em m 2 ? 


C.10 (UnB-DF) Para analisar a transpiraqao das plantas, os 
botanicos preCisam conhecer a area de suas folhas. Essa 
area pode ser obtida pelo seguinte pieces so: ooloca-se a 
folha da planta sobre uma cartolina e traca-se seu con- 
torno. Na mesma cartolina. desenha-se um quadrado com 
10 cm de lado, como mostram as figuras a seguir. 


Apos serem recortadas, as duas figuras sao pesadas em 
uma balanga de alta precisao. que indica uma massa de 
1 .44 g para o quadrado de cartolina. Desse mode, usando 
grandezas proporcionais. os botanicos podem determinar 
a area da folha. 

Usando as informagoes do textq, classifique como V (ver- 
dadeira) ou F (falsa) cada uma das seguintes afiirnaqoes: 

a) Se a figura da folha rem massa de 3.24 g. entao a area 
da folha e de 225 cm 2 . 

b) Suponha que o mesmo processo deseriio no texto te- 
nha sido utilizado para estimar a area do estado de Mi- 
nas Gerais da seguinte forma: em um mapa iraqado 
com escala 1 : 5.000.000. a figura desse estado, reeor- 
tado na mesma cartolina, apresentou massa de 3.30 g. 
Entao. e correto concluir que a area do estado e maior 
que 580.000 km 2 . 

c) Um estudante utilizou. para determinar a area de uma 
folha, um processo diferente: contornou a folha com 
um barbante e. em seguida, formou com ele um retan- 
gulo. Dessa forma, o estudante estava ccno ao con- 
cluir que. quaisquer que fossem as dimensoes do retan- 
gulo, a sua area seria igual a area da folha. 



4 " — p 4 % JjP* 



W 


10 cm 


10 cm 
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Ccipitulo IT 

ASSOCIANDO NUMEROS REAIS A PONTOS 

DE UMA RETA OU DE UM PLANO 


1. O EIXO REAL gjfj 

Consideremos uma reta r e associemos o numero 0 




! n ( £ 1 If 1^21 M 5 1- * Wr 1 R il II 

ll ij * V f ^ * J J 5 m | 

(zero) a um ponto <9 de r, , F R 

0 

0 

0 ponto 0 separa a reta r em duas semi-retas opostas 
de origem 0. A cada ponto A. A # 0, de uma dessas 

a < x b] 

la, b\ 

Intervalo 
aberto a 
esquerda e 
fechado a 
dire Ita de 

extremes a 

e h. 

a h 

semi-retas. associemos um numero real positivo x, que [x e ie 

indica a distancia de A ate 0. em uma certa unidade u. A 
cada ponto A’ . simetrico de A em rela^ao a 0, associemos 
o oposto de x. 

X^ a} 

[a, +«,[ 

Intervalo 
incomen- 
su ravel 
fechado a 
esquerda 

Bm a* 

'* — ♦ 1 1 

a 

A' O A 

1 1 1 lx e r 

Ox r 

Dizemos que esse sistema e o eixo real, cuja origem e 
o ponto 0 e o sentido e o que concorda com o crescimento 
dos valores dos numeros. Assim. temos: 

x > a} 

la, +=>[ 

Intervalo 
incomen- 
suravel 
aberto a 
esquerda 

em a. 

a 

{xeR 

-4-3-2-10 1 2 3 4 

x =* a) 

]-■», a) 

Intervalo 
incomen- 
su ravel fe- 
chado a di- 
re ita em a. 


jl 1 1 1 f o i’ll 

— ' \J5 i-V2 V2 V5 


F 

a 

I I {x£R 

-2,7 -1,5 1 r 5 2,7 

-1,8 1,8 n 

X < 3} 

at 

Intervalo 
incomen- 
suravel 
aberto a 
direita em a. 

q — ^ 

a 

Intervalos reais B 

Sejam a e b numeros reais iais que a < b. Chamam-se 
intervalos reais os subconjuntos de !R mostrados na tabela: 

l—°°t 

Intervalo 
incornen- 
suravef de 

— o* a + 5o. 



1 1(1 m ■* 

^ JiiiI. in in T J 

c | 1 f i | { i | gj & ‘tj. -L ' 

iLvi tiVi iT*] Hn 


Notas 

■H 1. 0 sfmbolo ©© deve ser lido “irtfinito”. 

{XEIR 

b } 

[a, ft] 

Intervalo 
fechado de 
extremes a 

e b. 

2. A palavra ‘ ‘inco mens ur^vel’ ’ significa ”que nao se 
pode medir”. 

♦ <= >- 

a b 

Convencoes 

{x e ir 

a < x < b } 

m bi 

Intervalo 
aberto de 
extremes a 

e b. 

1 . A bolinha cheia (•) em um extremo do intervalo 

■ 1- 1 ' " • r 

3 b indica que o numero associado a esse extremo pertence 

ao intervalo. 

{xE IR 

a x < 5} 

[a, bl 

Entervafo 
fechado a 
esquerda e 
aberto a 
direita de 
extremosa 

e b t 

2. A bolinha vazia (o) em um extremo do intervalo 
indica que o numero associado a esse extremo nao pertence 
m o — > ao intervalo. 

3 3. Usaremos sempre a denominacao “aberto" no -Hp» 

e no — 



Exemplos 

a) O conjunto {x E IR [ 3 *£ x 5 } e o intervalo fechado 
de extremos 3 e 5. ou seja, [3, 5], Sua representagao no 
eixo real e: 


■ » 
3 


b) O conjunto {x E IR | — 1 < x < 4} e o intervalo aberto 
de extremos — 1 e 4, ou seja, ] — 1, 4[. Sua representa- 
?ao no eixo real e: 




c) O conjunto x E IR 


1 


< x m. 


1 


e o intervalo 


4 " 2 

aberto a esquerda e fechado a direita. de extremos 


1 1 ■ , ' 

e — , isto e. 


4 2 

real e: 


1 1 

1 -I 


2 _ 


. Sua representagao no eixo 


1 

4 


1 

2 


d) O conjunto {x E IR 


x 2} e o intervalo incomensu- 
ravel fechado a esquerda em 2, ou seja, [2, +<»[. Sua 
represen tacao no eixo real e: 


e) O conjunto {x E IR | x < 5} e o intervalo incomensu- 
ravel aberto a direita em 5. isto e, | —m, 5[. Sua repre- 
senta 9 ao no eixo real e: 


jj 5 Considerarcdo os intervalos A — ( — 1, +«»[ e B = ]0, 7[, 
obtenha: 

a) A O B b) A U B 

B.6 Dados os intervalos A ~ ]1, 4], B = ]2, 8[ e C = [4, 10], 
determine: 

a)du#uc b)/insnc 

B.7 Resoiva em IR o sistema de inequafoes: 

3x - 9 < 2x + 2 

i 

5x =£ 6x + 3 

L. 

Exerci'cios complements res C.1 e C,2 


2. SISTEMA CARTESIANO ORTOGONAL 
DE COORDENADAS 

O principal objetivo de um sistema de coordenadas 
e determinar um ponto atraves de um conjunto de infor- 
ma^Qes, 

Para determinar um ponto de um piano, podemos fixar 
nesse piano dois eixos reais Ox e Oy, perpend iculares en- 
tre si no ponto O. 


yA 


4 


3 

— 

2 


1 


i i i i 0 

* 1 i i i t i l ^ 

-4 -3 -2 -1 

1 2 3 4 5 6 x 


-1 


Notas 

1. O intervalo [3, 3] e o conjunto {3 }. 

2. Os intervalos ]3, 3[, ]3. 3] e [3, 31 sao vazios. 



B.2 


B.4 


BXERC1C105 BASI COS 

Represente no eixo real cada um dos intervalos: 

a) [5, 9] d)]0,5] g)]—,2] 

b) ]— 3, 5[ e) [4, +oo[ h)]— oo, 4[ 

c) [l,#t f) ]!,+«[ 


Represente no eixo real cada um dos conjuntos: 


aj A = fx E IR 5 


7} 


• Esse sistema e conhecido como ‘'sistema cartesiano 
ortogonal de coordenadas”. 

• O piano determinado por esses eixos e chamado de pia- 
no cartesiano. 

• O ponto 0 6 a origem do sistema. 

• Os eixos Ox e Oy, denominados “eixos coordenados”, 
sao, respectivamente, o eixo das abscissas e o eixo das 
ordenadas. 

• Os eixos coordenados separam o piano cartesiano em 
quatro regioes denominadas quadrantes. que devem 
ser enumeradas conforme a flgura: 


h) B — {x £ IR 

-1 **x< 8} 


c)C= {x E IR 

2^x^6} y 

k 

d) D = {x E IR 

x^5) 


e) E = {x E IR i 

II Q 

1 Q 

f) F = [x E R | 

- Y ^ 3} {Segundo quadrant©] 

(Primei ro quadrante) 

g) G » [x E IR 

x < 3 } 



O 

w 

Dados os intervalos <4 = ]— 3, luj e B = [5, L3], deter- 



X 

mine: 



a) A U B 

b) A n B III Q 

IV Q 


(Terceiro quadrante) 

(Quarto quadrante) 

Sendo A — [2, +■»[ e B = ]— »□, 5[. efetue: 


a)AUil 

b) A r) B 




Nota 

Os pontos dos eixos coordenados nao pertencem a 
nenhum dos quadrantes. 


Rene Descartes (1596-1650) formalizou o 
conceito de si ster n a de coordenadas em sua 
obra Geometrie (1637), Embora esse con- 
ceito esteja associado ao nome de Descartes, 
outros matematicos ja o haviam utilizado, 
como Apolonio de Perga (?262-?190 a,C.)* 



Coordenadas de um ponto no piano 
cartesiano 


Dado um ponto P do piano 
cartesiano, chamamos de “pro- 
jegao ortogonal de P sobre um 
dos eixos Ox ou Oy ' a intersec- 
cao desse eixo com a reta per- 
pendicular a ele, tragada por P. 


y‘ 

i 

p* 

1 P 

t 

E 

| 

0 

1 

f 

1 

1 , 


P‘ X 


•Pea projegao ortogonal de P sobre o eixo Ox. 

• P " e a projecao ortogonal de P sobre o eixo Oy. 

• Dizemos que as coordenadas do ponto P sao os numeros 
associados a P' e P " nos eixos Ox e Oy. respectivamente. 

Exemplo 


y (ordenadas) A 

4 — 


0 


s 

J 

I 

I 


1 


5 x (abscissas) 


As coordenadas do ponto P sao 5 e 4. A abscissa e 5; 
e a ordenada 6 4. Indicamos esse fato por P( 5, 4). 

O snnbolo (5. 4) e chamado de “par ordenada de abs- 
cissa 5 e ordenada 4”. 

Notas 

1 . Dois pares ordenados de numeros reais sao iguais 
se, e somente se, suas abscissas sao iguais e suas ordena- 

■r \ r- 

das sao iguais, isto e, (a, b) — (c, d) a — c e b — d. 
Exemplo 

(a, 8) — (7, y) <*=> a = 7 e y = 8 


2. lndicando por 1 Q, II Q, III Q e IV Q os quadrantes. 
temos: 


v> 


11 Q 

1 Q 

( r +) 

(+, 

O 

; 

III Q 

IV Q 

<— — > 

(+, -) 

l 


P(a, b ) 
P(a, b ) 
P(a,b) 


I Q <=> a > 0 e £» > 0 
II Q <=> a <0eb >0 
IIIQ i »a<0e^ <0 
IVQ^r/>0e & <0 


Exemplos 
(4, 2) G I Q; 


/ 


V 


JL 9] £IIQ; (-3, -5) £ ffl Q e 
2 ) 


f o \ 

4-, -1 GIVQ. 


v 


j 


3. Todo ponto de abscissa nula pertence ao eixo Oy e 
todo ponto de ordenada nula pertence ao eixo Ox. 

Exemplos 

(0, -2) G Oy e (5,0) G Ox 



R.1 


EXERCiClOS RESOL VI DOS 

Representar no piano cartesiano os seguintes pontos: 

a) 4(3, 5); d) D( 2, - 5); g) 0(0, 0). 

b) B(- 4, 2); e) £(6, 0); 

c) C(— 3, -2); f) F{ 0, 6); 

Resolugao 

Para representar no piano cartesiano o ponto P(a. b), tra- 
gamos pelo ponto de abscissa a do eixo Ox a reta perpen- 
dicular a esse eixo e, pelo ponto de ordenada b do eixo 
Oy, tragamos a reta perpendicular a esse eixo. A intersec- 
gao das retas tragadas e o ponto P , conforme se observa 
na figura. 

y A 


■P 

*■ 


0 


Assim, temos: 


6«p 
5 


B 

f- 

i 


-4 


-3 


4 - 

C 


-2 


-5 


i D 
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ro 

Ui 

Q 

< 

Q 


R.2 Detemiinar k de modo que o ponto P(k 4 5, 8) perten^a 

ao eixo 0v. 

-■ 

Resolugao 

P £ Oy <=> ft + 5 = 0 Jfc = -5 

Os sistemas de coordenadas do dia-a-dia 

Ao fornecer o seu endereqo voce esta dando as 
coordenadas do ponto onde mora. As informaqoes 
capazes de localizar um ponto sao as coordenadas 
desse ponto. 

Um motorlsta que necessita de um mecanico para 
consertar seu automovel em plena estrada, ao tele- 
fonar pedindo ajuda, deve fornecer a coordenada do 
ponto na estrada, ou seja, a rriarca qullometrlca. 

Um ponto sobre a superffcie terrestre e detemni- 
nado por um par de medidas em graus chamadas de 
latitude e longitude A latitude de um ponto Pea 
medida em graus do menor arco possivel sobre um 
meridiano, ligando o ponto P a linha do equador; a 
longitude e a medida em graus do menor arco pos- 
sivel sobre um paralelo, ligando o ponto Pao meridi- 
ano de Greenwich. Por exemplo, se atraves do radio 
um navio, a deriva, fornece sua posiqao por 10°N, 
130 3 O, isto signiflca 10° de latitude norte e 130° de 
longitude oeste. 

10°N, 13Q°0 - : ■ 



~ C 'UAD { 


'Oft 


B.9 Para que valores reais de x o ponto P(5x — 8. x 4 2) per- 

5x - 8 < 0 


tence ao 2- quadrante? Basta impdr que 


x 4 2 > 0 


B.10 Determine os valores reais de \‘ para que o ponto 
P(3x 4 6, 2a — 4) perten^a ao 4 G quadrante, 

B.ll Para que valores reais de.v o ponto P(x 2 - 9. 5) pertence 
ao eixo das ordenadas? 

B.12 Determine os valores reais de x para que o ponto 
P( 3, x 2 — 5x 4 4) pertenga ao eixo das abscissas. 

B.13 Determine os numeros reais a e b de modo que: 

(3a -2b, a + b) = (10, II ) 

Exerctcios complementares de C.3 a C.6 



EXERCIC10S COMPLEMENTARES 


C.l (-Fuvest-SP) Na figura estao represeniados geometrica- 
mente os numeros reais 0. x, ye 1 . Qual a posieao do 
niimero at? 


0 

a) A esquerda de 0. 

b) Entre 0 e x. 

c ) Entre x e v. 


x 


1 


d) Entre v e I. 

e) A direita de 1. 


W JJJJLLC A C V. 

C.2 (UFPI) Se x E IR e 8.v + 2 ^ 4.v 4 9 <2 6x 4 ! 

9 I 

a) 2 *£ x < — d) — — ^ x < 1 


8. entao: 


De outros exempios de sistemas de coordenadas 
no nosso cotidiano. 



EXERCICIOS BASICOS 


B,8 Represente no piano cartesiano os seguintes pontos: 


4(4, 2) 
5(2, 4) 
C(-2, 5) 


D( 5. -2) 
E(-4, -]) 
F(- 1,4) 


y+ 
6 
5 
4 
3 
2 
1 


1 


•6 -5 -4 -3 -2 


1 0 

-2 

-3 

-4 

-5 

-6 


G{— 6, 0) 
H(0, - 6 ) 
1 ( 0 , 0 ) 


6 x 


H 

c) -l 


< X 


7 


4 


e) -2 




X 


4 


a < 5 


Sugestao. 

A dupla desiguaidade 8x +2^ 4.v 4 9 < 6x + 8 e equi 

8a 4 2 4a 4 9 
4a 4 9 < 6a 4 8 


valente ao sistema 


C.3 Determine a, a E IR. de modo que o ponto P(x 2 — 9, a 4 3) 
seja a origem do sistema cartesiano. 

C.4 (Cesgranrio) Em um sistema cartesiano ortogonal. os pon- 
tos A (a . b ) e B(c, cl) sao simetricos em relacao ao eixo das 
ordenadas. Assim sendo, tem-se que: 

a) a — —c e b = — d d ) a — ce b = d 

b) a ~ —c eb — d e) a = d e b = c 

e) a = c e b — —d 

C.5 Sendo a eb numeros reais tais que 

(5a — 1 , 2a 4 1 ) = (2b 4 4. a — 2b 4 7), a que quadrante 
pertence o ponto P(a, b )? 

C.6 (PUC-SP) Em relacao a um sistema cartesiano ortogonal. o 
ponto A (3a 4 1, 2a — 5) pertence ao 4 e quadrante se, e 
somente se: 


, ] - - 5 
a) - y < w < — 


d) x < -- 


1 


b) — 


l 


3 


2 


e) 1 < a < 2 


C) A > 


Ccipftulo 12 

_ M 

FUNQAO 

•••••••••••••••••••• 


1. SNTRODUCAO 

Suponha que um automovel pei coira um trecho AB de 
uma estrada a uma velocidade constante de 80 km/h. 



Consideremos A como ponto de partida e associemos 
a ele a marc a 0 km. A cada ponto P. do trecho AB. 
associemos a marca d km, que e a distancia de P ate A, 
medida ao longo da trajetoria. 

Que distancia tera percorrido o automovel apds duas 
horas da partida? 

Como a velocidade do automovel e constante. 80 km/h, 
apos duas horas a distancia d percorrida, em km. sera: 


Conhecendo a distancia de B ate A, 400 km. se 
quisermos o tempo necessario para o automovel percor- 
rer o trecho AB. basta fazermos d = 400 km e teremos: 

400 = 8 Of t = 5 h 

Do mesmo modo como relactonamos as crandezas d e 

W 

t, podemos relational' muitas outras grandezas. 

Exemplos 

a) Em um termometro. a temperatura e dada em fungao 
do comprimento da coluna (de mercurio ou de alcool), 
ou seja. para cada comprimento € da coluna esta 
associada uma unica medida T da temperatura. 

b) O prego de uma pega de teciclo e dado em fungao da 
metragem desse tecido. ou seja, para cada metragem 
de pano associa-se um unico preco. 

Procure voce mesmo outros exemplos em que duas 
grandezas estejam relacionadas de modo que a cada valor 
de uma se assoc i a um unico valor da outra. 

2. FORMALIZAQAO DO CONCEITO DE 
FUNQAO 


d = 80-2 d = 160 km 

Raciocinando de maneira analogs, podemos construir 
a tabela a seguir. descrevendo a distancia d percorrida em 
varios pontos apos t horas da partida. 



Note que pain cada valor de t se associa um unico valor 
de d. Por isso dizemos que a distancia d e dada em 
fungao do tempo t. Podemos expressar a distancia em 
fungao do tempo pela seguime equagao: d = 80f. Essa 
equacao substitui, com vantage ns. a tabela anterior. 

Se quisermos a distancia d , em km, apos 4 horas da 
partida, basta fazermos t — 4 e teremos: 

d =80 -4 :.d= 320 km 


Produto cartesiano 

Sejam A e B conjuntos diferentes do vazio. 
Chama-se produto cartesiano de A por £f, e indica- 
se por A X fi, o conjumo cujos elementos sao todos 
os pares ordenados (x, v), tais que x EAe y £ B. 


Em sfmbolos, sendo A / 0 e B * 0 . temos: 


A X B = j (x, y) I x £i A e y G B } 


Exemplo 

Sendo A = { 1, 2. 3} e B = {5,8], temos: 

A X B = {(1,5), (1, 8), (2, 5), (2, 8), (3, 5), (3, 8)} 


Tal produto pode ser apresentado sob a forma do 
diagrams abaixo. chamado de diagrama de Hechas. 






LU 

Q 



Pode-se ainda representar o produto cartesiano no 
piano cartesiano. O conjunto de pontos determinado 
pelos pares ordenados cle .4 X B e chamado de grafico 
cartesiano do produto A X B. 


Representando no piano cartesiano. temos 


y + 


B{ 


0 


l 

\ 

I 

E 

t 


* 

I 

I 

I 

I 

E 

E 

r 

I 

I 

t 

E 

I 

I 


4 

I 

t 

I 

I 

I 

( 

# 


2 

— 

A 


x 


Notas 


1 . Se A = 0 ou B ~ 0, define-se A X B = 0. For 
exemplo: 0 X {1, 4, 6) =0. 

2. O produto cartesiano A X A sera indieado por A 2 , ou 


A X A ~ A 2 

3. Se A e B sao conjuntos tais que A # B, entao 

A X B ± B X A. 

Relacao entre dois conjuntos 

Dados dois conjuntos A e B , chama-se relacao R 
de A em B todo subconiunto do produto cartesiano 
A X B. 

Se (x. y) G R. entao dizemos que x ey estao associados 
(ou relacionados) atraves de R. 

Exemplos 

Considerando os conjuntos A = ( 1, 2, 3 } e 
B = { 1, 2, 4, 6, 10}, temos que: 

A X B = { (1, 1), (1 , 2), (1, 4), (1, .6), (1, 10), (2, 1), (2, 2), 
(2. 4). (2, 6), (2, 10), (3, 1), (3, 2), (3, 4), (3, 6), (3, 10)} 

a) A relacao R } = {(x, y) G A X B \ y = 2x) e o 
subconjunto de A X B formado pelos pares ordenados 
em que o segundo elemento (y) de cada par e o dobro 
do primeiro elemento (x). Assim: 

R , = {(1,2), (2, 4), (3,6)} 

Representando R l em diagrama de flechas, temos: 

s. b 

X 

Jr it 

K= 2x 


A ^ 


1 


t 


• 6 

« 10 


10 - 


6 - 


2 

1 


4 


— ^ 


0 


• A represent agao de R { no piano cartesiano e chama- 

da de grafico da relagao. 

• O conjunto formado pelos primeiros elementos dos 
pares ordenados da relacao /?, e chamado de Doim- 
nio da relacao e e indieado por D(R,). Assim. temos: 
D(Rj) - {1,2,3}. 

Note que, no grafico, o dommio esta contido no eixo Ox. 
e O conjunto formado pelos segundos elementos dos 
pares ordenados da relacao R ] e chamado de imagem 
da relagao e e indieado por lm(i? r ). Assim, temos: 

Im(/? , ) = {2,4, 6 } 

Note que, no grafico, o conjunto imagem esta conti- 
do no eixo Oy. 

• Os conjuntos A e B sao chamados, respect! vamente, 
de conjunto de partida e conjunto de chegada (ou 
contradommio) da relacao R { . 

b) A relagao R 2 — {(x, y) G A X B \ y < x} e o 
subconjunto de A x B formado pelos pares ordenados 
em que o segundo elemento (v) de cada par e menor 
que o primeiro elemento (x). Assim, temos: 

1:=!(2,HJ, 0,(3, 2)J 

Representando R 2 em diagrama de flechas, temos: 



10 


2 

1 


0 


4 

i 
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Fur^ao 

Estudaremos agora um tipo particular de relacao enlre 
conjuntos. Esse tipo de relacao, por possuir uma proprie- 
dade especial, sera chamado de funpao. 

Consideremos a relacao f de A em B. descrita pelo 
diagi'ama abaixo. 



Note que todo elemento de A esta associado, atraves 
de f, a um unico elemento de B. Essa propriedade 
caracteriza uma funpao e por isso dizemos que / e uma 
funpao de A em B. 

Definipao 


Sejam A e B conjuntos diferentes do vazio. Uma 
relacao / de A em B e funcao se, e somente se, todo 
elemento de A estiver associado, atraves de /, a um 
unico elemento de B. 


Usaremos a notapao /: A — »■ B para indicar que / e 
funpao de A em B. 

Exemplos 



•6 


f 6 funpao de A em B. pois todo elemento de A esta 
associado, atraves de /, a urn linico elemento de B 

b) ^ h 



h £ funpao de M em N, pois todo elemento de M esta 
associado, atraves de h, a um unico elemento de N. 



g nao e funpao de C em D. pois existe elemento em C 
(o elemento 8) que nao esta associado. atraves de /, a 
elemento algum de D. 



t nao e funcao de G em P y pois o elemento 4 esta 
associado, atraves de t , a mais de um elemento de P. 


Nota 

Uma funpao/ de A em B e uma relacao. e por isso os 
conceitos de dominio (D ) , contradomfnio (CD) e 
conjunto imagem (Ini) continuam validos. No exemplo (a) 
anterior, temos: 

D (/) = A = {5, 8, 7, 6}; GD(/) — B ~ {1, 2, 3,4, 5, 6}; 

lm(/) - {1.2. 3, 4} 


i 

# EXERCIC10S RE50LVIP0S 


R.l 


Dados os conjuntos A = {0, — 1, 1. —3, 3} e 
B — {0, 3, 27, —3, —9, 1 j, quais das reia^oes seguintes 
sao fun<;6es de A em B ? 


a ) f = {(jc,.v)Ef X B 



b) g — { (x, v) G A X B 


v = A 


c) h ~ { (x, y) E A X B 

d) R = { (x, y) E A X B 


x > y + 3 } 

y — 3 } 


Resolufdo 

Representando cada uma das relacoes em diagrama de 
fiechas. temos: 



/ e funpSo, pois todo elemento de A esta associado, 
atraves de /, a um unico elemento de B. 



g nao e funcao. pois o elemento — I perlencente aA nao 
esta associado. atraves de g. a nenhum elemento de B. 




h nao e funpao. pois existe elemento pertencente a A. 1 
e 3, associado, atraves de h, a mais de um elemento de B. 





B 


R e funpao, pois todo elemento de A esta associado. 
atraves de R, a um unico elemento de B. 









UNIDADE 3 


R.2 


B.l 


B.2 


B.4 


B.5 


Dados os coojuntos A = { — 2, —1,0, 1. 2} e 
B — {0. 1, 2, 3. 4. 5], determine o dommio, 
contradormnio e o eon junto imagem da funcao 
/ - {(A,y) GA XB\y = a 2 }. 

Resohtcao 

Representamos a fungao em diagrama de dec has: 


o 



B 


Assim, temos: 


D (f) = A= {-2, -1,0, 1,2} 
CD (/) = £ = (0, 1,2, 3, 4, 5} 
lm(/) = {0. 1,4} 



B.6 


B.7 


EXERCICIOS BASICOS 

Dados os conjuntos A = {1, 2, 3} e B = {—5, 5), 
determine: 

a) o produto eartesiano A X B. representando-o em 
diagrama de flechas e no piano eartesiano; 
h) o produto eartesiano B X A; 
c) o produto eartesiano A X A — A 2 . 

Dados os conjuntos A — { — 1, 0, 1,2} e 

B — ( - 1 , 0, 1, 2, 3, 5. 8], quais das relates seguintes 
sao funcoes de A em B7 


a) R = 


(a 1 , y) G A X B 


v = 


I 


x 


b ) / = { (x, y)GAXB| v “ x 2 + 1 } 

c) g = {(-v, v) G A X B | y 2 = x 2 } 

d) h = { (a, y) G A X j y — A' 3 } 

f 3 3 

B,3 Dados os conjuntos A — 1 1, — , ^ e 


B ~ 3, 2. 4, 


a 


2 ’ 4 


. quais das relagoes seguintes sao 


funcoes de A em B ? 


j 


aj R = (a. v) G A X B | v = - 

1 a J 

b) f = { lx. y)G/lX5|j = 4-jr} 

c) g — { (a, y) E A X B | y = 2 } 

d) It - { (a\ >■) G A X B | x G Q e y £ 


IN) 


Dados os conjuntos A — { — 1. 0, 1, 2, 3 } e 
B — { — 1 , 2, 3, 4, 5. 6, 8, II }, construa o grafico da 
fungao/ = { (a, y) G A X B j y = 3a 4- 2}, determinando 
seu dominie e seu conjunto imagem. 

Dados os conjuntos A = { —2, — 1, 0, 1, 2} e 
B — {0, 3, 4. 5, 12 }, construa o grafico da fungao 
/ — { (a\ y) G A X B \ y = 3x 2 } , determinando seu 
domfnio e seu conjunto imagem. 

O conjunto/ — {(1,2), (4, 5), (6, 8), (3, 9)} e uma fungao 
de A em B, Determine o domfnio e o conjunto imagem 
da fungao. 

O conjunto f ' {(3, 2), (8, 5), (6, a) } e uma fungao cujo 
dommio e D(/) = {3, 8, 6} e o conjunto imagem e 
Im(/) = {2, 5 }. Quais sao os possfveis valores de a? 


Exercicios complementares de C.1 a C.5 


3. IMAGEM DE UM ELEMENTO ATRAVES 
DE UMA FUNQAO 

Imagem de um elemento atraves do 
diagrama de flechas 

Consideremos a fungao descrita pelo diagrama. 



Se u m elemento y de B estiver associado a um 
elemento x de A, atraves de /, entao diremos que y 6 ima- 
gem de x, atraves de /, e indiearemos esse fato por 
v — fix) (le-se "y e igual a / de a" ou “y e imagem de x 
atraves de /”). Assim, temos: 

• 6 =/(t) (6 e imagem de l atraves de /): 

• 7 =/( 2) (7 e imagem de 2 atraves de /); 

• 8 = /( 3) (8 e imagem de 3 atraves de /); 

• 8 = /( 4) (8 e imagem de 4 atraves de /); 

• 1 1 = /(5) (lie imagem de 5 atraves de / ). 


Imagem de um elemento atraves da lei 

y = f(x) 

Consideremos os conjuntos A — f —3, 8], B = [— 1 0, 20] 
e a fungao / : A —* B. onde eada x, x £A,e associado a 
um unico f(x), fix) G B, atraves da lei J\x) = 2x + 1 . 

A lei f(x) — 2x + 1 nos diz que a imagem de cada x do 
domfnio de / e o numero 2a + 1 do contradommio. 
Assim, temos, por exemplo: 

• a imagem do elemento 4, atraves de /’, e: 

/(4) — 2 * 4 + 1 =>/( 4) = 9; logo, (4, 9) j Wf 

• a imagem do elemento atraves de /, e: 


/ 


1 8 


,2 / 


logo, 




2 . 


\ 




2 ’ 


1 , . /I 

— 4-1 — 

2 \2J 


f 


= 7- 


/ 


Note que o sfmbolo /(a) representa a ordenada do 
ponto de abscissa a. Assim, em vez de escrevermos 
f(x) = 2x + l,podemos escrevery = 2x + 1, ou seja, 
o sfmbolo /(a) pode ser substitufdo por y e vice-versa. 



Imagem de um elemento atraves do 
grafico de uma fungao 


ConsideremQs o grafico de uma fungao 

y - /(*)• 


V A 

5- 
4 
3 
2 
1 


J L J L 


_L£ L 





t 

- * 

-h 
/ 1 

J L_ 


r -2 0 


/ 


-4 


-5 



Cada ponto (x, y) do grafico de /deve ser interpretado 
comp (x, /(x)), ou seja, a ordenada e a imagem da abscissa 
atraves de f\ For exemplo, o ponto P( 5, 4) pertencc ao 
grafico, portanto f(5) = 4. Analogamente, terries: 

• (—6, —5) e ponto do grafico; logo /(— 6) = —5; 

* (—2, 0) e ponto do grafico; logo /(- 2) = 0; 

• (2, 3) e ponto do grafico; logo /( 2) = 3; 

* (0, XJ e ponto do grafico; logo /( 0) = 1; etc. 


4. ESTUDO DO SINAL DE UMA FUNQAO 

Sendo f uma fungao de dominio D, dizemos que: 

• / e positiva para um elemento x, ,v £ D. se, e somente 
se, f{x ) > 0; 

• ft negativa para um elemento x, x G D. se. e somente 
se, fix) < 0; 

• f se anuia para um elemento x, x E D. se, e somente se, 
fix) = 0. 

Note, portanto, que o sinal da fungao para um elemento 
x, .v£D,eo sinal de f(x% e nao o sinal de x . 

Exemplo 

Dada a fungao /: IR — + R tal que fix) = x 1 — 9 . temos: 

• a fungao e positiva para X = — 4, pois /(— 4) e positivo: 
/(— 4 ) = {— 4) 2 -9 = 7 ; 

• a fungao e negativa para x = —2, pois /(— 2) e 
negativo: /(— 2) = (— 2) 2 — 9 = —5; 

• a fungao se anida para x = 3, pois /( 3) e zero: 
/( 3) = 3 2 - 9 = 0. 

Atraves do conceito estudado no item 3, podemos 
discutir a variagao de sinal de uma fungao / atraves do 
grafico. 

Exemplo 

Seja o grafico da fungao y = fix) : 



• Para todox, — 2 < x < 7, tem-se que/(x) > 0; por isso, 
dizemos que a fungao /e positiva para —2 < x < 7. 

• Para todo x, — 6 =£ x < — 2 ou 7 < x ^ 9, tem-se 
que J\x) < 0: por isso, dizemos que f e negativa para 
-6Mx < -2 ou 7 <jc 9. 



• Para x = — 2 ou x — 7, a fungao se anuia, ou seja. 
/(— 2) = 0 e/(7) = 0. 

Note que as abscissas dos pontos de inlerseceao do 
grafico com o eixo Ox sao os valores de x para os quais a 
fungao se anuia. 




m / / 

Jf EXERCICIOS &ASIC06 

B.8 Dada a fungao / = { [x,f(x)) £ 
calcule: 
a) /( — 1 0) 


IR X IR j fix) — 3x 4* 40 


c) 


b)/(2) 

B . 9 Dada afu ngao / 

a) /(- L) 

b) /(2) 


1 ) 


n 

J / 


[ (.v.y) £IR X !R 
c)/(— 4) 

( 1 x 


V = X' + X 


:}, calcule: 


e)/( 0) 


d )/ 


2 ) 


B.10 O consumo C de agua, em in', pela populagao de uma 
cidade em fungao do tempo t. em segundos, e dado pela 
equagao C — 2.000 /. 

a) Qual e o consumo de agua dessa populagao em 
1 0 segundos? 

b) Qual e o consumo de agua dessa populagao em 
1 0 boras? 

c) Em quantos segundos essa populagao consome 
48.000 m' de agua? 

B.ll Observe o grafico de uma fungao f: A — *• B. onde 
A= (-1,0, 1,2} eB = {-3, -1,0, 1}. 

ZA 


x 


m) 

b /(-n 


Determine: 

aj/C-1) 

b)/(0) 

O/0) 


i 


i o 


-3 - 


1 2 


C) 


3 


/( 2) ■ 
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B.12 Um biologo, ao estudar uma cultura bacteriologies, 
con loti o numero de bacterias num deierminado instante 
ao qual chamou de instante zero; e ao final de cada uma 
das seis horas seguintes fez nova contagem das 
bacterias. Os resultados dessa experiencia sao descritos 
pelo grafico a seguir. Observando o grafico, responda: 

a) qual o numero de bacterias no ini'cio da contagem. isto 
6, no instante zero? 

b) de quanto aumentou o numero de bacterias da quinta 
para a sexta hora? 

c ) de quanto aumentou o numero de bacterias da terceira 
para a quinta hora? 

Numero rle 
bacterias 

275 


65 - 

47 1 

32 * 


190 


132 a 


92 


1 2 3 4 5 6 

Tempo (boras) 

B.13 Observando o grafico da fiingao/, abaixo. classifique 
como V ou F cada uma das afirmacoes: 

a) (5, 8 ) E/ 

b) O ponto de/ de abscissa 7 e o ponto (7. 0). 

e) O ponto de /de abscissa 4 tern ordenada menor que 8. 

d) Existe apenas um ponto de / com ordenada 4. 

e) Nao existe nenhum ponto de/com ordenada negativa. 

f) Existe um tinico ponto de / com ordenada 2. 

g) Se 5 < x < 6 e (a, y) G f, entao 4 < y < 8 . 

h) Se 7 < x < 9 e (a\ y) £/, entao y > 0. 



B.14 O grdfico a seguir e de uma fungao/ de [—3, 5] em IR. 
Classifique como V ou F cada uma das afirmagoes: 

a) /(- 3) = 7 

b) /(0) = 0 

c) f(4) ~ 0 
- 0 


e) / j 


9 ^ 


< 0 


i /(3) < 0 

g) /(5)-/C-3) = -11 

h) Para todo a. — 3 ^ x < 4 
tem-se que /( a) > 0 , 

i) Paratodojc, — 3 4 
tem-se que/fv) > 0. 

j) fix) < 0 <=> 4 < a 5 

k ) fix) < 0 <=► 4 ^ a 5 




_ J. 

— , 

i 6 

i 

\ 

i 

i 

i 

i 

\ 

i 

L_ 

\ f 

\ i ^ 

-3 0 

x ■ 

-4 

i 


B.15 Uma fungao /: IR* — *• IR* e Lai que /(4) — 2, f (9) - 3 e 
fiab) = f{ a ) -fib), V {a. b ) C IR*. Calcule: 
a)/(36) b)/(81) c)/(2) d)/(l) 

B.16 Seja / uma funcao de IR em IR tal que/(.t) = — ^ ^ 


3 

Qual e o elemento do domtnio de/ que possui como i ma- 
ge m o numero I ? 


2 , - 1 , 0 , 1 , 2 } 
1 . determine o 


B.17 Sendo / uma fungao de dommio A = { 
e contradoimnio IR tal que fix) — 4a 2 - 
conjunto imagem de/. 

Exercicios complementares de C.6 a C.18 


5. ANALISE GRAFICA — 

RECONHECIMENTO DE UMA 
FUNpAO 

Atraves do grafico, podemos verificar se uma relacao 
e ou nao uma fungao. 

Exemplos 

a) Considere o grafico a sesuir, de uma relag ao R de 
A = (1,2, 3} em fi = {4,5, 6,7}: 



Analisando o grafico, percebemos que a relacao R nao 
e fungao de A em B. pois ( 1 , 4) e (1, 7) pertencem a R, ou 
seja. o elemento 1 do conjunto de partida esta associado, 
atraves de R, a dois elementos do contradommio: 4 e 7. 
Representando R em diagrams de flechas, temos: 



B 


Podemos generalize: 


Se uma reta paralela ao eixo Oy interceptar o 
grafico de uma relacao R em mais de um ponto, 
entao R nao e funcao. 

3 

b) Observe o grafico a seguir, de uma relacao R de 
A = [2, 5] em£ = [1,3]: 
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Note que qualquer reta r paralela ao eixo Ov. passando 
por urn ponto de abscissa a\ x G A, intercepts o grafico 
num unico ponto. Isso signifies que qualquer a\ ,r G A, 
esta associado, atraves de R, a um unico y, y G B. Logo, 
R e funcao de A em B. 

Podemos general izar: 


I * « / „ 

Jr EXERCICIOS BAS1C0S 

B.1S O grafico represents uma relagao R de A = 1 1, 2, 3, 4} 
em B — { 5, 6, 7, 8}. R e fungao de A em 2?? Por quS? 


Um grafico representara uma funcao de A em B 
se. e somente se. qualquer reta paralela ao eixo Oy, 
passando por um ponto qualquer de abscissa a\ 
x G A, iiiterceptar o grafico num unico ponto. 


6. DETERMINAQAO DO DOMINIO E DO 
CONJUNTO IMAGEM DE UMA 
FUNCAO 

A partir do grafico de uma funcao /, podemos 
determinar o dommio e o conjunto imagem de /. 

Exemplos 

a) Considere o grafico de uma fung ao /. representado a 
sesuir. 

c 

KA 



0 domlnio da fungao e o conjunto das abscissas de 
todos os pontos do grafico, isto e, D (/) — { —2, — 1 , 1,2}. 

O conjunto imagem da fungao e o conjunto das 
ordenadas de todos os pontos do grafico, isto e, 

Tm(/) = {1,4}. 

b) Considere o grafico de uma fungao /. representado 
abaixo. 



B,1 9 O grafico representa uma relagao R de 

A — { 1, 2, 5, 6} emB = ( 1, 2. 3, 4}. R e funcao de A em 
B? Por que? 



B.20 Qua! doK grificos abaixo representa uma fungao de 
A — [—3, 6] em IR? Por que ? 





O domlnio da fungao e o conjunto das abscissas de 
todos os pontos do grafico, isto e, D (/) = [3, 9]. 

O conjunto imagem da funcao e o conjunto das 
ordenadas de todos os pontos do grafico, isto e, 

Im(/) = [1,8]. 



B.21 Determine o domlnio e o conjunto imagem da funcao / 
cujo grfifico e dado a seguir. 


KA 


/ 


i 

1 1 


/ 


-3 


0 


/ 






/ 


-4 


x 




B.22 Determine o do mini o e o conjunto imagem da funqao / 
cujo grafico e dado a seguir. 


C.6 


y + 
11 


-6 -2 0 


Exercicios complementares de C.19 a C.24 


i 

m 




% 


EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


C . 1 Dados os conjuntos A =[— 3. 2]eB — {4} , represente no 
piano cartesiano o grafico de: 
a ) A X B b) B X A c) A 2 

CAZ O conjunto/ = {(2, 5), (3, 5), (6, 8), (4, 2)} e lima rela- 
9 ao de A — {2, 3, 6. 4} num conjunto B. Essa reiagao e 
fungao de A em B? Por que? 

GL3: O conjunto/ {( 1,2), (x, 3), (5, 8), (6, 4)} e uma fungao 
de A — { i, 5, ft. 9 j num conjunto B. Nessas condicoes, 
qual e o valor de .v? 

C.4 Dados os conjuntos A = [3, 6] e B = {8}, a relag ao 
f — { ( j, y) E A X B | v = 8 } 6 uma fungao de A em B? 
Por que? 

C.5 (Eneni) No quadra abaixo estao as contas de luz e agua de 
uma mesroa residencia. Alem do valor a pagar, cada coma 
mostra como caiculado. em fungao do coiisumo de agua 
(em m') e de eletricidade (em kWh). Observe que. na 
conta de luz. o valor a? pagar e igual ao consumo 
multiplicado por um ceito fator. Ja na conta de agua, 
existe uma tarifa minima e diferentes faixas de tarifacao. 


Companhia de Eletricidade 

Fomecimento 

401 KWH X 0,1 3276000 

Valor - R$ 

53 r 23 


Companhia de Saneamento 

TARIFAS DE AG U A/M 3 



Faixas de Tarifa 

consumo 

Consumo Valor * RS 

ate 1 0 5, 50 

tarifa minima 

5,50 

1 1 a 20 0,85 

7 

5,95 

21 a 30 2,13 



31 a 50 2,13 



acima de 50 2,36 

Total 

11/45 


I) Suponha que. no proximo mes, dobre o consumo de 
energia elelrica dessa residencia. O novo valor da 
conta sera de: 

a) RS 55,23 c) R$ 802.00 e) RS 22.90 

b) R$ 106,46 d)R$ 100,00 

H) Suponha agora que dobre o consumo de agua. O novo 
valor da conta sera de: 

a) RS 22.90 c) RS 43,82 e) R$ 22.52 

b) R$ 1 06,46 d) RS 1 7.40 


C.7 


Considerando a fungao/ = { (,v. y) e IN I) 2 | y = .v 2 — 3x} , 
classifique como V ou F cada uma das afirmagoes: 

a) (3, 0) G/ 

b) (0, 0) G/ 

c) (4, 4) G / 

d) (3, 5) G/ 

e) (l, -2)G/ 

3_ _9_] 

2 * 4 j: 

g) Existent dois valores de x de mode que (jc, 4) E /. 


f) 


G/ 


Um fazendeiro estabelece o preco da saca de cafe em 
funcao da quantidade de sacas adquiridas pelo comprador 


atraves da equagao P — 50 + 


200 


. em que P e o preco 


em do lares ex e o nalmero de sacas vendidas. 

a) Quanto deve pagar, por saca. um comprador que 
adquirir cem sacas? 

b) Quanto deve pagar, por saca. um comprador que 
adquirir duzentas sacas? 

c) Sabendo que um comprador pagou 54 dolares por saca, 
quantas sacas comprou? 

C.8 O grafico a seguir representa uma funcao / de [—4, 2] 
em IR. 



a) /( -4) 


b) /( — 1 ) 


c) 


C.9 Uma fungao/: [Rt — t IR e tal que/(2) = 1 e 

f(a ■ b) —f(a) + f(b), V{a,b] C IRf . Calcule: 
a)/C4) b)/(8) c)/(l ) d)f(j2) 

C.10 O grafico a seguir represen la o cresci memo de uma plan* 
ta em funcao do tempo: 


Altura da 
pianta (cm) 


30 


25 


15 


0 


/ 




A 


/ 


i 

f 

l 


/ 


' i 


/ 


1 


3 x 

Tempo 

(semanas) 


Anafisando o gralico, responda: 

a) Qual a altura da pianta no final da terceira semana? 


b) Qua I foj o crescimento da plania durante a terceira 
semana? 

c) Em qua! das tres semanas registradas iiouve o maior 
desen volvimento da planta? 


C.ll (UFMG) Seja a fun 9 §©/: IR — -» iR tal que 

] 


fix) = 


X 2 + 1 


. Se x A 0, umaexpressao para / 


( 1 


t x 


a) x 


b) 


x 2 + 1 


c) — 


X 


J 


d) 


A" 


X 2 + 1 
e) n.d.a, 


C.12 (UECE.) Seja/: IR — 1 - IR a funcao tal que/(l) = 4 e 
fix + 1) = 4 ■ f(x) para todo x real. Nestas condicoes, 
/( 10) € igual a: 

a) 2 10 c) 2 10 

bi 4- 1(1 d) 4 !0 


C.13 (Fatec-SP) Seja a funcao/ : IN* — *■ IN* tai que 
f{n + 1) = (ft + ].)*/( it ), para todo n £ IN* . 


Se,= ent5o; 


fO) 


a) x — 8 

b) a- = 7 


c) x = 6 

d ) x = 5 


e) n.d.a 


C.14 (Enem) O numero de indivfduos de certa populaqao e 
representado pelo grafico abaixo. 



Em 1975. a populaqao rinha um tamanho aprdximada- 
mente isual ao de: 

a) 1960 

b) 1963 

c) 1967 

d) 1970 

e) 1980 


C.15 (Fuvest-SP) Se /(.v) — 


1 


x 2 + 1 


quanto vale fi%ff )? 


C.16 (Univali-SC) Um movel movimenta-se de acordo com o 
grafico abaixo. A distancia percorrida pelo movel. entre 
os instantes 3 s e 5 s. e: 



a) 80 m 

b ) 800 m 


c) 600 m 

d) 1 .880 m 


e) 8 m 


C.17 (UnLsinos-RS) O consumo de combuslivel de um auto- 
movel e medido pelo numero de quildmetros que percor- 
re, gastando 1 t de combustfvel . 

O consumo depende, entre outros fatores, da velocidade 
desen volvida. O grafico (da re vista Quotro Rodas ) a 
seguir indica o consumo, na dependencia da velocidade. 
de certo auto movel. 



A analise do grafico mostra que: 

a) o maior consumo se da aos 60 km/h. 

b) a partir de 40 km/h. quanto maior a velocidade. maior 
e o consumo. 

cj o consumo e diretamente proporeional a velocidade. 

d) o menor consumo se da aos 60 km/h. 

e) o consumo € inversamente proporeional a velocidade. 


C.18 (UFPB) O grafico da l'un^ao polinomial 

p(x) — jc 4 + -0 — lx 1 — x + 6 esta representado na figura 
abaixo. O con junto sol ugao da inequagao p{x) 0 e: 




-3 


-1 


1 


x 


a) S 

b) S 

c ) S 

d) S 

e) S 


{x 

{* 

[x 

{-* 

{X 


IR 

IR 

IR 

IR 

IR 


x *£ 
-3 

A- « 

-3 

-3 


3 ou X 2 ) 

X =£ ! OU X s 

3 ©U 1 < A 

X — 1 OU 1 =S X ' 

-1 ou.r> 1] 


2} 

2) 


2} 




flTTl 

yj 


B- 

0®] 

' t 7 iff 
iv ' 


; ' r , ■ ■ 




W 
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C,1 9 A ret a re o grafico de uma relagao R cujo dominio e 
D(/?) = { 3 j , A relagao R 6 fungao? Por que? 


C.23 


Determine o dominio e o conjunto imagem da fungao/ 
cujo grafico e a semicircunferencia a seguir: 






-> 

x 


C.20 Uma circunfer6ncia pode ser grafico de uma fungao cu- 
jos dominio e imagem sao intervalos reais? Por que? 


C.21 A reta reo grafico de uma fungao/. Determine o domf- 
nio e o conjunto imagem de f. 


y* 


4 

r 

i- 


O 

1 

0 

X 


C.22 A reta r abaixo e o grafico de uma fun^ao f. Determine o 
dominio e o conjunto imagem de/. 



> 

x 




C.24 (UFPB) Considerando a fungao y = f(x), com 

-7 ^ x « 8, representada na figura, e correto 
afirmar que: 



a) /(-4) +/(4) = 0 

b) /(0) = 0 

c) /(I)-/(2)-/(3) = 0 
ci)/(2) # 0 

e) O conjunto imagem de/ e o intervalo [ —2, 2j. 



Copitulo 13 



1. CONCEITUAQAO 

Toda funqao f em que o domfnio e o contradommio 
sao s ubconj untos de IR denominate funcao real de 
variavel real. 

Para que uma fungao /esteja completamente definida, 
e neeessaiio que sejam dados todos os sens pares 
ordenados on o seu domfnio, o seu contradommio e a lei 
de associacao v = J\x). Porem. para facilitar o estudo das 
fun^oes reals de variavel real, foi convene ionado: 

Se o dommio de uma funcao / for o inais amplo 
subconjunto de IR onde / pode ser definida, e o 
contradommio de / for IR, entao ess a fungao pode 
ser apresentada simplesmente pela lei de associacao 
v = fix). 

Assim sendo, ao apresentarmos a funcao y — fix), 
ficam subentendldos como domfnio e contradommio 
de / os conjuntos: 

mm = k m m I M e m c cdc/) = r 

Exemplos 

a) Ao apresentarmos a fungao /, atraves da lei: 
f(x) = — — , fica subentendido: 

• como domfnio de f o conj unto de todos os numeros x, 

1 

reais. de modo que — tambem seja real; temos que 

x 

— G IR <=> a* G IR e x # 0; logo, T)(f) = I IP 
x 

• como contradommio de f o conj unto dos numeros 
reais, CD(/) - R. 

b) Ao apresentarmos a funcao /, atraves da lei 

/( x) = Jx , fica subentendido: 

* como domln io de / o conjunto de todos os numeros x, 
reais, de modo que Jx tambem se ja real; temos que 

Jx GIR«x£ R+; logo, D(/) = IR + 

* como contradonifnio de f o conjunto dos numeros 
reais CD(/) = IR. 

c) Ao apresentarmos a funcao f, atraves da lei: 
f(x) = 3x + 5, fica subentendido: 

* como domfnio de / o conjunto de todos os numeros x, 
reais, de modo que 3.r 4- 5 tambem seja real; temos 
que 3 j + 5 G IR « x G IR, isto e, 3x -I- 5 e real para 
todoxreal; logo, D(/) = R; 

• como contradonifnio de / o conjunto dos numeros 
reais CD(/) = R. 



EXERCICIOS RES0LVID05 


R.l Determinar o dommio da fungao fix) = 


R.2 


x - 8 


Resolugao 

O domfnio de / e o conjunto de todos os numeros x, 


reais. de modo que 


1 


jc-8 


tambem seja real. Temos 


que 


1 


G IR <=> x G IR e x — 8 ^ 0 (ou seja , X + 8) 


x- 8 

Logo, D (/) — {x G IR I x =£ 8} 


Detemiinar o domfnio da fungao fix) — Jx - 5 . 
Resolugao 

O dommio de f e o conjunto de todos os numeros x, 
reais, de modo que Jx — 5 tambem seja real. Temos 


que Jx — 5 G (R «• .v G IR e x — 5 3 s 0 (ou seja, x > 5). 
Logo, D {/) - {x G IR | x 5= 5 } . 

R.3 Detemiinai' o domfnio da fungao 

1 


M 


x — 8 


+ Jx — 5 . 


Resolugao 

O dommio de f e o conjunto de todos os numeros x, 

1 


reais. de modo que 


real. Temos que 


x - 8 


4- Jx — 5 tambem seja 


i 


x - 8 


4- Jx — 5 G IR .v G IR. 


x — 8 =4 0 e x — 5 3* 0 


(I) 


til) 


Lembrando que o coneclivo “e" indica a interseegao 
das solucoes das inequacoes (I) e (II), temos: 


[» 

(II) 

(inii> 



i5 


1 8 


Logo, D{/) — {x G IR | x s* 5 e x ^ 8}. 


R.4 Determinar o domfnio da fungao fix) 


Jx - 4 
.v 2 - 49 


Resolugao 

O domfnio de / e o conjunto de todos os numeros .v. reals. 

Jx - 4 


de modo que 


x 2 - 49 


tambem seja real. Temos que: 


Jx — 4 
x 2 — 49 


G IR <=> x G IR. x - 4 > 0 e x 2 - 49 ^ 0 


(D 


(ID 




Resolvendo a inequagao (I), encontramos a ^ 4 S eresol- 
vendo (II), encontramos a ^ —7 e a ^ 7. 

Fazendo a intersecgao das solucbes de (I) e (II), temos: 


(i) 

(ID 

tinin 


^ 1 fr- 

1 4 i 



i4 1 7 


Logo, D(/) = (a E IR i x s® 4 e a* =£ 7 



EXHRCICIOS BASICOS 


BJ Determine o dominio de cada uma das fungoes: 

3 


a) #5 = 


x — o 


b) /(a) = Jx - 1 


g) /(.v) - V-v 


b)/U) = 


I 


ifx 


B.4 


3 

+ 

2 

A 2 4 1 

Jx* 4 5 

4 

+ 

I 

a 2 — 2 

J2x - 3 

A 2 - I 

4 

X 

A - 2 

x - 3 


i) m = 


j ) m = 


k) f(x) - 


Determine o dommio de cada 
representando-o no eixo real: 


uma das funcoes. 


a) fix) = — + 


I 


b) f(x) - 


x a 2 - 4 

7 1 


4- Jx — 1 


x 


A 


16 


4 


1 


a 2 - 9 


Jx + 1 


c) fix) 


Jx + ; 


5 


d) fix) — Jx 2 + 1 + 


(a- - 5-v 4 4)(.v 3 - 8) 

I 


Jx 2 4 2 


4 r 


Exercicios complementares de C.1 a C,4 


c) fix) = 



d) /(.v) - 

7-v - i 

e) /"(a) — a 4 2 

f ) fix) = x 2 


i) fix) — x 2 — Sa 4 12 


2. RAIZ DE UMA FUNCAO 


j) A*) = “3 


4 


A 2 4 1 


a) == Jx 1 + 1 


Considere a fungao /: IR — >• IR tal que /(a) = a 2 — 9, 

Note que /( 3) - 3 2 - 9 = 0 e/(-3) - (-3) 2 - 9 = 0. Ou 
seja, para a = 3 ou x = —3, a fungao /(a) = a 2 — 9 se anu- 
la. For isso, os numeros 3 e — 3 sao chamados de raizes 
(on de zeros) da fungao /. 


B.2 Determine o dommio de cada uma das funcoes, repre- 
sent ando-o no eixo real: 


a) fix) = 


1 


x — 1 


4 Jx 


b) f '(x) - Jx - 3 


1 


Jx — 1 


<* m = S 


d) fix) - A 3 4 


X - 1 


e) fix) = Jx - I • if 


- i 


B.3 Determine o donn'nio de cada lima das funcoes 

a) ** = 3 


b) fix) - jAx - 1 


c) fix) 


d) fix) = 


5 


Jlx - 1 
3 

a 4 - I Qa 2 4 9 


e) fix) = 


f) fix) = 


(a - 1)(2a — I )(4a - 5) 


1 


5 _ 32 


A 


■4 J 2a — I 


g) fix) = 


Jt)x 4 2 


A 6 - ! 


h) fix) - 


Jx 1 4 3 


A 


4 ~ 1 


Definigao 

Chama-se raiz (ou zero) de uma funcao real de 
variavel real, y = fix), todo numero r, do dommio 
de f y tal que f(r) = 0. 


Exemplos 

a) As raizes da funcao /(a) = a 2 — 5a + 6 sao todos os 
valores reals a tais que fix) = 0. Isto e, 

.V 2 — 5a 4- 6 = 0 => a* = 2 ou a = 3 . Logo, as raizes de 

w 

/ sao 2 e 3. 

b) A raiz da fungao g(A) = 2 a — 3 e obtida fazendo-se 

3 

#(a) = 0, isto e, 2 a — 3 = 0 => a = — . Logo, a raiz 

,4 i 3 

deg e — . 

c) A fungao h(x) — a 2 + 9 nao possui raiz no dominio IR, 
pois a 2 4- 9 = 0 => a 2 = — 9. Nao ha numero real cujo 
quadrado seja igual a —9. 


3. FUNCAO CONSTANTE 


Consideremos a fungao real, de variavel real fix) — 5, 
ou seja, a imageni de qualquer numero real a e o numero 5. 
Por exemplo: 

f(2) « 5 


f(JT)= 5 



Sen grafico e: 


A 


i 


i 


-14 


1 2 \7 


Tal funcao e denominada funcao constante. 


Chama-se funcao constante toda funcao 
/: IR— IR, tal que fix) = k (k. constante real ). 


O grafico da funqao constante f(x) = k 6 a reta 
paralela ao eixo Ox pelo ponto (0. k). 


Y‘ 


k 


0 


0 

X 


4. FUNCAO CRESCENTE E FUNCAO 
DECRESCENTE 

Considere o grafico de uma funcao f: 



Note que no intervalo [2, 7j C D{ /), se consideraimos 
dois numeros quaisquer.v, e x 2 , com x 2 > x h teremos que 
a imagem de x 2 sera maior que a imagem de x,, isto e: 

{xj, x 2 } C [2, 7] e Xj - > x j > f(x 2 ) f(x J 

Por isso, dizemos que a funcao ft crescente no intervalo 
[2, 7]. Observe: 



Note tambem que. se considerarmos no intervalo [7, !0] 
dois numeros quaisquer .v , e x 2 , com x 2 > x,, teremos que 
a imagem de x, sera menor que a imagem de x lz isto e: 

{x Y , x 2 } C [7. 10 J e x 2 > x, => /(x 2 ) < /(x,) 

Por isso, dizemos que a funqao f e decrescente no 
intervalo [7, 10], Observe: 




Assim, podemos definir: 


Uma funcao /, real de variavel real, e crescente 
era. A, A C DC/), se, e somente se, para quaisquer 
numeros x, e x 2 do conjunto ,4, ocorre: 


X> > X 


f(x 2 ) >/(-V,) 


Uma funqao f. real de variavel real, e decrescente 
em ,4, A C D(/), se, e somente se, para quaisquer 
numeros x, e x 2 do conjunto A. ocorre: 


x. > x. 


/(*>) < fix ,). 





EXERCICIO RESOLVIDO 


R.5 O grafico de uma funcao/ e dado a seguir. Quais sao as 
raizes tie/? 



Resolugao 

Note que/(— 4) = 0J'(1) = 0,/(3) = 0 e f(5) m 0. 
Logo, as raizes de / sao —4, ! , 3 e 5. 


As raizes de uma i'ungfio / sao as abscissas dos 
pontos de intersect ao do grafico de/com oeixo Ox. 



Pratica pode aumentar capacidade 

da memoria 

(...) O ponto de vista padrao, repetldo em quase 
todos 05 textos de psicologia, e de que o limite 
comum para a memoria a curto prazo e de cerca de 
sete bits de informagao — - a extensao de um numero 
de teiefone. IHais do que isso, em geral, os numeros 
nao podem ser retidos confiavelmente peia memoria 
a curto prazo a menos que as unidades separadas 
sejam repartidas em "porqoes", como os numeros 
de urn preflxo telefonico que sao lembrados como se 
fossem uma unica unidade. 

(...) numa surpreendente demonstragao do poder 
absolute do treino para romper barreiras na habili- 
dade da mente para Ildar com a informagao, Anders 
Ericson, psicologo da Universidade do Estado da 
Florida, em Tallahassee, que escreveu recentemente 
urn artigo sobre o papel da pratica deliberada para 
performances espetacu lares, na revista American 
Psychologist e seus colegas da Universidade Carnegie- 
i 'lellon e5timulam seus estudantes universitarios a es- 
cutar uma llsta de ate 102 digitos e recita-los corre- 
tamente. 

Apos 50 horas de pratica, com diferentes grupos 
de digitos, quatro estudantes consegulram lembrar 
de ate 20 digitos apos ouvirem uma unica vez. Um 
estudante, um executivo sem talento especial para 
matematica, conseguiu se lembrar de 102 digitos; 
esse feito exiglu 400 horas de pratica. (...) 

O Estado de 5. Paulo , 22 out. i 994 . 

Para ler o texto na Integra consulte o site Estadao net 
escola (www.estadao-escda.com.br), dicando em "Pesqui- 
sa "Temas transversals" e "Ciencia e meio ambiente" com 
as pa lavra s-chaves 'capacidade" e "memoria". 


av 


.fl&- 

w, 

‘ml 


dp 


f EXERC1CI0S 6AS1C0S 


B.5 Determine as raizes de cada uma das fungoes reais de va- 
riavel real: 

a) fix) ~ x 2 — 4x -iW3 
b ) y — 5x + 3 

c) fix) = Jx 2 — 9 

d) fix) “ a 4 — 4x 2 

e) y — x 4 — 3,v 2 4- 2 

f) y - x 2 + 1 

g) f(x) = x 3 — 6x 2 + 8,v 

, . .v + 1 5x 4~ 3 



B,6 O grafico de uma fungao / e dado abaixo. Determine as 
raizes da fungao f. 



B.7 Construa o grafico de cada uma das funcoes: _ 

a) f{x) — 5 b) j'(x) = — 1 c) y = Jl 

B.8 De o dominio e o conjunto imagein de cada uma das 
fungoes: 

a) fix) ~ 5 b) f{x) = — 

B.9 O grafico de uma fungao f e: 



a) Em que intervalo(s) do dominio a fungao/ e crescente? 

b) Em que intervalo(s) do dominio a fungao / e decres- 
cente? 

c) Em que mtervalo(s) do dominio a fungao/ e constante? 
B.10 O grafico de uma fungao / e a rela r: 



Classifique como V ou F cada uma das afirmacoes: 

a) O dominio de / e o conjunto IR. 

b) O conjunto imagem de f e IR. 

c) / possui uma unica raiz. 

d) / e decrescente em lodo seu dominio. 

e) / e crescente em todo seu dominio. 

f) / 6 constante. 

g) /(- 2) = 0 

h) /( 0) = 3 

Exercicios complementares de C.5 a C.12 


i) f(x) 


.v 


i 

JP EXERCICIOS COM PLE M ENTARES 

C.l Determine o domfnio de cada uma das fungoes: 

a) fix) - JxF d) f(x) - 7^ 

b) fix) ~ f—x 2 e) fix) ~ J-x 3 

c) fix) - f-{x- I) 2 " 


C.2 (Faap-SP) Determine o dommio e o con junto image m da 
fungao /U) = 7l ~a + 7x “ 1 ■ 


C.3 (Cesgranrio) Sendo x 3 4, o conjunto imagem da ftmgao 


y — Jx + Jx — 4 e dado por: 


a) [ y £ IR 

b) { v £ R 

c) {y £ R 


y 3= 0 } 
0<y«2} 
>’3 2} 


d) { y £ R 

e) n.d.a. 


4} 


C.4 (UFMG) Seja f: R — ♦ R uma fun§§o dada por 

f{x) — 2 4- Jx 2 + 1 . Pode-se afirmar que o conjunto 
imagem de f e: 

a) {y £ R; y 3= — 1 } d) (y £ R: y 3 3 } 

b) {y £ R: y 3= 0 } e) R 

c) {y £ IR: >‘3 2} 


C.5 Determine as raizes de cada uma das fungbes 

x 3 - 9 


a) fix) = 


b) fix) - - 


x + 3 

A- 2 + 3 
2a - 2 


a - 1 


c) fix) = 7a 2 — 3 — 2a 

d) fix) = 7a + 5 - x + I 

G.6 As raizes da fun^ao fix) - ax 1 + bx + 4 sao 1 e 2, 
Determine os valores de a e b. 


C.7 Construa o grafico da t’uncao fix) 



C.8 O grafico a seguir mostra a velocidade (v) de urn auro- 
movel em funcao do tempo (r): 



a) Em que intervalo(s) de tempo a velocidade e crescente? 

b) Em que intervalo(s) de tempo a velocidade e decres- 
cente? 

c) Em que intervalo(s) de tempo a velocidade e constante? 


C.9 (Enem) Em uma prova de 100 m rasos, o desempenho 
tipico de uni corredor padrao e representado pelo grafico 
a seguir: 



Baseado no grafico, em que intervalo de tempo a 
velocidade do corredor e aproximadamente constante? 

a) Entre 0 e 1 segundo. 

b) Entre l e 5 segundos. 

c) Entre 5 e 8 segundos. 

d) Entre 8 e 1 1 segundos. 

e) Entre 12 e 15 segundos. 

C.10 Um economista. para fazer uma analise da variacao da 
taxa de inSa^ao num determinado ano, num determinado 
pais, enumerou os meses de 1 a 12 e associou a cada mes 
a inflagao eorrespondente, obtendo assirn a tabela abaixo 
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Mes 

Taxa de 


infiacao (%) 

1 

6 

2 LI 

8 

3 

9 

4 

7 

5 

6 

6 

L 9 

7 

9 

8 1 

9 

9 

8 

10 

6 

11 

■— 

12 

| 9 


Considere a rela^ao R do conjunto dos meses 
A — { 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 1 1 , 12} no conjunto das 
taxas, em %, B — {6, 8, 9, 7, 5}, associando a cada mes 
a taxa de infiacao eorrespondente. 

Construa o grafico da relacao R e, observando o grafico, 
responda: 

a) Do mes t ao mes 3, a taxa de infiacao foi crescente, 
decrescente ou constante? 

b) Do mes 6 ao mes 8, a taxa de inflagao foi crescente, 
decrescente ou constante? 

c) Do mes 9 ao mes 11, a taxa de infiacao foi crescente. 
decrescente ou constante? 

d) Qual a variafSo da taxa de infiacao do mes 7 ao mes 8? 

Note pelo grafico que, do mes 1 ao mes 2, a taxa de 
infiacao cresceu 2%: por isso dizemos que do mes 1 ao 
2 a variacao da taxa de inflagao foi £2%, Note ainda. 
pelo grafico. que, do mes 4 ao mes 5, a taxa de infiacao 
decresceu I %: por isso dizemos que a variacao da taxa 
de infiacao do mes 4 ao 5 foi de — 1 %. 


Espessura hi drat a da (ern microns) 


C. 1 1 (Emm) A obsidiana 6 uma pedra de origern vulcanlca 
que. em contato com a umidade do ai\ fixa agua em sua 
superficie formando uma camada hidratada. A espessura 
da camada hidratada aumenta de acordo com. o tempo de 
permanencia no ar, propriedade que pode ser utilizada 
paj'a medir sua idade. O grafico abaixo rnostra como 
varia a espessura da camada hidratada, em microns 
(1 micron — 1 milesimo de milimetro) em fun^ao da 
idade da obsidiana. 
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Idade (em anos) 

Com base no grafico, pode-se concluir que a espessura 
da camada hidratada de uma obsidiana: 

a) e diretamente proporcional a sua idade. 

b) dobra a cada 10.000 anos. 

c) aumenta mais rapidamente quando a pedra e mais 
jovein. 

d) aumenta mais rapidamente quando a pedra e mais 

velha. 

e) a parlir de ! 00.000 anos nao aumenta mais. 


C l 2 (Enem) O crescimento da populacao de uma praga 
agrfcola esta representado em funcao do tempo, no 
gralieo abaixo. onde a densidade populacional superior 
a P causa prejufzo a lavoura. 

Densidade 

populations) 



No memento apontado pe!a seta (T), um agricuhor in- 
troduziu uma especie de inseto que e inimigo natural da 
praga. na tentative de controla-Ia biologicamente. 

No momento indicado pela seta (2), o agricultor aplicou 

grande quantidade de inseticida. na tentativa de eliminar 
totaJmente a praga. 

A analise do grafico permite concluir que: 

a) se o inseticida livesse sido us ado no momento niar- 

cado pela seta (T), a praga teria sido comrolada 

defiuitivamente, sem necessidade de um tratamento 
posterior. 

b) se nao tivesse sido usado o inseticida no momento 

marcado pela seta (T), a populacao de praga continu- 

aiia aumentando rapidamente e causaria grandes da- 
nos a lavoura. 

c) o uso do inseticida tomou-se necessario, uma vez que o 

controle biologico aplicado no momento (T) nao resul- 

tou na diminuigao da densidade da populacao da praga. 

d) o inseticida atacou tanto as pragas quanto os seus 
predadores: entretanto, a populacao de pragas recupe- 
rou-se mais rapido. voltando a causar dano a lavoura. 

e) o controle de pragas por rneio do uso de inseticida*, e 
muito mais eticaz que o controle biologico, pois os seus 
efeitos sao muito mais rapidos e tern maior durabilidade. 
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1. CONCEITUAQAO 

Uma maquina fabric a 2 m de corda por minuto. A 
tabela abaixo descreve a producao dessa maquina em 
funcao do tempo. 



■ 1 I i T m f! •t ! " f t 1 I ft |i U u HP f 

0,5 

i 

1,0 

2 

1,5 

3 

2.0 

4 

2,5 

5 

3,0 

6 

3,5 

r 7 

4,0 

8 

4,5 

9 

5,0 

10 


entao dizer que o grafico abaixo descreve a producao 
dessa maquina em funcao do tempo. Indicando por x o 
tempo, em minutos. e por v a produgao. em metros, temos 
que a lei que associa xey6y = 2x. 


Produgao (m) 
10 
9 
8 
7 
6 
S 
4 

3 

2 

1 


0 


* 


/ 


-f 

f 

i 

U / i 

/ 3 

La i l 


/ 


/i 


/ 1 


J L L 


1 2 3 4 5 Tempo (min) 


O gratieo correspondente a essa tabela e: 


Produgao (m) 
10 

9 

5 
7 

6 
5 
4 

3 

2 

1 


0 


f 


■9 


9 


m 

W 


Sg 




— ■ —i - j ! 


— « 


J L 


Q P s ^ 1,5 2 2,5 2 3,5 ^ 4,5 ^ Tempo (min) 


Neste capiiulo vamos estudai' funcoes como a desse 
exempio, isto e, fungoes do tipo y = ax + b, com 
C [R e a # 0. 

Definigao 


Toda fungao dp tipo/(x) — ax + b com [a,b] C iR 
e a ^ 0 e denominada fungao do I s grau ou fungao 
afim. 


Exemplos 

a) y ■ 3.r + I 

b) y — x — 5 


c) v 


4x 

JC 


d) y = + 1 


Se diminuirmos mais e mais o interval o entre as 


me 



1 


1 


j n 


, ou seja, — min, — min, etc., obteremos 

4 o 

mais e mais pontos. e todos numa mesma reta. Podemos 


Nota 

Toda fungao do 1 Q grau v = ax + b em que b = 0 
recebe o nome particular de funcao linear. Sao lineares 

x 


as fungoes y — 2x, y — 


, v = .v. etc. 
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UNIDADE 3 


2. GRAFICO DE UMA FUNCAO DO 
1 2 GR AU 

Demonstrate que o grafico de uma funcao do 
1- grau e uma reta. 


Urn importante postulado da geometria diz: “Dois 
pontos distintos determinant uma reta”. De acordo com 
esse postulado. a construcao do grafico de uma fungao do 
1 - grati e feita obtendo-se dois de seus pontos distintos e 
tragando-se a reta determinada por eles. 



EXEKCICIOS RESOLVIDOS 



R.l Construir o grafico da funcao y = 3x — 6. 

Resolugao 

O grafico da funcao y = 3x - 6 e uma reta. Logo, 
precisamos de dois peutos distintos para determina-la. 
Para isso. airibuimos a x dois valores reais, distintos, 
qualsquer e calculamos a imagem y de cada um deles: 





Valores 

arbitrarios ► 


0 3*0 — 6 = 


I 3*1-6= 


—6 => (0, —6) e um ponto 
da reta. 

—3 => ( I , — 3) e um ponto 
da reta. 


Assim, o grafico da fungao y - 3x — 6 6: 



R.2 O grafico da fungao y = ax 4- b 6: 



Determinar os valores de a q b. 
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Resobigao 

Como o ponto (0. 4) pertence ao grafico, temos que a 
sentenga y m ax + b deve tomar-se verdadeira para 
x = 0 e y — 4, isto 6, 4 = a * 0 + b =3 b — 4. 
Analogamente, o ponto (—2, 0) pertence ao grafico; 
entao devemos ter 0 = a • (—2) + b. 

Como b — 4, temos 0 = a - (—2) + 4 => a — 2. 

R.3 Uma empresa. para construir uma estrada. cobra uma 
taxa fixa mais uma taxa que varia de acordo com o 
numero de quilometros de estrada construfda. O grafico 
descreve o custo da obra. em milhoes de dolares, em 
fungao do numero de quilometros construfdos. 

a) Obtenha a lei y = fix), para x > 0, que determina esse 
grafico. 

b) Determine a taxa fixa cobrada pela empresa para a 
construgao da estrada. 

c) Qual sera o custo Lota! da obra, sabendo que a estrada 
tera 50 km de extensao? 

y k 

(em milhoes 
de dolares) 



i 

i 

t 

t 


- 1 » 

^ x (km) 



Res o lu f do 

a) O grafico e uma semi-reta contida na reta que passa 
pelos pontos (0, 4) e (10, 5). A lei y — f(x), cujo 
grafico e essa reta. e da forma y — ax + b. 

Como os pontos (0, 4) e (10. 5) pertencem a essa reta. 
devemos ter: 

4 = a * 0 + b => b — 4 (I) e 5 — a ■ 10 + b (II) 
Substituindo (I) em (II), temos: 

5 = a * 10 + 4 => a — ~- 
Assim, a lei que determina esse grafico para* > 0 e 





Nota 

Devemos sapor x 3® 0, pois x e o numero de quilo- 
metros de estrada coDStraida; logo, uao ha sentido em 
atribuirmos valores negatives ax 

b) A taxa fixa e obtida fazendo X — 0, ou seja, o imcio da 
obra: 

0 , t , 
v = — — t 4 => y = 4 
10 

Logo, essa taxa e de 4 milhoes de do lares. 

c) Para calcularmos o custo total da obra, basla fazermos 
x ~ 50, ou seja, o termino da obra: 


B.2 Construa o grafieo de cada uma das fungoes a seguir. 
Determine os pontes de interseegao de cada grdfico com 
os eixos coordenados Ox e Oy. 

a) >• = 5x - 10 d) y - - 3 




e) y ~ — 3,v + 2 

f ) v - 2x 


B.3 O grafieo da fungao y = ax + b e: 



+ 4 ~ > v — 9 


Logo, o custo total da obra sera de 9 milhoes de d61a- 
res. 


A funcao do primeiro grau na economia 

Suponha que urn fabricante gastou R$ 900,00 
em moldes para a confecgao de fiascos de vldro e 
que, alem disso, o custo de produgao de cada frasco 
seja de R$ 0,05. Asslm, o custo total, em reais, para 
a produgao de x frescos e dado por: 

Qx) = 900 + O,05x 


Em economia C(x) e chamada de funcao custo, 
em que a parcela 900 e chamada de custo fixo, 
pols nao depende da quantidade produzlda; e a 
parcela 0.05x e chamada de custo variavel, por 
depender do numero de unldades produzidas. Essa 
fungao do primeiro grau e crescente e seu grafieo e 
formado por pontos de uma semi-reta de origem no 
ponto (0,900): 


c (x) 


J L 



xfunidades produzidas) 



Mote que o grafieo e formado por pontos “isolados" 
porque a variavel x so pode assumir valores naturals. 


jf EXERCICIOS BASICOS 

B.l Construa o grafieo de cada uma das fungoes: 


a) y — 2x — 4 

e)_y = 

2x - 

b) y = -2* - 4 

f ) y — 

X 

3 

c) y = 5* 

g)y = 

3x 

2 

d ) y — —5x 


■ 




Determine: 

a) os valores de a e b ; 

b) a raiz da fungao. 

B.4 O grafieo da fungao y = ax + b e: 



Determine os valores de a e b . 


B.5 (UECE) Toda funcao/': IR — ► IR tal que f(x) - ax, com 
a A 0. e chamada de fungao linear. Pode-se afirmar 
que: 

a) toda fungao linear e crescente em todo seu dominio. 

b) toda fungao linear e decrescente em todo seu dominio. 

c) o grafieo de uma fungao linear e uma reta que passa 
pela origem do si sterna de coordenadas. 

d) existem fungoes iineares com raiz positive. 

e) existem fungoes iineares com raiz negative. 

B.6 Chama-se fungao identidade a fungao linear /(.v) = x 
Construa o grafieo da fungao identidade determi nando 
seu dominio e seu conjunto imagem, 

B.7 Um vendedor recebe a tftulo de rendimento mensai um va- 
lor fixo de RS 160.00 e mats um adicional de 2% das ven- 
das por ele efetuadas no mes. Com base nisso, responda: 

a) Qual o rendimento deste vendedor em um mes no qual 
o total de vendas feitas por ele foi de RS 8.350.00? 

b) Qual a fungao que expressa o valor do seu rendimento 
mensai em fungao de sua venda mensai? 
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UNIDADE 3 




B.8 O grafico seguinfe mostra a temperatura de uma regiao 
da cidade de Sao Paulo desde as 7 h ate as 11 h em urn 
dia de invemo. 



a) Quai a temperatura maxima nesse periodo? 

b) Quai loi a variacao da temperatura desde as 9 h ate 
as 1 1 h? 


Exercfcios complementares de C.1 a C.3 


3. VARIAQAO DE SINAL DA FUNQAO 
DO 1 2 GRAU 


Representando esquematieamente a variacao de sinal 
da funcao, temos: 


X 


fix) = 2x~ 6 


O estudo da variacao de sinal da funcao f(x) = 2x — 6 
pode ser feito tambem algebricamente, sent o auxflio do 
grafico. Observe que: 

• a raiz da funcao f e a raiz da equacao 
'M ~ 6 = 0 =4 X = 

• os valores de x para os quais /(x) e posilivo ( fix) > 0) 
sao as sol u goes da inequacao 2x - 6 > 0 => x >3; 

6 os valores de x para os quais f(x) e negativo f/(.v) < 0) 
sao as sol ucoes da inequacao 2 jc — 6<0=s>x<3. 

Logo, temos: 


+ 


f(x) = 2x-& 



Considere a fungao do I s grau f(x) = 2x — 6, cujo 
grafico e dado a seguir. 



Note que: 

• 3 e raiz da fungao; 

• a funcao e crescente; 

• para qualquer x real, x > 3, temos f(x) > 0; por 
exemplo, /( 4) > 0; 

• para qualquer x real, x < 3, temos f(x) < 0; por 
exemplo, /( 2) < 0. 

Por isso, dizemos que: 

• a funcao se anula para x = 3; 

• a funcao e positive para todo x real, x > 3; 

• a funcao e negativa para todo x real, x < 3. 



Como outro exemplo, vamos estudar o sinal da funcao 
fix) = ~2x + 4. 

I) Graficamente: 



•26 raiz da funcao; 

* a funcao e decrescente; 

° para qualquer x real, x > 2 , temos /(x) < 0; 

• para qualquer x real, x < 2, temos /(x) > 0. 
Assim, esquemalicamente, temos: 


f (x) = -2x + 4 


II) Algebricamente: 

• a raiz da fungao/ e a raiz da equacao 
— 2x*+4 — 0=^x‘= 2; 

• os valores de x para os quais fix) 6 negative (fix) < 0) 
sao as soluqoes da mequaqao — 2x + 4 < 0 x > 2; 

• os valores de x para os quais/(x) e positive (fix) > 0) 
sao as solucoes da inequacao — 2x + 4 > 0 => x < 2, 

Loso, temos: 

l_r 7 




f {x) - -2x + 4 


— 

X 



Resume 



|1| 

Jf EXERCICIO RESOLVIDO 

R.4 O grafieo mostra a temperatura de uma regiao do Rio 
Grande do Sul desde as 5 h ale as ! 1 li. 


Portanto, a temperatura 0 U C deu-se as 6 h. 
b) Analisando o grafieo. constalamos que. nesse peri'odo. 
a temperatura esteve negativa para 5 ^ .v < 6. on seja, 
durante 1 h. 



c) Analisando o gralico, constatamos que. nesse perfodo. 
a temperatura esteve positiva para 6 < x *£ 1 1, ou seja, 
durante 5 h. 



a) Em que horario desse perfodo a temperatura atingiu 
0°C? 

b) Durante quanto tempo desse perfodo a temperatura 
esteve negativa? 

c) Durante quanto tempo desse perfodo a temperatura 
esteve positiva? 

Resolugao 

a) O grafieo e uni segmento de reta contido na reta que 
passa pelos pontos (5, —2) e (1 L, 10). A lei v = fix) 
que tern como grafieo essa reta e da forma y — ax + b . 
Como os pontos (5, — 2) e (11, 10) pertencem a essa 
reta. temos: 


j — 2 = a • 5 + b (1) 

■4 

10 — a • 1 1 4- b (II) 

Subtramdo. membro a membra, as igualdades (I ) e (II): 

— 12 = —6 a => a — 2 

Substituindo a — 2 em (I): 

-f= 2 *5 + b => b = -U 

Logo, o grafieo em questao e dado per y = 2x — 12. 
com 5 S 11. 

Para sabermos o instante em que a temperatura 
chegou a 0 “C, bastafazer y = 0, ou seja: 



v-A 


3f EXERCICIOS BASICOS 


R.9 Discuta, airaves de grafieo. a vartacao de sinal de cada 
uma das funcoes: 


a) fix) 

b) fix) 

c) j\x) 

d) y — 


= 5a — 1 0 
= — 5.r — 10 
= 3aT -r 1 
3.r + 1 


e) y = 5.v 

f) y = -5 a 


a 


i “ r — ? 


) y ~ x 


h) y = 

i) fix) 

j) fix) 

k) fix) 

i) fix) 


— > — o 


A 


4jt + 1 
-4a- A 1 

X 

— A' 


B.1G Discuta, algebricamente, a variaoao de sinal de cada uma 
das furujSes: 


a) fix) - 2x ~ 5 


b) fix) — —2x — 5 


v 


e) fix) = — + 1 


3 


A 


f ) fix) = - y + 1 


c) y — 4 a + 2 


g) fix) ~ a/2 a: — J6 



ro 

LU 

Q 




B.ll Discuta a variagao de sinal da fungao y = ax + b 7 cujo 
graft co e a reta: 

y | 


o 


-i 


A 

/ 1 
/ 


/ 1 
/ ! 


r 


I 


S 


I f 

l 

/ 


X 


B.12 Discuta a variagao de sinal da fungao y — ax + b, cujo 


grafico e a reta: 



B.13 Uma fungao linear f 6 decrescente. Qassifique cada 
uma das afirmagoes como V on F: 


a) /( ! ) > 0 

h ) M < o 


d) f(-\)<Q 

e) 0 


c) f 


\_\ 

2 


< 0 


f) /( 0) = o 


Exercicios complementares de C4 a C.8 


4. FUNQAO DEFINIDA POR MAIS DE 
UMA SENTENQA 

Urn elevador e construido segundo as seguintes 
especiflcagoes: 

* para carga de massa menor ou igual a 1.000 kg, sao 
usados cabos de aco de 20 mm de diametro; 

• para carga de massa x kg, com x > 1 .000, sao usados 

cabos de aco de mm de diametro. 

* 50 

A fungao seguinte mostra o diametro f(x) de cada 
cabo, en i funcao da massa x, sendo/(x) era mm e x era kg: 


/(*) = 


20, se 0 =£ x 
x 


1.000 


50 


. se x > 1 .000 


Note que essa funcao e definida por duas sentencas: 


1.000 


fix) = 20, se 0 **= x 
x 


fix) 


50 


, se x > 1 .000 


O grafico de / e: 



Perceba, por esse exemplo. que nem sempre e possivel 
definir uma funcao atraves de uma tinica sentenca v — fix). 
Por isso estudaremos neste capftulo as fun goes definidas 
por duas ou mais sentengas. 



EXERCICIOS SASICOS 


B.14 (Faap-SP) Seja/(x) - 


1 , se x e racional 
— 1 , se x 6 irracional 


A expressao E = 

a) —2 

b) 2 


/(0) + /(l)-/(/2) 


e igual a: 


c) -l e) -3 

d) 1 


B.X5 


Construa o grafico de cada Lima das fun goes e de seu 
domfnio e conjunto imagem: 



•"T. ^ £ 

o, se a: ^ 3 
x — 2, se x > 5 


MM = 


c) /(x) = 


x + 3 . se x =£ 1 
4, se x > 1 
2x — 1 , se x 4 
x + 3 , se x > 4 

k. * 


x + 1 . se x« 2 
d) f(x) = - 3 , se 2 < x 4 

X ~ 1 , se x > 4 


B.16 Convenciona-se usar a “bolinha vazia ! ' para se excluir 
um ponto de um grafico, por exemplo, o grafico da 

—2, se x *£ 1 
2. se x > 1 


fungao fix) — 


e: 



a) / (x) = 


De acordo com essa ideia, constma os graficos 

4, se x 0 
x + 2, se x > 0 
x — 1 , se x *£ 3 
x + 2, se x > 3 
2x — 3 , se x ^ 2 


c) fix) = < 


—x + 3, se 2 < x 4 
x — 1 , se x > 4 




B.17 A temperatura de uma caldeira varia linearmente de 0 £ C 
a 300 °C no interval© de 0 niin a 10 min e, a partir dai, 
sua temperatura pemianece constante. 



a) Qual e a lei que expressa a temperatura da caldeira em 
funcao do tempo? 

b) Construa o grafico da temperatura da caldeira em 
funcao do tempo, 

Exercfcios corinplementares C.9 e C.10 



EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


C.l 


Con st i t ta o grafico da funcao y - 



C.2 (Vunesp) Um botanico mede o crescimenio de uma 
planta. em centimetres. todos os dias. Ligando os pontos 
colocados por eie num grafico. resulta a figura abaixo. 
Se for mantida sempre essa relagao entre tempo (/} e 
altura (h), a planta tera, no trigesimo dia, uma altura 
igual a: 

a) 5 cm 

b) 6 cm 

c) 3 cm 

d) 15 cm 

e) 30 cm 



C.3 (U. C’atolica de Salvador-BA) Em um certo pais, as 

pessoas maiores de 21 anos pagam um imposto progres- 
sive sobre os rendimentos. Esse imposto corresponde a 
1091 sobre as primeiras 1.000 unidades monetarias 
recebidas e 20% sobre os ganhos que ultrapassam esse 


valor. Nessas condigoes, indicando por i o valor do 
imposto e por r uma renda superior a 1.000. tem-se: 

a) i = 0,2r - 100 d) i = 100 + 0.3r 

b) i = 100 4- 0,2r e) i = r- iOO 

c) i — 0,3r 


C.4 Uma barra de ferro foi aquecida ate uma temperatura de 
30 °C e a seguirfoi resfriada ate a temperatura de —6 C, 
O grafico mostra a temperatura da barra em funcao 
do tempo. 

A 

Temperatura (”C) 

30 




> 

Tempo (min) 


a) Depots de quanto tempo, apds o infeio do resfriamento. 
a temperatura da barra atingiu 0 °C? 

b) De 0 a 6 min, em que intervalo de tempo a temperatura 
da barra esteve positiva? 

c) De 0 a 6 min, em que interv alo de tempo a temperatura 
da barra esteve negativa? 

C.5 Um banco paga as contas de um cliente. As contas 
vencem, no mes de abril, segundo a funcao 

2x 

y = — — — 4- 1 S, em que xE {1, 2. 3 30} ereo sail- 

5 

do do cliente em milha res de reais, no dia.c de abril. 

a) Em que dia do mes de abril o soldo do cliente chega a 

R$ 0,00? 

b) Ent que intervalo de tempo, no mes de abril. o saldo e 
positivo? 

c) Em que intervalo de tempo, no mes de abril. o saldo e 
negative? 

C.6 A agua que usamos em nossas casas vem de grandes 
represas que devem ser conservadas sempre limpas. 
Suas margens nao devem serpovoadas. para que esgotos 
nao sejam despejados era suas aguas. 

Suponha que numa dessas represas o medidor do nfvel da 
agua consista de uma barra graduada. perpendicular a 
superffeie da agua, conforme a figura. sendo 0 ni o m'vel 
minimo para abasteeimento da regiao servida pela represa, 
O grafico mostra o ni'vel dessa represa em funcao do 
tempo, nos dez primeiros dias do mes de niaio. 
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b) A absorcao resistance da ingestao de mais de 20 mg/dia 
e igual a absorcao resultante da ingestao de 20 mg/dia. 

c) Para ingestoes acima de 20 mg/dia, quanto maior a 
ingestao. menor a poreentagem absorvida do eomposto 
ingerido. 

d ) Para ingestoes de ate 20 mg/dia, a absorcao e propor- 
cionai a quantidade ingerida. 


Supondo que o grafico em lodo o mes de maio seja um 
segmento de reta. responda: 

a) Em que dia do mes de maio o nfvel da agua atingira o 
minimo necessario para o abastecimento da regiao? 

b) Durante quanto tempo no m£s de maio o nfvel da agua 
se apresentara negativo? 

c) Durante quanto tempo no mes de maio o nfvel da agua 
se apresentara positive ? 

C.7 (Unicamp-SP) O grafico da funqao v = mx + n passa 
pelos pontos A(l, 3) e B( 2. 8). Pode-se afirmar que: 

a) a unica raiz da fungao e 4. 

b) /(3) = 10 

c) /( 4) = 12 

d) f{x) < 0 » x < 3 

e) fix) > 0 » a- > — 

C.8 ( UFCE) A funcao /( x) — ax + b e tal que /( 3) = 0 e 
/( 4) > 0. Pode-se afirmar que: 
a) a < 0 

b } / e crescente em lodo seu domfnio. 

c) /{ 0) = 3 

d) / e constante. 
ej /( 2) > 0 

C.9 (UFMG j Observe o grafico. em que o segmento AS e pa- 
ralelo ao eixo das abscissas. Esse grafico represents a re- 
lagao entre a ingestao de certo eomposto. em mg/dia. 


Absorcao h 
(mg/dia) 



*■ 

Ingestao 

(mg/dia) 



A unica afirmadva /w/jv/ relativa ao grafico e: 
a) A razao entre a quantidade absorvida e a quantidade 
ingerida e constante. 


C.10 (Enem) O documento abaixo e a conta de luz de uma 
residencia. Alem do valor a pagar. a conta mostra como 
calcula-lo, em fungao do consumo de &gua (em ni 3 ). 
Observe que existe uma tarda mfnima e diferentes faixas 
de tarifacao. 

3 


Companhia de Saneamento 

Tarifas de agua/m 3 


Faixas de 

consumo 

Tarifa 

Consume 

Valor - RS 

ate 10 

5,50 

tarifa minima 

5,50 

11 3 20 

0,85 

7 

5.35 

21 a 30 

2,13 



31 a 50 

2,13 



acima de 50 

2,36 

Total 

11,45 


Dos graficos abaixo, o que meihor represents o valor da 
conta de agua, de acordo com o consumo. e: 



Cctpftilo 15 



1. A PARABOLA 

Para o estudo da funcao do 2- grau e necessario o 
conheeimento de uma curva plana denominada parabola. 
Ess a curva e a inters ecgao da superfine de inn cone com 
um piano paralelo a uma das geratrizes desse cone. 

4 


a 


Nomenclature! 

A parabola e composts por dois ramos simetricos em 
relagaq a uma reta e chamada de eixo de simetria. O 
ponto V da parabola que pertence ao eixo de simetria e 
ebamado de vertice da parabola. 



Plano para le to 
^ geratriz AB 

rabola 


Geratriz 

(infinite) 




Eixo de simetria 



Em v arias s imagoes do dia-a-dia pode-se perceber a 
presenga da parabola. 


Exemplos 

a) Quando langamos uma pedra obliquamente para cima, 
sua trajetoria e parabolica. 


s' 

m- s 

(f 


b) Quando acendemos o faro) do cairo. os raios de luz, pro- 
veniemes da lampada, incidem num espelho parabolico 
e sao refletidos paralelamente ao eixo de simetria. 




Como voce ve, embora poucos saibam o nome dessa 
curva, ela faz parte do nosso cotidiano. 

A parabola esta intimamente ligada ao estudo das 
fungoes. Observe, por exemplo, alguns pontos do grafico 
da fungao /(.*) = -v 2 : 



Se atribuimios a x os infinitos valores reals, obteremos 
a parabola: 



Neste capftulo, vamos estudar fungoes como a desse 
exemplo, isto e, fungoes do tipo fix) = ax 2 + bx + c. com 
{«, b, c} C IR e a ¥= 0. 

Definigao 

Toda fungao do tipo y — ax 2 + bx + c, com 
{a, b, c) C !R e a ^ 0, e chamada de fungao qua- 
dratica ou fungao do 2 s grau. 



Exemplos 

a) y — 3x 2 — x — 2 

b) f{x) = 4x 2 - 2 


c) f(x) 





Cornu sabemos que o grafico de uma funqao do 2- gran 
e uma parabola, marcamos no piano cartesiano os pontos 
obtidos pela tabela e a seguir uniinos esses pontos 
desenhando uma parabola. 


Fogoes sola res 

E po55fvel utilizar a radlacao solar para fins 
domesticos, por exemplo, para cozinhar alimentos. 
Para isso deve-se concentrar essa radlaqao erm 
pequenas regioes, utillzando-se lentes ou espelhos. 

Os fogoe5 solares usam espelhos parabolicos 
para a conoentragao de calor. Os raios solares 
incidem na superflcie do espeiho e ao se refletirem 
passam pelo foco do espeiho. O calor concentrado 
nesse ponto e suficlente para cozinhar alimentos. 



As re cep goes de ondas eletromagneticas atraves de 
antenas parabolicas ocorrem de maneira semelhante. 


T BalTstica 

As fungdes do segundo grau sao fundamentals nos 
estudos de balistica, ciencia que se ocupa do movl- 
mento de projeteis. Conheddas as veiocidades do 
projetil e o angulo de elevagao, e possivel determinar 
a eauacao da trajetoria que e um arco de parabola. 

Para uma distancia dada. sempre eastern dois 
angulos de elevacao que enviarao um projetil ao 
iLigar desejado. ha pratica, pode ser necessaria a 
mals alta das duas trajetorias para superar um obsta- 
culo. Excegao: o angulo de 45° e o maior alcance 
possivel e e uinlco. 



As linhas pretas representam o percurso que seguiriam 
os projeteis se nao existisse a forga da gravidade. As 
iinhas vermelhas indicam as trajetorias reals dos projeteis. 


2. GRAFICO DE UMA FUNpAO 
DO 2 2 GRAU 


3. PONTOS NOTAVEIS DA PARABOLA 


Demonstra-se que o grafico de urna funqao do 
tipo f(x) = ax 2 + bx + c. com {a, b.c) C IR e a # 0, 
e uma parabola. 


Alguns pontos da parabola, por facilitarem a eonstrucao 
do grafico da funcao do 2- grau, merecem destaque. Veja- 
mos quais sao eles. 


Essa parabola tern o eixo de simetria perpendicular ao 
eixo Ox e sua concavidade e voltada para o sentido 
posit i vo do eixo Oy, se a > 0, ou voltada para o sentido 
negativo do eixo Oy, se a < 0. 

Exemplo 

Para esbogar o grafico da funcao y = x 2 — 1, podemos 


construir a seguinte tabela: 

q 

i 




i 

1 

l 

; f 

j l 

1 

/ » 

1 

1 

1 

I 

-3 

8 

8 

3 

-2 

n 

J 

-1 

0 

0 

-1 

1 

0 

2 

j 3 

\ 2 

I 1 

J 

1 

1 1 

1 1 

1 i 

1 t 

1 f 

1 1 -w 

3 

8 


-3 -2 -1 0 

12 3 x 




Os pontos de interseccdo da parabola 
com o eixo Ox (se existirem) 

Para obte-los, a partir de y = ax 2 4* bx + c, basta 
atribuirmos o valor zero a variavel y e resolver a equaqao: 

ax 1 + bx 4* c = 0 (I) 

Para resolve- la, utilizamos a formula de Bhaskara, 

—b ± J~A . , , . 

x — , em que A = b — 4 ac. 

la 

• Se a equagao ( I J ti ver A > 0. entao tent dims raizes reais 
e distintas: .r, A x 2 . Assim, os pontos de inters ecqao da 
parabola com o eixo Ox sao (jt,, 0) e (x 2 , 0). 

Resumindo: 


a > 0 a < 0 

(concavidade para cima) (concavidade para baixoj 



Exemplo 

Dada a fungao do 2 e grau y — 2x 2 — x — 1, para 
obtermos os pontos de intersec^ao de seu grafico com o 
eixo Ox, alribuimos o valor zero a variavel v e resolvemos 
a equa^ao 2x 2 — x —1=0. 

Temos A — b 2 — 4ac => A = (— l) 2 — 4 • 2 • (— 1 ) = 9. 

Como A > 0, a parabola intercepts o eixo Ox em dois 
pontos distintos: ;(x t , 0) e (x 2 , 0), em que jc, e x 2 sao raizes 
da equa^ao. 

Determ inando x, e x 2 , temos: 

(-l)a: J9_ 

2 * 2 


Temos ainda que o coeficiente de x 2 e positivo ( a > 0); 
logo, a parabola tern a concavidade voltada para cima: 



* Se a equacao (I) tiver A = 0, entao tera duas raizes reais 
e iguais: x t = x 2 . Assim, a parabola sera tangente ao 
eixo Ox no ponto de abscissa x, = x 2 . 

Resumindo: 



3 > 0 

(concavidade para cima) 


a < 0 

(concavidade para baixo) 



Exemplo 

Na 1'ungao fix') — — 4x 2 — 1 2x — 9, fazendo /(x) = Q, 
obtemos as raizes de /, on seja: 

— 4x 2 - 12x - 9 = 0 

Temos A = b 2 — 4ac => A = (— 12) 2 — 4(— 4)(— 9) = 0. 

Como A = 0, temos duas raizes reals e iguais (x, = x 2 ); 
portanto a parabola tangencia o eixo Ox no ponto de 
abscissa X\ = x 2 . 

Determinando essas raizes, temos: 







(-12) ± V0 

2(-4) 


O coeficiente de x 2 e negativo (a < 0); logo, a parabola 
tern a concavidade voltada para baixo: 

I 

y 



2 


• Se a equacao (I) tiver A < 0. entao nao tera raizes reais. 
Assim, a parabola nao tera ponto em comum com o 
eixo Ox. 

Resumindo: 


a > 0 a< 0 

(concavidade para cima) (concavidade para baixo) 



> 

x 




Seja y == 2x 2 + x + 1. Fazendo v = 0, temos 
2x 2 + x' "t 1=0. 


A = b 2 - 


=> A=l 2 — 4*2-1 = — 7 


Como A < 0, a equaqao nao possui raizes reais. Isso 
significa que a parabola correspondente ao grafico da 
fungao nao tem ponto em comum com o eixo Ox. 
Sabemos ainda que o coeficiente dex 2 e positivo {a > 0); 
logo, a concavidade e voltada para cima. 



Para determinarmos a posicao dessa parabola, podenios 
construir uma tabela: 


y 


j k 



1 l 

' 1 O 

l 

1 1 

T 

3 3 

1 

1 

o 

1 2 

* 

X 


Nos subitens segui rites. estudaremos alguns pontos 
notaveis da parabola que dtspensarao a construcao 
dessa tabela. 


UNIDADE 3 


O ponto de interseegao da parabola 
com o eixo Oy 

Para obte-lo, a partir de y — ax - + bx + c, bast£ 
atribuirmos o valor zero a variavel x: 


v = a • 0 2 + h * 0 + c 


v ~ c 


Assim. o ponto de intersecgao da parabola com o eixo Oy 
e (0, c). 

Exemplo 

Para esbogar o grafico da fungao y = a: 2 — 6x + 5, 
vamos obter os pontos de intersecgao da parabola com os 
eixos Ox e Oy. 

Fazendo y = 0, temos x 2 — 6x + 5=0. 

m* J 

A — b 2 — 4 ac 

A = (— 6) 2 — 4-1*5 = 16 


Logo, 


_ _ —b ± VA 

X 2a 

. . X| 5, X) — 1 


} x - 


— ( — 6 ) ± JT6 


1 


Portanto, a parabola intercepta o eixo Ox nos pontos 
(l, 0) e (5, 0). 

Fazendo .v = 0. temos: 


y = 0 2 - 6- 0 + 5 


y = 5 


Entao, a parabola intercepta o eixo Oy no ponto (0, 5) 
O esboco do grafico e: 



O vertice da parabola 

Outro ponto notavel da 
parabola e o seu vertice. 

Como obt6-lo? 

No exemplo anterior 
esbocamos o grafico da 
fungao y = x 2 — 6x + 5, 
represeniado ao lado. 

O vertice Pda parabola 
pertence ao eixo de sime- 
tria e, Logo, sua abscissa e 
a do ponto medio do seg- 
mento de extremos ( 1 . 0) e 
(5, 0), ou seja, x = 3. 



Substitnindo x por 3 cm y = x 2 — 6x + 5, obtemos a 
ordenada do vertice: 

y = 3 2 — 6 • 3 + 5 => y = —4 

Portanto o vertice da parabola e o ponto V(3, —4). 

Para determinar. genericamente, as coordenadas do 
vertice V da parabola de equagao y = ax 2 + bx + c, 
vamos supor que a ordenada de V seja o numero k. A reta 
de equagao y — k possui apenas o ponto V em conium 
com a parabola: 



(E claro que o grafico 
pode estar em uma 
posigao diferente des- 
sa, A ilustragao e so 
para facilitar o raeio- 
cinio.) 


Portanto o sistema - 


y m flF + bx + c (I) 
y — k (H) 


tem uma unica solugao. Substituindo (II) em (I), obtemos 
ax 1 + bx + c = k, ou seja, ax 2 + bx + c — k = 0 pi). 
Como essa equagao deve ter raizes reais e iguais (pois o 
sistema tem uma unica solucao), impomos que A = 0, 
isto e: 


b~ — 4 a(c — k) = 0 
b 2 — 4ac + 4 ok = 0 

4 ac — b- b 2 — 4 ac 


.k = 


A 


4 a 


4 a 


4a 


— b~ 

Substituindo k por — — — na equagao (111), 


obtem-se x — — 


2a 


4a 


aca voce mesmo as contas.) 



V 


Concluimos, entao, que o vertice da parabola e o ponto 
{ b A ^ 


2 a 


4a 


j 


I 


A 


EXERCICIOS RESOLVIDOS 

R.1 Esbogar □ grafico da fungao y = — x 2 + 4x — 5. dando 
seu dominio e conjunto imagem. 

Resolugdo 

Fazendo y = Q, temos ~x 2 + 4x —5=0. 

A = 4 2 — 4(— 1)(— 5) A = -4 

Como A ^ 0, a fungao f^uo teni latzes icais, portanto a 
parabola nao intercepta o eixo Ox. 

Fazendo x — 0, temos v = — 0 2 + 4- 0 — 5=s»v = —5. 




Logo, a parabola intercepta o eixo Oy no ponto (0, —5). 

Para deterrainarmos o vertice V'(av, \y), vamos usar as 
formulas: 



Temos, entao, que 1/(2, — 1 ). 
O esbogo do grafico e: 



O dominio da fungao e iR. 

O conjunto inragem e Im = J— do. — l]. 

R.2 Observe o grafi co da fungao fix) — ax 2 + bx + t\ 
Detemiinar (7. b e c. 



Resolugao 

(0, 2 ) E/ => 2 = a • 0 2 + b ■ 0 + c 

(1, 0) E/ 0 = a - l 2 + b • 1 4- c 

(4,0) E/ => 0 = a ■ 4 2 + b • 4 + c 


Assiro, para determ mar a, b e c, basta resolvermos o 

c = 2 (I) 
a + b + c = 0 (II) 

16o 4- 4b 4- c — 0 (III) 


sistema i 


Substituindo c por 2 em (II) e (HI), e, a seguir. mullipli- 
cando por -4 am bos os membros de ( II ), temos: 


A fungao do segundo grau na economia 

imagine que a Petrobras destine determlnada 
verba para a construgao de oleodutos ou compra de 
caminhoes. 0 dinheiro pode ser empregado apenas 
na compra de cam inhoes, ou apenas na construgao 
de oleodutos, ou ainda, uma parte na compra de 
caminhoes e a outra na construgao de oleodutos. 
Algumas das possibilldades estao descrltas na tabeia 
e no grafico abaixo: 


ItmTiHiiii niSnuTTn iTiT53l 



1 

50 

0 

0 

55 

40 

19 

30 

34 



x [numero de 
caminhoes) 


Em economia, esse grafico e chamado de curva 
de possibilidade de produgao Esse curva pode ser 
aproximada por uma fungao do segundo grau 
y — 3K ? - + bx + c. Para obter os valores de a, b e c, 
substituem-se x e y pelas coordenadas de cada Lin- 
de tres pontos escolhldos na tabeia, por exempio, 
(50, 0), (O, 55) e (40, 19), obtendo-se o sistema: 

a • 5CP + b • 50 -f c = O 
< a * CP + b • 0 4 c = 55 
a • 40' ■)■ b ■ 40 + c= 19 


cuja solugao e a = . 

50 




e c = 55 As- 

4 


sim, a fungao do segundo grau que aproxima esse 
grafico e: 



x 

To 


+ 55 


a + /> + 2 — O' (—4) 
16 gt + 4/7 + 2 = 0 


2 


— 4a — 4& — 8 m 0 
16a + 4b + 2 = 0 


Somando, membra a membro. essas duas ultimas equa- 
goes, temos 12 a — 6 = 0 => a = 


1 


Substituindo. em (II), a por — er por 2, obtemos 


— ~ + b +2 = 0 => b — — — - 


1 


0 ’ 


, b ~ — 


5 


e r 


= 1 


3 EXERCICIOS BASICOS 


B,1 Esboce o grafico de cada uma das funqqcs. dando seu 
dominio e conjunto imagem: 


a) y = a -2 — 8a + 12 

b) y — x 2 — 4x — 5 

c) y = —Ax 1 + 3 a 

d) v — —a 2 + 9 

e) y — 4x 2 + 8a 

f ) y = 2x~ — 2a + 1 


g) y - -5a- + 2a — I 

h) | == a 2 — 6a + 9 

i) v — —a 2 — 4a — 4 

Jr ^ 

j) y = 3 a 2 

k) v = —5 a 2 


Temos. entao. a = 


ax 2 + bx + c e: 


B.2 


B .3 


O grafico da fungao y ~ 



Determine: 


a) os valores de a, b e c: 

bi o conjunto imagem dessa funcao. 


O grafico da funcao y = ax 2 + bx + c e: 



Determine os valores de a. b e c. 


4. MAXIMO (MINIMO) DE UMA 
FUNQAO DO 2- GRAU 

Valor maximo de uma funcao 
do 2 9 grau 

Seja a funcao f(x) = — x 2 + 6x, cujo grafico e: 



Note que/(3) 3 s /(x), V.r, .r £ D( f). Por isso dizemos que: 

• /(3) = 9 e o valor maximo da fungao/; 

• 3 e o ponto de maximo da funcao /. 

Generalizando 


B.4 O grafico da funcao f(x) — ax 1 + bx + c e: 


y J 

L 

2 

v Jr 

1 

” — T. 


iV 

0 

1 

t . 

0 

1 x 


a) Determine os valores de a, b e c. 

b) Calcule /f4). 

B.S Para que valores reals de m a funcao f{x) = nix 2 + 3jc + 1 
possui duas raizes reais e distintas? 

B.6 Para que valores reais de m a fungao 

f(x) = x 2 + mx + m — 1 ad mite duas raizes reais e 
ieuais? 

fc_- 


B.7 Para que valores reais de m a fungao 

f(x) — (m — 2).v 2 + 2mx + m + 3 nao admite raizes reais? 


B.S 


Construa o grafico de cada uma das fungoes e de sen do- 
nunio e conjunto imagem: 


a) fix) 


x 1 — x, se _t M 3 
6, se x > 3 


mm 


.v 2 — 2.r, se x ^ 2 

js 

—x + 4^ se x > 2 

■ 


c) fix) - 


x 2 — 2x, se x K 2 
— .r : + 5.r — 6, se jc > 2 


Exerctcios complementares de C.1 a C.1 1 


Se o ponto V e vertice da parabola que representa 
graficamente a funcao do 2- grau /(.*■) = ax 2 + bx + c. 


com a < 0. entao a abscissa de V. 

de maximo e a ordenada de V, 
maximo da fungao /. 


b 


2a 


. e ponto 


A 


4 a ’ 


, e o valor 


A receita maxima 


5uponha que uma empresa venda seus produtos 
de modo que o preqo unitario depends da quantidade 
de unidades adquiridas pelo comprador. Por exemplo, 
se, sob determinadas restricoes, para cada x unidades 

X 

vendidas o preqo unitario e 40 - — reais, entao a 


receita (total bruto recebido pela venda) e dada por: 


R(x) = x 40 

v 


x 


A 


J 


X‘ 


, ou ainda, R(x) = + 40x 


Em economia R(x) e chamada de funcao receita. 

Uma analise da fungao receita no5 permite tomar 
decisoes acertadas no sentido de otimizar a lucrativl- 
dade da empresa. For exemplo, na funcao R(x) 
acima, podemos conduir que a receita maxima e 
R$ 2.400,00 e e obtlda com a venda de 100 unidades 
do produto. Observe: 



Valor mfnimo de uma funcao 
do 2 s grau 

Seja a funcao /(x) = x 2 — 6x, cujo grafico e: 



Note que/(3) ^/(.v). Vx,x G D(f). For isso dizemos que: 

• /'( 3 ) = —9 e o valor mmimo da ftm§a t>/; 

• 3 e o ponto de mmimo da fun^aojP. 

Generalizando 


Se o ponto V e vertiee da parabola que represent 
graficamente a firngao do 2 s grau/(x) — ax 1 4- bx 4- c, 

... « . b 

com a > 0. entao a abscissa de V, — — — . e ponto 

2 a 


de mmimo e a ordenada de V. 
nimo da fun^ao /. 



e o valor mi 


0 esboco do grafico e: 


Ponto de 
mmimo 


0 


2 


Valor mmimo 


O valor mmimo da funcao e 


a ' 


O ponto de mfnimo da funcao e — — . 



EXERCICIOS BASICOS 


B.9 Esbocc o grafico e determine o valor maxi mo (on o 
mfnimo) e o ponto de maximo (oii o de mfnim o) de cada 
uma das f undoes: 

a) y ~ x 1 — 8.v + 7 c) y = — x 2 4* 2x 4- 8 

b) y = — 2r 2 4- 2x ~ 3 d) y — 3x 2 — 2x 4 1 


B.10 


Determine o valor maximo (mfnimo ) e o ponto de maxi mo 
(mfnimo) de cada uma das funcoes: 


a) y ~ 2x 7 - \Zx + 10 

b) y - — x 2 + 4x + 5 

c ) y = x 1 — 9 

d) y = — x 2 4- 1 6 
e ) y = 3x 2 


f) v = x 2 — 2x + 4 

g) y — —x 2 4 3x — 5 

h) y = x 2 + 9x 

i) y ~ — x 2 — 4x 


B.ll Determine m, m G iR. de modo que o valor maximo da 
fungao/(x) = —x 2 4- 4x + m seja L 

B.12 Caleule o valor de w, m G LR. de modo que o valor 
mfnimo da funcao /(x) = x 2 4- mx — rn — 6 seja —9. 




B.13 Sabe-se que, sob urn certo angulo de tiro, a aitura alingida 


® , 

por uma bala, era metros, era funcao do tempo, era 

f EXERC1CIO RESOLVIDO 

m| segundos, e dada por hit) - —20; 2 4 200/ . Qua! a aitura 

Jt * * * V -1 H 1 w. -m .dr 



Esbocar o grafico da funcao y - 2v : + 2r 4- 1 e determi- 

nar sen valor mmimo e seu ponto de mmimo. 

Resolucao 

A 

Fazendo y -- 0, temos 2v 2 + 2v 4- 1 = 0. 

A = 2 2 - 4 • 2 • 1 
A = -4 

Como A < 0, a parabola nao intercepta o eixo Ox. 
Fazendo x H 0, temos y = 2 • 0 2 4- 2 • 0 4- 1 y = 1. 
Logo, a parabola intercepta o eixo Oy no ponto (0. 1 ), 
Para a detenu ina^ao do vertiee V(x v ■ >v). temos: 


A v 


.Vv 


2 a 

A 


Xw 


4a 


Vv = 


7 . -> 

-t~4) 
4 • 2 


IV 


Vv 


1 


Assim. temos V 


1 

1 

\ 

V £ 

2 

/ 


tiro, a bala atinge a aitura maxima? 





B.14 (Unifor-CE) Num certo instante, uma pedra e langada de 
uma altura de 1 0 m em reiacao ao solo e atinge o chao apos 
60 segundos. A altura da pedra em reiacao ao solo, em 
funcao do tempo, pode ser represen tada por uma funcao 
do segundo grau. cujo grail co esta representado abaixo. 



A altura maxima h, atingida pela pedra. e de aproxima- 
damente: 

a.) 20.4 m c) 21,5 m e) 22,4 m 

b) 21 m d) 22 m 

Exercicios complementares de C.12 a C.18 


5. VARIAQAO DE SIMAL DE UMA 
FUNgAO DO 2 - GRAU 


Consideremos a fungao fix) — x 1 — 6a + 8, cujo 


grafico e: 


Observe que: 


1 x 



] 

/ — e /(5) sao positivas; 


a 


• /( 3) e negativa; 

° /( 2) e /(4) sao iguais a zero, pois 2 e 4 sao raizes da 
funcao. 


Lembremos que discu- 
tir a variagao de sinal da 
funcao f significa deter- 

-- %f w 

minar os valores a, do do- 
nunio de /, para os quais 
f(x) e positiva, f(x) e ne- 
gativa ou /(a) e igual a ze- 
ro. Analisemos o grafico 
ao lado: 



• se x = 2 ou x = 4, entao f(x) = 0 

• se x < 2 ou x > 4, entao f(x) > 0 

• se 2 < x < 4. entao /( x) < 0 

Esse resumo e a variagao de sinal da fungao /, que pode 
ser representada esquematicamente no eixo real por: 


2 4 


f U) = x 2 -6x + S 


— 

+ 


Generaliza 5 ao 

De modo geral. a discussao da variacao de sinal de 
uma funcao do 2 fi grau, f(x) ~ ax 2 + bx + c, recaira 
sempre em um dos casos seguintes: 




6. INEQUApAO DO 2- GRAU 

Chama-se inequacao do 2- grau toda inequagao que 
pode ser representada nuraa das seguintes formas: 

cix 2 + bx + c > 0 
ax 2 + bx + e 0 
ax 2 + bx # c < 0 
ax 1 + bx + e ^ 0 
ax 2 + bx + c # 0 

com |d, b, c) C 1R e a A 0. 

A resolucao desse tipo de inequacao e fundamentada 
no estudo da variacao de sinal da funcao do 2 s grau, con- 
forme mostram os excrete ios resolvidos a seguir. 


EXERCICIOS RESOLVIDOS 

R.4 Resolver em IR a inequacao x 2 — 2x — 3 > 0. 

Resolugao 

Uma boa maneira de se resolver uma inequagao do 2- 
grau e atraves do grafico. 




Raizes da funcao fix) = a 2 — 2x — 3 


R.6 Resolver em tR a inequagao — x z + 2x — 5 > 0. 


.v 2 - 2* - 3 = 0 
A = i> 2 — 4 ac => 

— b ± JA 


A - (— 2) 2 - 4 • 1( — 3) - 16 



— ( — 2) ± /T6 

rn 





Logo, a parabola intercepta o eixo Ox nos pontos de 
abscissa x t = 3 e x 2 = — 1 . 

• Grafico de / 

Como o coeficiente de x 2 e positivo (a > 0), a parabola 
possui a concavidade voliada para cima, conforme o 
grafico a seguir. 



A inequacao pede os valores de x para os quais 
fix) > 0. ou seja, x 1 — 2x — 3 > 0. Essa desigualdade 
ocorre se, e somente se. x < - 1 ou x > 3. Logo, o 
conjunto solugao e: 



(D 


^ 1 


R.5 


Resolver em IR a inequacao a- — 1.x + 6^0. 
Resolugao 

• Raizes da fungao/(A) = x 2 — lx + 6 


A - 2 - 7x + 6 = 0 

A = b 2 — 4 ac =? A = ( — 7)- — 4 ■ 1 • 6 = 25 



h ± 


a 


=> x = 


~(~7j ± V25 

2 • 1 


A' | = 6, x 2 = 1 

Logo, a parabola intercepta o eixo Ox nos pontos de 
abscissa Xj ~ 6 e x 2 — L 
* Grafico de/ 

Como o coeficiente de X 2 e positivo {« > 0). a parabola 
possui a concavidade voltada para cima, conforme o 
grafico a seguir. 



A inequacao pede os valores de x para os quais 
fix) ^ 0, ou seja, x 2 — lx A 6 0. Isso aeon tece se, e 

somente se, 1 ? 6. Logo, o conjunto solugao da 

inequagao e: 


Resolucao 

3 

• Raizes da funcao f(x) = ~x 2 + 2r — 5 

- x 2 + 2v - 5 = 0 

A = b 2 - 4 ac => A - 2 2 - 4(-l){-5) = -16 
Como A < 0. a equagao nao tern raizes reais; portanto 
a parabola nao tem ponto em comum com o eixo Ox 

* Grafico de / 

O coeficiente de x 2 e negativo ( a < 0); logo, a parabola 
possui a concavidade voltada para baixo, conforme o 
grafico a seguir. 



A inequagao pede os valores de a para os quais fix) > 0. 
ou seja, —a 2 + — 5 > 0. 

Note que essa desigualdade nao ocorre para valor algum 
de A, pois/( a) € negati va para todo A real. Logo, nao exis- 
te a que satisfaga a inequacao e, portanto, S — 0. 

R.7 Para que valores reais de m a funcao fix) — a 2 — 3a + m 
6 positiva para qualquer X real? 

Resolugao 

O grafico da fungao/e uma parabola com a concavidade 
voltada para cima (a > 0). Para que essa funcao seja 
positiva para todo a real, a parabola nao pode ter ponto 
em comum com o eixo Ox. 



Para que isso ocorra, devemos ter A < 0. 

A — b 1 — 4 ac —> A — (— 3) 2 — 4*1 m 
A = 9 — 4m 

Impondo A < 0, temos: 

9 — 4m <0 —4m < — 9 

9 

. . 4m >9 . . m > — 

4 


Assim, a fungao / sera positiva para todo a real se. e 


9 

4 ’ 


S ~ {x E [R 


somente se, m > 



UNIDAOE 3 


tfr 


EXERCICIOS BASICOS 


B.15 Discuta a variagao de sinal de cada uma das f undoes 

a) f(x) = x 2 - 5x 1 4 

b) v — — x 2 # x + 2 


c) y — 


x 


2 


— X + 


1 


d) fix) = -x 2 + 6x - 9 

e) f(x) = 3x 2 — x + i 


fj fix) - - 

g) y — x 1 

h) fix) = 


0 y ' 


+ X - 


3 


9x + 20 
.v 2 + 5x - 6 


i) y = x 2 — x + 


I 


j) y = “3X 2 + 2* — - 

k) fix) = 5x z — x + 1 


1 


1) fix) ~ ~ 


x 


+ X ~ 


B.1 6 Resol va era IR as inequacoes do 2 fl grau: 

a) x 2 - 3x - 4 > 0 

b) 3x 2 - 2x s= 0 ■ 

c) -X 2 + A- + ! 2 > 0 

d) x 2 — 2x + 1 < 0 

e) x 2 — 6x + 9 ^ 0 

f) x 2 - x + 6 > 0 


a) - 


3.\ 


~r X — 


i 


o 


h ) x 2 - 7x + 10 3 0 

i) — x 2 — 2x + 8 3 0 

j) 3x 2 - 2x < 0 

k) 4x 2 - 4x + 1 > 0 


1) — 3x 2 + 4x - 


4 

3 


0 


m ) Zv~ i 5x + 1 < 0 


n) 


2x : 


+ x — 


< 0 


o) x 2 < 9 

p) x 7 < x 


q) 


X 


r) 


3 


X“ 


3x . x 

> 


1 


£ 

3 


7 


x 2 - 1 

35 


- 2 


+ 2 < x 


B.17 Para que valores de m, m £ jR, a funcao 

fix) - 4x 2 — 3x + m — 1 € posiriva para qualquer x. 

x e ir? 


B.18 Para que valores de m, m £ IR, a fungao 

fix) — —{in + l)x 2 + 2mx — m — 1 e negativa para 
qualquer x, x £ IR? 


Exerci'cios complementares de C.19 a C,22 




C.1 



C.3 


C.4 



C.6 


C.7 



C.9 


C.10 


EXERCIC10S COMPLEMENTARES 


(Mackenzie-SP) Na figura, temos o grafico da fungao 
real definida pory = x 2 4- mx + (15 — m). A ordenada 
k do porno de intersecgao da parabola com o eixo Oy e: 



a) 25 b) 18 c) 12 d) 9 e) 6 

0 grafico da funcao fix) = lex 2 - (2/c 4- 4)x + k + 4. 
k £ IR, intercepta o eixo das abscissas em dois pontos 
distintos. Determine os possiveis valores de k. 


O grafico da funcao fix) — x 2 + x + 2k - 3. k £ IR, nao 
intercepta o eixo das abscissas. Determine os possiveis 
valores de k. 


(Vunesp) Encontrar a fungao quadratic a cujo grafico 
passa pelos pontos P, (0. 1), P, (— 1 , —2) e P, ( —2, 7), 

Considere o conjunto A — [—1,2] e a fungao f; A — * IR 
tal que fix) = x 2 — 7x + 12. Determine o conjunto 
im agent de /. 

Obtenha o conjunto imagem da funcao /: [0. 4[ — * IR tal 
que/(x) = x 2 — 2x — 3. 

Sendo o conjunto A — [0, +«[ea fungao f: A — ► IR tal 
que f{x) = — x 1 + 4x, qual e o conjunto imagem de / ? 

(PUC/Campinas-SP) Uma bola e largada do alto de urn 
edificio e cai era diregao ao solo. Sua altnra/i em relacao 
ao solo, t segimdos apos o langamento. 6 dada pela 
expressao h = -25t l + 625. Apos quantos segundos do 
lancamento a bola atingira o solo? 

a) 2,5 c) 7 e) 25 

b) 5 d) 10 


(Fuvest-SP) O grafico de fix) — x 2 + bx + c, onde bee 
sao constantes reais, passa pelos pontos A(0. 0) e B( 1 . 2). 


Entao / 


2 _> 

r J 


vale: 




e) 4 



(Fuvest-SP) Considere a parabola de equaqao 
v = x 2 + mx + 4m. 

a) Ache a interseegao da parabola com o eixo Ox, 
quando m = —2. 

b) Determine o conjunto dos valores de m para os quais 
a parabola nao intercepta o eixo Ox. 

4 


C.11 Construa o grafico da fungao 

x 2 + 2x + 2, se x — 1 

fix) _ . - Xt se - I < x l e de seu donunio e 

—x 2 3- 2x — 2, se x > 1 
conjunto imagem. 

CJ2 Detemiine o valor maximo da fungao / cujo grafico e a 
seguinle parabola; 



C.13 Um triangulo ABC, retangulo em A, possui os catetos 
AB e AC medlndo respectivamente 4 cm e 8 cm. Uni 
retangulo ADEF e inscrito nesse triangulo, de modo que 
os pontos D, E e F pertengam respectivamente aos lados 
AC, CB e AB. Calcule a area maxima que pode ter esse 
retangulo. 


B 



4 cm 


8 cm 

Sugestoes, 

Faca EF — x; atraves da semelhanga entre os triangulo s 
ABC e CDE , detemiine, em fungao de x, a medida do 
lado DE: calcule a area S do retangulo, em fungao de x. 

C.14 Em uma fazenda, um trabalhador deve construir um 
galinlieiro de forma retangular. Dispondo apenas de 
30 m de tela, o ho mem decide aproveitar um velho muro 
como uma das laterals do galinlieiro (conforme figura). 
Qual sera a area maxima desse cercado. sabendo que o 
muro tem extensao suficiente para ser lateral de qualquer 
galinlieiro construfdo com essa tela? 



C.15 O custo diario da producao de uma industria de aparelhos 
de telefone e dado pela fungao C(x) — x 2 — 86x 3- 2.500, 
onde C(x) e o custo em dolares e.veo numero de unidades 
fabricadas. Quantos aparelhos devem ser produzklos 
diaiiamente para que o custo seja minimo? 

C.16 (FGV-SP) Para uma determinada viagem. foi fretado um 
aviao com 200 lugares. Cada pessoa deve pagar 
R$ 300,00 mais uma taxa de R$ 6,00 por cada lugar que 
ficar vago. 

a) Qual a receita arrecadada, se compareeerem 150 
pessoas para a viagem? 

b) Qual a maxima receita que pode ser arrecadada lias 
condicoes do problema? 


C.17 (Faap-SP) Divida o numero 1 80 em duas partes de modo 
qqe o seu produto seja maxi mo. 


C.18 (Cesgranrio) Um dia na prai a as 1 0 h a temperatura era de 
36° C e as 14 li atingiu a maxima de 39,2 °C. Supondo 
que nesse dia a temperatura /(/ > em graus era uma fungao 
do tempo t medido em horas. dada por/(f) — at 1 + bi + c, 
quando 8 t 20, entao pode-se afirmaf que: 

a) b = 0 c) a — b e) b < 0 

b) ab < 0 d) a > 0 


C.19 (U. Catolica de Salvador-BA) Considere a fungao 

/: tR — > IR. definida por f(x) = x 2 — 3x + 2. O conjunto 
A, no qual a fungao /e crescente e/(x) 5= 0. qualquer que 
seja x 6 A, 6: 





oo 


c) [2, 

d) 1] U[2, °°[ 



U [2, <»l 


C.20 (Cesgranrio) O conjunto dos valores de/? para os quais a 
inequagaox- 3- 2x + p > 10 e verdadeira para qualquer 

x pertencente a IR e dado por: 

a) p > —9 c) p > 1 1 e) n.d.a 

b) p < 1 1 d) p < -9 

C.21 Determine o donunio de cada uma das fungoes: 

a) /(x) — Jx 2 — 4x 

b) /(x) “ Jx 2 - x + 3 

c) f(x) — J— x 2 + 2x — 1 

d) fix ) — J— x : + 9x — 8 3 

Jx 2 - 8x + 12 



C,22 (FGV-SP) Para que a fungao real 

f{x) ~ Jx 2 — 6x + k , ondex e k sao reais, seja definida 

para qualquer valor de x, k devera ser um numero tal que: 

a) k =£ 5 c) k = 5 e) k 3 s 9 

b) k~ 9 d) k ^ 9 




UNIDADE B 


Ccipftulo 16 






1. INTRODUQAO 



Sendo x E R, cousideremos os numeros 2x —10 e 
x 1 — 5x 4- 6. Para que valores de x o produto desses 
numeros e positivo? 

Para responder a ess a pergunta devemos resolver a 
inequaqao (2x — 10)(x- — 5x 4 6) > 0. 

Note que esse tipo de inequacao e absoluta novidade, pois 
nao nos deparai ios com nenhuma dessas ate agora. Para 
resolve-la, o que faremos no exercicio R.l, vainos antes 
defintr inequacao produto. 

2. INEQUACAO PRODUTO 

Chama-se inequacao produto toda inequacao apre- 
sentada em uma das seguintes formas: 

fix) * gix) > 0 
fix) * #(*) ^ 0 
f(x) * g(x) < 0 

fix) * g(x) ^ 0 
fix) * g (x) # 0 

em que / e g sao funqdes quaisquer. 

Exemplos 

a) (2x - 10)(x 2 - 5x + 6) > 0 

b) (5 a* - 10)(6 - x)(3x - 15) m 0 


Jjr EXERCICIOS RESOL VI DOS 

R.1 Resolver emlRa inequacao (2v - 10 ) (a 2 - 5x 4 6) > 0. 
Resolugao 

Estudando a variagSo de sinal de eada lima das funcoes 
/(a) = 2x — 10 e g (a) = ,v : — 5 a: 4 6, temos: 


I. f(x) = 2x - 10 
■ raiz de /: 2a — 1 0 = 0 => x — 5 
• variacao de sinal de f: 



II. g(x) = x 1 ~ 5a + 6 

• raizes de g : x 2 — 5x + 6 = 0 => x = 2 ou x — 3 

• variaqao de sinal de g: 



Representando no eixo real a variafao de sina! de/e g. 
temos: 


2 3 5 


f{x) = 2x- 10 


— 

— 

4 

X 

g (x) = x 2 -5x + 6 

+ 

— 

+ 

+ 


fix) • firtx) = (2x- 10) (x 2 -5x + 6) 


+ 

1 


— ■ 



Obtivemos os sinai s na ultima linha apllcando a regra de 
sinais para o produto / • g. Como nos iuteressa que esse 
produto seja positivo, (2x — I0)(x 2 — 5x 4- 6) > 0, temos 
que o conjunto solugao e: 

S — [ a E IR | 2 < a- < 3 ou a > 5 } . on ainda 
S - J2, 3[ U ]5, 4Mf 


R.2 Resolver em IR a inequacao 

(5a - 10) (6 - a*)(3.y - 15 ) =5 0. 

Resah icao 

Estudando a variacao de sinal de cada uma das fungoes. 
fix) = 5.v — 10. g(x) = 6 — x e h{x) = 3x — 15, temos: 


2 5 6 


fix) = 5x- 10 

— 

+ 

■fr 


— 3 

X 

gr (jf) = 6 - x 


4r 

4- 

— 


h (x) = 3x- 15 

— 

— 

+ 

+ 


f (x) • g (x) • h (x) = 

= (5x~ 10) (6 - x) (3x— 15) 

+ 

— 

5 1 

+ 

t- J 

ft 



Os sinais da ultima linha foram obtidos atraves da regra 
de sinais para o produto fgh. Como nos interessa que 
esse produto seja negative ou nulo, 

(5x — 10)(6 — a')(3.y — 15) *£ 0, temos que o conjunto 
solufao 6: 

S — {x G IR | 2 x *£ 5 ou x 5* 6} ou ainda 
5 = [2, 5] U [6, +~[ 



EXERCICIOS 3ASIC0S 


B.l Resol va em JR as inequacSes: 

a) (x 2 - 5x)(2a - 4) < 0 

b) (x 2 - 8x 4 7)(x 2 - 9) » 0 

c) !(2x — l)(x — 2) > 0 

d) (— 3x 4 12)(2a 2 - 8) ^ 0 

e) (x 2 4 6x + 10)(3x - 1) > 0 

f) (3x 3 4 2v + l)( -x 2 + 1) « 0 

g) (-x 2 + 3x - 5)(8x - 40) > 0 

h) x(x 2 - 6x + 8) > 0 

i) — A'(x 2 4 x ) 0 

j) (x 2 — 6x 4 9)(— x 2 4 2 a — 1 ) > 0 

k) (x 2 - 6x 4 9)(— x 2 + 2x - 1)^0 

l) (x 2 - 4)(2x 4 1) # 0 
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B.2 


Determine, em IR. o conjunto solueao de cada uma das 

inequagoes: 

a) (Zv — 3)(5 — a)(5a — 1J > 0 

b) (a 2 - 5a)(a - 4)(-.v +1)^0 

c) (Zv — 3) 5 (x — 1) 4 (4 — a) 3 ^ 0 Sugestao. A variagao 
de sinal da expressao (Zv - 3)- e a mesma da base da 
potencia, pois o expoente e fmpar. A expressao 
(,v — i ) 4 e sempre positiva ou nula, pois o expoente e 
par. 


B,3 


(Fuvest-SP) O conjunto solugao de 
( — jc 2 4- lx — 1 5)(.v t + 1)< 0 e: 
a) 0 c) IR 

ill d) [Hi, 1] 


e) IR. 


B.4 


(Fuvest-SP) De 0 — x 3 < 0 pode-se concluir que: 

a) 0 < x < 1 d) —2 < x < — 1 

b) 1 < x < 2 e) jc < — 1 ou x > 1 

c) — 1 < x < 0 

Sugestao. Fatore o poiinomio a 4 — x ? . 


Exercicios complementares de C.1 a C.6 


3. INEQUACAO QUOCIENTE 

Chama-se inequacao quociente tod a inequacao apre- 
sentada em uma das segui rites formas: 


fix) 

g(x) 

fix) 

gtx) 


> 0 , 


0, 


Ax) 

Six) 

fix) 

g(x) 


0 . M- < 0 , 


«(*) 


£ (J 


em qu e/e g sao fungoes quaisquer. com g nao identiea 
mente nula. 


Exemplos 


a) 


b) 


x- 3 


2x - 3 
x : — 1 




<0 


c) 


2x 2 + x + 6 
2x 


0 


0 


f 

r EXERCICIOS RESOLVIDOS 


R.3 Resolver em IR a inequagao 

Resolucao 

a 

Condigao de existencia jc — 


x - 3 


< 0. 


3 =£ 0 =4 x * 3 . (I) 


Como o numerador de 


v - 3 


e positiva. a frag So sera 


negaliva se, e somenie se. o denominador for negativo. 
ou seta, x — 3 < 0 => .v < 3 . (ID 


Efetuando a interseccao de (I) c (II ). temos: 


(I) 




R.4 Resolver em IR a inequacao 


2a- - 3 

x — 1 


0. 


Resolugao 

Condicao de existencia .v — 1 b IM a 4 I . 

Estudando a variagao de sinal de cada uma das fungoes. 
/(.v) = 2x — 3 e g (a) = x — 1 , temos: 


3^ 

2 


^ fix) = 2x~3 


— 

+ 

g(x)^x- 1 

— 

4 

+ 

fix) _ 2X“3 

4- 

C 

1 

, ! 

gW x - 1 


Os sinais da ultima linha foram obtidos atraves da regra 

/ 

de sinais para o quociente — . Como nos interessa que 

g 


esse quociente scja negativo ou nulo, 
mos que o conjunto solugao e: 


2a 


- 3 


■x — 1 


0. te- 


S = U' C IR | 1 < v -s \ ou ainda S 


L 


3 


Note que o intervalo deve ser aberto a esquerda. pois, 
pela condigao de existencia. devemos ter x 4 1 . 


R.5 Resolver em IR a inequagao 


x + 3 


- .v + 


I 


Resolucao 

Condigao de existencia a 4 0. 

Quando uma inequagao do tipo >, s*, < ou *£ apresentar 
a variavel no denominador. devemos Transforma-! a 
numa outra equivalente com zero num dos mem m os da 
desigualdade e, a seguir, resolver a inequacao quociente 
assim obtida. 

Transformando a inequacao dada na equivalent 


a + 3 


1 


X 


0 


x 


e reduzindo oprimeiro membro ao mesmo denominador. 
recafmos em uma inequagao quociente: 

2bc+ 3) - 2a 2 - x . 


2x 


0 


2x + 6 — 2x3 - x 
2x 


0 . 


— 2 a 2 + a + 6 
2a 


0 


Estudando a variagao de sinal de cada uma das fungoes. 
/'(a) = — Zv 2 -I- a + 6 e g(x) — 2a, temos: 


0 


fix) = -2X 2 + x + 6 

— 

4 

4 


X 

gix) - 2x 

— 

— 

4 

4 


fix) -2x 2 + x + 6 

+ 


4 

_ 


g U) 2x 

« 


> 4 




— 7 Y"*- Hh X “I - £) 

Devemos ter — 2 s 0: logo, o conjunto so 


(H) 

f 1 lit 

i. 

i 

w 

lugao e: 



\ i r i iii 

13 

jr 

S = lx G IR 

x s - 

- — on 0 < v ^ 2 ou ainda 


Logo, o con junto solueao da inequacao e: 

S — {a £ IR [ a < 3 J ou ainda S — ]— », 3L 


S = 




oo. 


u ]0, 2] 



FUNCOES 



r- v, 

I 


m' EXERCICIOS BASICOS 


B.5 Resolva em !R as inequacoes 

4 


a) 


' 2x - 1 


> 0 


b) 




c) 


d) 


e) 


f) 


g) 


IV) 


1 -x 

6 

a- 2 + 5 

7 

A' 2 - 4 

2a - 3 
x - 5 

5 a 4 I 
7 - 2a 

x 

X “ 1 


0 


# 0 


> 0 


> 0 


< 0 


0 


a 2 — 6a + 8 
A 2 " - 8 A + 15 


0 


a 2 - 7a + 6 

l) — ; — — — < 0 


j) 


k) 


2a + 4 

a 2 — 4a 4 5 
2a — 6 


>0 


(2a — 6)(a 2 — 5 a 4 4) 
A 2 - 4 A 4 3 


0 


(2a - 3) (a 2 + 9a) 
A- 2 4 2a + 1 


B.6 Determine. em IR. o conjuntp solucao de cada uma das 
inequagoes: 


a) 


A 


2 A - 1 


< — 1 Sugestao. Escreva a inequaqao na 


b) 


c) 


form a 


6a 


a 


2a - ( 


+ 1 < 0. 


5 a + 2 


A 


5x 


6x — I 


> _? 


.. a 4 2a 1 

d) > a — — 


e) 


1 Hr A 


A 


2 a - 3 


i 


f) — <A 
A 


g) — ^ 2 + A 

A 


B.7 Determine o dominio de cada uma das fungoes: 

a)/w = Jt=w 


, A 4 5 1 

b)/( a) - I- + 


A/ 3 — A 


A - 2 


c) f( x) = 


— .v 2 4- 6 a — 10 


-A 2 - 9 


Exercicios cornpiementares de C.7 a C.9 



EXERCIC105 COMPLEMENTARES 

C.l Determine o maior numero inteiro a que satisfaz a desi- 
gualdade (a — l)(2x — 5) 0. 

C.2 Determine, em IR, o conjunto so lug So da inequagao 

a 3 — a 2 — 4x 4- 4 < O'. Sugestao. Fatore o primeiro 
membro. 


C.3 Determine o conjunto de todos os valores de a, a €E IR, 
que verificam a desigualdade 

(2x — 1 )(a + 5) > a 4 5, Sugestao. Escreva a inequagao 
sob a forma (2a — 1)(a 4 5) - (a 4 5) > 0 e fatore o 
primeiro membro. 

C.4 A base e a altura de urn triangulo medem 4a e a + 2, 
respectivamente, e a base e a altura de um retangulo 
medem a + 3 e x 4 2, respectivamente, ondex £ IRf. 

a) Para que valores de a a area do triangulo e maior que 
a do retangulo? 

b) Qua! e o menor valor inteiro a para que a area do 
triangulo seja maior que a do retangulo? 


C.5 (Cesgranrio) Dada a inequagao 

(3a — 2) 3 (a — 5) 2 (2 — ,v)x > 0, tem-se que a solugao e: 

9 


a) a 


a < — ou 2 < x < 5 


b) 


A 


< A < 2 OU A < 0 


c) 


d) — < A < 5 


e) n.d.a 


C.6 (UFRS) Considerando as f Lingoes 

f(x) = x — 3 e g(x) = — , para que valores reais 

X- z 

de x tem-se /(a) > g(x)l 


C.7 Detennine o menor numero inteiro a que satisfaz a desk 


... (a — 3)(2a 4 1) A 
gualdade — — 4? < 0. 

' 4 — A 


C.8 (U. F. Uberlandia-MG) Determine o conjunto solucao da 

A 4 “ 1 


inequagao 


A 2 4 


3 a 


> 0 . 


- 1 


C.9 


(FGV-SP) Para que y 


j (a - 3)(a 2 4 2a - 8) 

V x 2 + 4x + 3 


y real, seja definida, devemos ter: 

a) —4 x < — L ou 1 < a < 2 

b) —4 =£ a < —3 ou — 1 < x 2 ou a & 3 

c) -"3 < a < — 1 ou 2 *£ a =£ 3 

d) A < 3 OU A > — 1 

e) a — 4 ou — 3 < a < — l ou 2 st a ^ 3 


ipflilo 1 7 

O CONCEITO DE MODULO 


1 . DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS 
DO EIXO REAL 

Num dia de inverno o tennometro marcou a temperatura 
minima —5 C e a maxima +6 °C. Dizemos que a variagao 
da temperatura nesse dia foi de ] 1 °C. Para chegarmos a 
esse resultado, calculamqs a diferenga entre a temperatura 
maxima +6 °C e a minima —5 °C: 

+6°C - (-5 °C) = +11 °C 

O caleulo abscissa maxima menos abscissa minima 
da origem a definieao de distancia entre dois pontos do 
eixo real. 

Definigao 

Sejam A e B dois pontos do eixo real com 

abscissas x A e x H . respectivamente, tal que x 8 + x A : 

A B 

i i >. 

X A Xq X 

Chama-se distancia entre os pontos A e 5, e 

indica-se por d rXB ou d BA , a diferenga x B — x A . 


2. MODULO DE UM NUMERO REAL 

Definigao 


Considere no eixo real de origem O um ponto A 
de abscissa x : 

o A 

j. 1 > 

0 x 


Chama-se modulo de x. e indica-se por 
distancia entre os pontos AeO: 


a 



Note que ? como \x\ 6 a distancia entre dois pontos, tem-se 


que |a| e um nilmero real positive ou nulo. 


Exemplos 

a) 


o 

_L 

0 


A 

_L 

5 





B 

-5 



— 5| = d BO = 0 - (—5) 



c) 


o 

_L 


] 0 | — d Q Q — 0 — 0 => 0 — 0 


o 


d) 


o 


x 


(sendo x > 0) 


x I d ('() x 0 


X\ = X 


e) 


D 

_L 


0 

_L 


0 


(sendo x < 0) 


xi = d DO = 0 — x 


x| = —x (Cuidado! 

O numero — x e positivo. pois x e negativo.) 

Temos entao que: 

1. o modulo de um numero positivo x e igual ao proprio 
x, isto e, se x > 0, entao jx| — x; 

XI. o modulo de um numero negativo x e igual ao oposto 
de x (que e positivo), isto e, se x < 0, entao |x| = — x; 
III. o modulo de zero e igual ao proprio zero: |0| = 0. 

Sintetizando as conclusoes (I). (II) e (III), podemos dar 
uma definieao algebrica para |x| da seguinte maneira: 


x = x 


Exemplos 


x 


0 


x 


= X <=> X 


0, Vx, x 


a) 


8 


j 


(O modulo de um numero positivo e o 


proprio numero.) 

b) [ — 4| = —(—4) — +4 (O modulo de um numero 
negativo e o oposto desse numero.) 

c) |0| — 0 (O modulo de zero e o proprio zero; poderfa- 
mos dizer tambem que |0| = —0, pois —0 = 0.) 

3. PROPRIEDADES DOS MODULOS 


M.l 


0, Vx, x £ IR. 


Essa propriedade decorre imediatamente da definigao 
de modulo, pois. sendo uma distancia entre dois pontos. 
o modulo e um numero real positivo ou nulo. 

M.2 )x| — 0 o x = 0. 

Tal propriedade afirma que existe um tinico ponto do 

& 

eixo real que dista zero unidade da origem O. E o proprio 
ponto O: 

o 
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UNI DADE 3 


M.3 Sendo d E IR+, tem-se 


= d x ±d 


A propriedade M.2 e uma particularidade da M.3, 
quando d — 0. Para d > 0, a propriedade M.3 garante que 
existem apenas dois pontos distintos do eixo real que 
distam da origem a distancia d. Sao os pontos de abscissa 
d e ~d 


O 

_L 


-d 


x 


Exemplo 


x 


= 5 <=> x = ±5 


0 

1 


M.4 


x 


-5 


V 


+5 


=p$|, v {x, y}, {,v, y] C IR. 

Tsto e. o produto dos modulos de dois numeros e igual 
ao modulo do produto deles. 


Exemplo 



• 1x1 — 

3 

[4| — 


—3 


M.5 


. J n 


xy = x” « n e par. Vx, x E IR, e/iG IN. 

Note que essa propriedade decorre imediatamente da an- 
terior, pois: 

• para n — 0, temos |xf 1 = 1 — x°; 

• para n # 0, temos: 




x 


X] - 
' 


x * x * x • ... • x 


n fatores 


Extensao da M. 4 


x 


n 


(i) 


Como n e par. temos x n 5* 0: logo, temos |x"| = x". fill 
Por (I) e (EE), temos |jc| n =» x n (se n € par). 

Exemplos a) \x\ 2 = x 1 b) \x 


6 = A 6 


M.6 


X 


X 

V 


y 


, V [jr, y } , {x, y} C IR e y # 0. 


Isto e, o quociente entre os modulos de dois numeros 
e igual ao modulo do quociente entre eles. 


Exemplo 


-81 




-8 


M.7 


x — 


a| M m “ ±a, V{x,n}, {x,u} C IR. 


Para entender essa propriedade, pen.se na definicao de 
modulo: \x\ = jn| se, e somente se, os pontos de abscissa 
x e a estiverem a mesma distance a da origem O do 
eixo real. 

o 

i i i 


Note que os pontos de abscissa a e — a equidistam da ori 
gem O. Assim, tenios: 


x = 


a 


<=► x = a ou x — —a 


Existem ainda outras propriedades dos modulos, que 
veremos mais adiante. 




R.l 


R.2 


R.3 


R.4 


R.5 


EXERC1CI0S KEeOlVWOS 

Resolver em IR a equagao \x — 3| — 4. 

Resolugdo 

Pela propriedade M.3, sahemos que existem dois e so- 
mente dois numeros cu jo modulo e igual a 4. Sao eles: 4 
e —4. Logo, temos: 

jjc ■ — 3| = 4 <=> x — 3 = 4 ou x — 3 — —4 
x — 7 ou x = — 

S = { 7,-1 1 


Resolver em IR a equacao 
Resolugdo 

Pela propriedade M.4, temos: 
x\ - Ia — 5| = 6 <=> |x(x — 5) 


x — 5 : 6. 


= 6 lx 2 — 5x1 = 6 


Pela propriedade M.3, temos: 

x 2 — 5x — 6 ou x 2 — 5x = — 6 

/. x 2 — 5x — 6 = 0 x = — 1 ou x 

ou 

x 2 — 5x + 6 = 0 x 2 ou x = 3 
Logo, S = { — 1.6, 2, 3). 

Resolver em IR a equacao x 2 — 3jx| — 4 = 0. 
Resolugdo 


— 6 


Pela propriedade M.5, temos que.c = 
gao pode ser escrlta na forma: 

x| 2 - 3|x| -4-0 


x 


2 . Logo, a equa- 


Fazendo jx[ — r, temos: 

t 2 - 3t - 4 = 0 = 

Assim, |.v = 4 =» .v = ±4 ou 
Logo, S = {4, -4}. 


! — 4 ou t = — 1 


= — 1 — > lx 


2v + 6 


Resolver em IR a equacao |3x — 1 
Resolugdo 

Pela propriedade M.7, temos que: 

|3x — l| = |2x 4- 6| ^ 3x — 1 — 2x + 6 ou 
3x — I — — 2x — 6 x - 7 ou x = — 1 

Logo, o conjunto solucao S da equacao proposta e: 

5= {7.-1} 

Resolver em IR a equacao |x : — 5xj — — 5x + 9. 
Resolugdo 

• Impomos a condi^ao de existeucia: 

— 5x + 9 » 0 =» — 5x > -9 5x 

* Apl icamos a propriedade M.3: 

lx 2 — 5x 


9 x=5 


9 


= — 5x + 9 o x 2 — 5x == ±(-5x + 9) 
x 2 — 5x = — 5x + 9 (I) on 
x 2 — 5x — 5x — 9 (H) 


Resol vend o as equacoes: 

Lx 2 — 5x — — 5x + 9 x 2 — 9 ,v 


(x = 3 nao convem, pois nao satisfy 
existencia.) 


n. x 2 

A 


x = 


5x = 5x — 9 => x 2 
b 2 — 4ac =>A = ( 

—b ± JX 


2 a 


x — 


3 ou x - —3 
a condi gao de 


I Ox 2 9-0 
■ — 4 • 1 *9 — 64 

(-10) ± J64 


o . 


1 


x — 9 oux = 1 

(x — 9 nao convem, pois nao saiisfaz a condigao 
de existencia.) 

Logo. S = { —3, 1 }. 



B.l 


B.2 


B.3 


B.4 


B.7 


EXERCICI06 $A5\C05 

Classifique cada uma das senlengas abaixo como V ou F: 

a) [Si = 8 

b) [0| = -0 

c) j — S| = 8 


— n 



d) 1 72 - 2] 

e) |V5 -2|= J5 -2 


f) \ZjJ0 - 2,3 1 = 2,3 - VlO 

p\t/9 -J3 |=0 

h) |ji - 3| = k - 3 

i) jrc — 3,14| - 0 

j) jn - 3,L5| = 3,15 - k 

Calcule os valores dos modulus: 

a) |V3 - 1,6 | t 1.6| 

b) || VS - 2,4 1 + V5 | 


4. DESiGUALDADES E MODULOS 
Propriedades 

Considere o eixo real de origem O: 

o 

1 ► 

o * 

a) Quais as abscissas x dos pontos desse eixo cujas 
distancias a origem 0 sao menores ou iguais a 3? 

b) Quais as abscissas x dos pontos desse eixo cujas 
distancias a origem O sao raaiores ou iguais a 3? 

Para responder a essas questoes, note que os pontos de 
abscissa 3 e — j distam tres unidades da origem; 

o 

i i 


-3 


0 


c) 


I - I + [2 - Jl 


Assim, temos: 

a) qualquer ponto de abscissa x, —3 x ^ 3, localiza- 
se a uma distancia menor ou igual a 3 da origem. 
Observe: 


d) 

7t — 3,14| + iz - 3 t 15|| 


1 1 

0 

1- 

1 

1 u 

Classiiique cada uma das afirmagoes como V ou F: 
a) |x| — x\ para todo x, x G IR. 

w-- 

-3 

. j 

-2 -1 

0 

■ 1 

1 

TP 

, JL 

2 : 


b) x 2 = x 2 , para todo x, x G IR. 

c) jjc 3 l = x 3 , para todo x, x G IR. 

d) |x 4 l — x 4 , para Lodo x, x G iR. 

e) \ab\ — |a| ■ |£>j, para quaisquer a e b reais. 

f) | a + b = |a| + \b\. para quaisquer a e b reais. 

g) Existe nlimero real x tal que 

h W 


- 2,8 


_J_ 1-5 

2 2 


2,8 


bj qualquer ponto de abscissa x, r ^ —3 ou x 2= 3. 
localiza-sc a uma distancia maior ou igual a 3 da 
origem. Observe: 


x = x e 




X. 


o 


1 0, para todo x, x E= IR. 

1 [ 

— 1 

—4 

i 

4 — 

-J— 1 

4 

jx| = |5xj, Vx, x G IR. 

- l5xl. Vx. x G IR. 

-6 -5 

-4 

-3 

0 

3 

4 


6 ^ 


k ) — 5 • lx I - “5x1, Vx. x G IR 


. Vx, x £ IR*. 


m) |x| 4 = x 4 , Vx, x G IR. 

n) |.v| 5 — x 5 , Vx, x G IR. 


ji 


71 


5 

5 

’> ,1 - 

X 


Resolva em IR as equacoes: 

a) |x - 8| = 3 

b) [2x - 1 1 = 7 
3x - 11 = 0 

- 1 


c) 

d) 


e) |x ; — 5x| = 6 

f) j.ri - 4| = 4 

g) 4x 2 — 3x1 — 0 


As perguntas lei las nos itens (a) e (b) poderiam Ler sido 
formuladas da seguinte maneira: 

a) Quais as abscissas x dos pontos do eixo real tais que 

M « 3? 

b) Quais as abscissas x dos pontos do eixo real tais que 
|x 3? 3? 

Temos, entao: 


X 


■2 _ 0 


IX 


a) 

b) 


B.5 Resolva em IR as equacoes: 


x 

X 


3 <=> -3 

3 <=> x — 3 ou x 3* 3. 


2\x\ -8 = 0 

c) x 1 + 4 x 

5x +4 = 0 

d) 2v 2 - ]9x 


+ 3 = 0 


Raciocinando dessa maneira, podemos concluir as 
seguintes propriedades: 


B.6 Resolva em IR as equacoes: 


a) 

5x + 8j 

= |4x + 10 

b) 

3x - 1 1 

— 

1 - 2x j 

c) 

ix 2 — 3x 

— 

x| 

d) 

x 2 - 5 x 

— 

U-5| 


e) |8x - 1 

f) \x - 2\ = 

g) |2x 2 - 3x 

h) x 2 — x 


x — 4j 
x + 3 1 


M.8 


Exemplo 


x 


a <- 


a 


a 


V«. a G IR + . 


_ T 




Ov 




x 


+: 5 — 5 *£x =£ 5 


Determine, em IR. o conjunto solugao de cada uma das 
equagoes: 


M.9 x < a <=> — a < x < a, Vfl, ci G IR . 


|5x — 1( 
|6 — 3x 

) = 2x + 3 
= x + 4 

e) 

f) 

{8x- 16 
|2 — 3x 

>| = 7x + 1 

= 1 — X 

Exemplo 

x 2 — x| 

~ x 

g) 

|x? - 4x 

= 5x 

u 

.r - 3x 

= x - 3 

h) 

|x 2 — 5x 

= x ~ 5 



Exerclcios complementares de C.1 a C.7 


M.10 


x 


<4 -4 < x < 4 


—a ou x 3= a . Vr*. a G IR^ . 


97 


FUN£OES 


Exemplo 


5= 6 <=► x *£ —6 ou x Ss 6 


M.ll jxi > a o x < — a ou x > a. Vo, a 6 IR 


Exemplo 


x\ >2 <=> x < —2 ou x > 2 





EXERC1CI0S RES0LV1D0S 


R.6 


8 . 


Resolver em IR a inequaqao |3.v — 1 
Resolugao 

Pela propriedade M.S, temos que: 

\3x - 1 1 =e 8 <=> -8 ^ 3 a: -1 m 8 

Essa dupla desigualdade e equivalente a: 

\ 

x =£ 3 (I) 


3x -1^8 

3x 1 ^ —8 


7 

x ^ — y (n) 


O conjunto solucao S do sistema e (I) fl (H), ou seja; 

F 1 


(I) 


(II) 


0 mi) 


f 

1 


1 

i 

'3 

t 

i 

> 

X 

1 


i 1 

X 

1 3 

— 

i 


1 7 




i 

i 3 


Assim, S — 


r 


[R 


1_ 

3 


n x n 3 . 


R.7 


Resolver em [R a mequa^ao [x 2 — 5x| > 6. 

Resolugao 

Pela propriedade M.l 1 , temos que: 
x 3 — 5x| > 6 <=» x 2 — 5x < —6 ou x 2 — 5x > 6 




(i) (in 

O conjunto solugao S da inequacao e (I) U (II), ou seja: 


x 2 - 5x + 6 < 0 


i i 


x* 


5x — 6 > 0 


( 1 ) 


(ID 


(I u II) 


Assim, S = {x IR 


1 

1 

1 

— 

i 1 

i2 t3 

i i 

i i 

1 ► 

1 X 

1 

i-_ 

i-l 

i 

n f 1 ! 

i i 

- 1,. * ,1 - - " 

^ !6 X 

1 

l-1 

i 

■ 2 t'3 

f i 

i6 x 

i 

* X < ~ 1 

ou 2 < x < 3 

ou x > 6 ] . 



EXERCICIOS 3ASICOS 


B.8 Resolver em IR as inequacoes: 


a ) 3x + 5 


b) 


2x + 


11 


> 6 


e) 1 1 — x 


f) 


x 

i 


< 5 

1 


3 


> 4 


c) x- — 5 


d) l2x 2 - x - 2| < 1 


c 


) \x 2 - 3 


I 


h) lx 2 + 2x\ < 3 


B.9 (Cesgranrio) A iiuerseecao dos conjuntos 


(x £E IR x — 2j < 4j e (.v 
intervalo de eomprimento: 
a) 2 b) 5 c) 1 


IR | x — 7| < 2} e um 


d) 3 e) 4 

Nota. O comiprimento de um intervalo e a distancia entre 
sens extremes. 


B.10 Um metalurgico deve fabricar um eixo de Ferro cujo 
diametro deve ter 5 cm. O tomo pode prdvocar um 
pequeno errox nessa medida. com |xj n 0,008 cm. Qual 
a major e a menor medida que pode ter o diametro dessa 
pegs depois de pronta? 

Exercicios complementares de C.8 a C.10 


5. FUNQAO MODULAR 

Consideremos a funcao: f(x) = x . Pela definiqao de 


modulo, sabemos que 


.v 


x, se x > 0 
— x, se x sS 0 


Logo, f(x) = 


<=> 


x, se x 5 0 

t — x, se x 0 

Construindo o grafico dessa funcao dada por duas 
senten^as, temos: 

y 



Note que o dommio e o conjunto imagem de / sao, 
respectivamente: 

D (/) = IR e Im(/) = [0, +~[ 

A furifao f(x) ~ \x\ e chamada de funcao modular. 



R.$ 


EXERCICIO RESOLVIDO 

Construir o grafico da funqao /(x) = jx — 1 [ e determinar 
seu domfnio e con junto imagem. 

Resolugao 

Para construir o grafico de /, vamos transforms- la 
numa funcao dada por duas sentencas. Sabemos que: 


x — 1 




x — 1 


x — 1 , se x — 1 Ss 0 
— (x — I ), se x — 1 
| x — 1 , se x n 1 
l —x + 1, se x ^ I 


0 




Assim. temos: 


fix) = 


x - 1 , se x ? 1 
. —.v + I , se x L 


cujo grafico e: 



0 domfnio e o conjunto imagem de /'sao respectivamente: 

Df/j = iR e Im( / ) = ft), + =»[ 




Regra pratica 


Para const ruirmos o grafico de uma funttao / do 
tipo f(x) — jg(x)|, execu tamos os seguintes passos: 

1 2 ) construmios o grafico da funcao g : 



2 e ) no grafico de g . conservamos os pontos de 
ordenadas nao-negativas e transformamos 
os de ordenadas negativas em sens siinetri- 
cos em reiacao ao eixo das abscissas, obtendo 
assint o grafico de /: 


A seguir. no grafico de g, conservamos os pontos de 
ordenadas nao-negativas e transformamos cad a ponto 
de ordenada negativa em seu simetrico em reiacao ao 
eixo Ox, obtendo assim o gTafico de /: 



O dommio e o conjunto imagem de f sao, respect i- 
vamente, D(/) = 1R e lm(/) = [0, + =»[. 







EXERCICI05 RESOLVIDOS 


R.9 Construir o grafico da funcao f(x) = |x 2 — 4x| e determ i- 
nar seu dommio e conjunto imagem. 

Resohigao 

Utilizando a regra pratica. vamos inicialmente construir 
o grafico da funcao g (a*) - x 2 — 4x. 

Observe o grafico de g : 


o 


0 


-4 


R*10 Construir o grafico da funcao f(x) — —\2x — 6| e deter- 

minar seu dommio e conjunto imagem. 

Resolucao 

Execu tamos os seguintes passos: 

l 2 ) construimos o grafico da funcao g(x) = 2x — 6; 

2~) no grafico de g, conservamos os pontos de ordenadas 
nao-negativas e transformamos cada ponto de 
ordenada negativa em seu simetrico em reiacao ao 
eixo Ox; 

3-) transformamos todos os pontos do grafico obtido no 
passu anterior em seus simetricos em reiacao ao eixo 
Ox; isso porque multiplicamos por - 1 a ordenada de 
cada ponto do grafico anterior. 

1 e passo: g (x) = 2x — 6. 





. ■ jl r x 

0 

—6 

3 

0 


O srafico de g e: 


0 


0 


J I L 



-*■ 

x 



2 - pas so: 



3 passo: final mente, construfmos o grafico da funcao 
fix) - -\2x - 6 . 



s 


i 


\ 



O domfnio e o con junto imagem de / sao, respectivamente: 

D(/) = IR e Im (/) = 01 

R.ll Constmir o grafico da funcao f(x) M |x 2 — 4x + 3\ —2 
e determinar seu domfnio e conjunto imagem. 

Resolucao 

Executamos os seguintes passos: 

l 9 ) construfmos o grafico da fimgao g(x) = x 2 — 4x + 3; 

2") no grafico de g, conservamos os ponios de ordenadas 
nao-negativas e transform amos cad a ponto de orde- 
nada negativa no seu simetrico em relaeao ao eixo Ox; 

3 8 ) transladamos o grafico, paralelameme ao eixo Oy, 
2 unidades para "baixo". Isso porque vamos subtrair 
2 unidades da ordenada de cada ponlo da funcao ob- 
tida no passo anterior. 


1 e passo: g (x) = x 2 — 4x + 3. 
O grafico de g e: 



2 - passo: 



3 ~ passo: finalmente. construi’mos o grafico da funcao 


fix) = x z - 4jc + 3 


— o 


y 




X 



O domfnio e o conjunto imagem de / sao, respecti- 
vamente, D(/) = IR e Im(/) — [—2, +^[. 


Nota 


Se a funcao fosse /(.v) 


x 2 — 4.r + 3| + 2, entao. apos 


o segundo passo. a translagao seria feita para “cima”. 
pois estarfamos adicionando duas unidades a cada orde- 
nada do grafico obtido no segundo passo. 


ft 


EXERCICI05 BASIC05 


B.11 Construa o grafico de cada uma das funcoes e determine 
seu doniiiiio e conjunto imagem: 

a) v = 

b) m 

c) fix) 

d) y = 

e ) fix) = 


- ll 

g) y - 3a 

-3a + 6] 

OO 

+ 

H 

II 

h 

2.v 2 — 4x| 

i) fix) = |x 2 — 5x + 

x 2 + 2x - 2 

j) y = |x 2 -1- 4x 4- 6| 


I3.v + 1 


k )/(x) =* - 


x 2 - 2x1 


c) = - |x- — 5.v + 6 




B.I2 Esboce o grafico e de o dommio e o eonjunto imagem de 
cada uma das seguintes fit ngoes: 

a) fix) = \2x - 6| + 3 

b) y = | x + 2| - 3 

c) fix) — 1 2.v 2 • 2x + 4 

d) fix) - \-x 2 + 9\ + 2 

e) y = [3jc — ■ l| — 2 

2x — 3| + 1 

- 8 | — 8 


C.6 


f) fix) = 


g) y = | -x- 4- 2a 

h ) fix) — '1 -F x 2 


— 7 


B.13 Determine o grafico. o dommio e o eonjunto imagem de 
cada uma das fungdes: 

a) fix) - 2 - |3.v - 6| Sugestao. Construa o grafico da 
fungao g(.xj = — 1 3 a — 6j e translade-o, paraleiamente 
ao eixo Oy\ duas unidades para cima. 

b) fix) ~ -2 - |3.r 2 - 9 a| 

c) f(x) = 4 — ] 3.v — 1 j 

d) .y - — I - \3x 2 - I2j 

Exercicios complementares de C.11 a C.13 



EXERCICIOS COMPLEMENTARES 

(Unifor-CE) Os numeros reais x e v sao tais que 
x + v — 15 e 2rv = 72. 

O valor de |,v v[ e: 

a) 0 b) 3 c) 6 d) 9 

C.2 Qual das afirmagoes abaixo e verdadeira? 
a) ■Jx 2 ~ x. par a qualquer x, a - £ IR. 


e) 12 


b) 



a), para qualquer x, x £ R. 


i-2 


C.3 (UECE) Se fix) — —2, entao as raizes irracionais 

da equagao f{x) - 6| = 8 sao: 

a) 2jl e -2j2 c) 4j2 e -4^2 

b) e -3f2 d)5jle-5j2 


C.4 (F 11 vesi-SP ) Determine as raizes das equacoes seguintes: 

b) 12 a 2 - 1| + x ~ 0 


a) 2x - 3 =5 


C.5 (UFCE) A soma dos valores reais de x que satis faze m a 


C.7 


(PUC-RJ) O eonjunto solucao da equacao 
|a — 1 1 — |a- — l| 2 em R: 

a) possui apenas um elemento. 

b) possui exatamenie dois elementos. 

c) e vazio. 

d) possui exatainente ires elementos. 

e) possui exatamente quatro elementos. 

(Fuvest-SP) Qual o eonjunto dos valores assumidos pela 

a b , c 


U. 


expressao 


a 


+ 


m 


+ 


\abc\ 


, quando 


a, b e c variam no eonjunto dos numeros reais nao-nulos? 

a) {-4, -3, -2, -1,0, 1,2,3,4} 

b) { -4, -2, 0, 2, 4} 

c) (-4,0,4) 
d.) {4} 

e) R 


< 3. 


x — 3 < 4 


C.8 Resolver em R a inequacao |[3x — 6 

C.9 (Mackenzie-SP) O eonjunto solugao de i < 
e o eonjunto dos numeros x tais que: 

a) 4 < x < 7 ou — 1 < a < 2 

b) — 1 < x < 7 ou —3 < a < — I 

c) — ! < a < 7 ou 2 < a < 4 

d) 0 < a < 4 

e) — 1 < x < 4 ou 2 < x < 7 

CIO Em um dia de inverno a temperatura assumiu apenas os 
valores t° C. com |f — 6| s 4. Qual foi a temperatura ma- 
xima e a minima nesse dia? 

Cll Construa o grafico de cada uma das fungoes e determine 
seu dommio e eonjunto imagem: 
a) fix) — 3j2x — 4| Sugestao. Como 3 = |3|, 
temos que /(a) = ]3| ■ |2a — 4| = ]3(2a — 4) 
bj fix) = —2 • |3a +• 1 j 
c) fix) - 



x\ - 

1 ■> .. 
|JA 

— 6 


X 


i 

- — ■ 

— 

• 

x — - — - 


J 


2 


d ) fix) = 


e) fix) m 3 1 2a - lj + 2 

f) fix) = |a + lj * |a — l| — 4 

mm = 4 - 3 |a - 1 


igualdade 


a) — 


b) - 


2 

3 


3 X + 1 t , 

— — p - 


h) f(x) = 2 — |a| * |2a — 4| 

. JL v 1 

A — 1 

c) -5 

e) n.d.a. 

C.12 Construa 0 grafico da fungao/(A) = |2a — 8 
os valores de x para os quais/(x) =5 2. 

d) -3 


C.13 < Faap-SP) Esboce 0 grafico da fungao 


fix) = -x 2 ~x + 2. 





■Capftulo 18 

FUNCAO EXPONENCIAL 


1. CONCEITU/CAO 

Consideremos a fungao f(x) = 2 V . Podemos obter o 
grafico de / atraves de uma tabela: 




• D(f) = IR; 

• lm(f) = iRf; 

° / e crescente em todo sen dommio. 


Consideremos agora a fungao g(x) 




1 V 


2 , 


. Para ob- 


ler um esbogo do graftco, vantps construir a tabela: 


• D(g> = m 

• Im(g) = (R?; 

• g e deerescente em todo seu domi'nio. 


As f undoes f(x) — 2 X e g(x) — 



sao chamadas 


de fungoes exponenciais. 


Definigao 


Chama-se funcao exponencia! toda fungao 
/: IR — ► |R*, tal que f(x) = a x , em que a e uma 
eonstante real positiva e diferente de 1 . 


Exemplo 

Sao fungoes exponenciais: 



h(.x) = T\ 
tOc) = (0, If. 


Crescimento populacional 

O crescimento populacional, na ausenda de 
fatores inibidores, pode ser descrito atraves de uma 
funcao expo.neh.cial. For exemplo, o numero h( t) de 
bacterias de uma populagao no Instante t e dado 
por M(t) = M 0 e^, em que e e um numero irracional 
cujo valor aproximado e 2,7, h e uma eonstante que 
depende do numero de bacterias e 1% e o numero 
de bacterias da populacao no Instante t = 0, 




1*1*5 

. uraDE 

-3 

8 

-2 

4 

-i 

2 

0 

1 

l 

1 

2 



7 

1 


4 


1 

■> 

j 

8 


Atribuindo 
a .vos infmitos 
valores reais, 
obtem-se o 
graftco 



Cultura de bacterias. 



2. PROPRIEDADES DA FUNQAO 
EXPONENCIAL 

E.l Sendo a > 0 e a A 1 , tem-se que: 


a x = a y ^ x = v 


E.2 A funcao exponencial f(x) = a' e crescente em 
todo seu donifnio se, e soraente se. a > 1. 



a' > d x ‘ > X ] , Vfl, a £= IR e a > 1. 

E.3 A fungao exponencial f(x) = a' e decrescenie em 
todo seu dommio se, e somente se, 0 < a < 1. 


f[x) = a x (0 < a < 1 ) 



Tem-se, entao: 

a* 2 > a X] x 2 < 3 ?j, Va, a IR e 0 < a < 1. 

3. EQUAQAO EXPONENCIAL 

E toda equagao cuja incognita se apresenta no expoente de 
uma ou mats potencias de bases positivas e diferentes de 1 . 

Exemplos 

a) 3 X = 9 b) 5^ + 5 X = 30 c) 0 = 2 

Resolucao de uma equacao 
exponencial 

A resolugao de uma equagao exponencial baseia-se na 
propriedade E.l, isto e, sendo a > 0 e a # 1 , tem-se que: 

a x = a y <=> x = y 

Apresemamos, como exercfcios resoividos, alguns tipos 
de equagoes exponenciais. 



EXERCICIOS RE50LV1P05 


R. I Resolver em IR a equagao 125 r = 625. 

Resolugao 

Resolveremos essa equagao transformando-a numa 
igualdade de duas potencias de mesma base. Para lsso. 
fatoramos os mimeros 125 e 625: 


1/1 

III 

o 

UH 


Urn 


125 

25 

5 

1 


5 

625 

^ => 125 = 5 3 

125 
• 25 


5 


1 


Assim. temos: 


5 

5 

5 

5 


625 - 5 J 


125 = 625 =» (5 3 ) - 5 4 

Prop. E.l 

.*. 5 3 * = 5 4 3* = 4 


v «* 


3 


Logo, S — 


3 


R.2 


Resolver em IR a equagao 2 l = 1. 
Resolugao 


e ser escrito como 2°. 

2 X ~ 2 n pela propriedade E. 1 , temos 


O numero 1 
Logo, V = 1 = 
,v — 0. 

Logo, S = {0] 


R.3 Resolver em IR a equagao 3 X If . 

Resolugao 

Dividindo ambos os membros da equagao por 2' . temos: 


X 


3* - 2* => 


? 


X 


1* 




■ 

# # 


n 


f 3 x 


n 


Prop. E.l 


A" — 0 


Logo, S — {0}. 

R.4 Resolver em IR a equagao 9 l — 10 * 3* + 9 — 0. 
Resolugao 

A equagao pode ser escrita sob a forma: 

(3 2 )* - 10 • 3 1 + 9 = 0 =* (3 1 ) 2 - 10 • 3* + 9 - 0 

Fazendo a mudanga de variavel 3 1 = f , temos: 

t- — 10/ +9 — 0 
= (— 10) 2 - 4 • 1 * 

10 ± 764 


t - 




t = 9 ou t =T 


Voltando a variavel a. temos: 


3 l = 9=>3* - 3 2 a* — 2 ou 

P - 1 =>3 T - 3° x = 0 


Logo, S — {0, 2}. 





R.5 Resolver em [R a equagao 2 JcH 3 + 2 X ~ 1 = 17. 

Resolucao 


x + 2 


+ 2 X ~ 1 = 17 => 2 X • 2 3 4- w : 2 1 = 17 


■ R • 2* 

■ # U -w 


= 17 


Fazendo a mudanca de variavel 2* = t . , temos: 


8/ + 


- 17 


16; + t 




34 

2r 


lit = 34 => / = 2 


Voltando a variavel x. temos 2' = 2=^x— 1 
Logo, § = {1 }. 





B..1 


B.2 


B.3 


B.4 


EXERCICI 06 BASICOS 

Resolva em IR as equagoes: 

a) 64* = 256 

b) 25 * ■ 2 - 125' + 5 

c j qit - i — 27 5 ' + ! 

d) 13* = 1 

e) 5 ll_ 1 = 1 

f) T = 8 r 


g) 8* + 2 = 16*- 1 

h) 49 2jt = 343 31 + 2 

i) 9 '-* — 81=0 

j} 7* 1 - 10* + 16 = ] 

k) 3* - 5* = 0 

l) 3* ■ 2* m 6 lt_1 


Determine, era IR, o conjunto solugao de eada uma das 
equagdes: 

3 V _ 27 

1 2 J 8 

f R \ ll+1 

b) 


a) 


4A 

9 J 


8 3 

27 J 

c) (Jiy = J8 

d) */3*“ 1 = (^) 2 

e) («/32 7TT ) 5 - l/2 

f) - vir 


g) 


hi 


7_5 y 

7 

8 3 

125 J 


2.1 - ] 


25 4 


49 j 


~ 1 


i) 3/8F = V3 

f; W'^ (TP 31 ) 3 

£.-+ 1 


k) s 


4 A 


I) 


m) 


9 7 

f 3 T 

5 J 


3 


25 A 


X + I 


9 


2,2 


= 64 2 * _ 1 


Determine o conjunto dos valores..v, x 
cada uma das equacoes: 

a) 2 t+ ' + 2'“ 1 = 20 

b) 3* + 1 - 3 * + 1 = -54 

c) 2 • 1 + 4 • 3* 2 = 30 

d) 5 J 2 + 5* + 1 m 126 

e) 5 ■ 2 r_2 + 3 • 2*~ 1 = 44 

Resolva em IR as equacoes: 

a) 4' — 6 * T + 8 = 0 

b) 9* - 4 ■ 3* +1 + 27 = 0 

c) 4* + 1 - 2 X+ 1 - 56 = 0 

d) 9 * - 4 ■ 3* + 3 = 0 


IR, que sadsfazem 


e ) 25 


* + - 


- 26 • 5* + 5 = 0 


A 


f) 9 2 + 3 l + l =30 

g) 2 • 9 t _1 + 4 • 3- 1-2 = 22 

h) 5 • 2* “ 2 + 3 • 4* ~ 1 ~ 58 

i) 3 1 + 1 * 2* * ! + 36* = 72 

B.5 (U. Amazonas- AM) Em pesquisa realizada, constatou- 

se que a populacao (P) de determinada bacteria cresce se- 
gundo a expressao P{1) = 25 • 2' , onde / representa o 
tempo em boras. Para atingir uma populacao de 400 bac- 
terias, sera necessario urn tempo de: 

a) 4 boras d) 2 boras 

b) 3 horas e) 1 bora 

c) 2 horas e 30 minutos 

Exercicios eomptementares de C.1 a C.5 

4. INEQUACAO EXPONENCIAL 

Inequagao exponencial e toda inequagao cuja incognita 
se apresenla no expoente de uma ou mais potencias de 
bases positivas e diferentes de 1. 


Exemplos 

a) 5* >25 b) 3* + 3* + 1 ^ 12 


c) 3* 


V 


1 

R.6 


EXERCICI06 RESOLViPOS 

Resolver em IR a icequagao 25 3 ' _ 1 > 1 25* ' 2 . 
Resolufao 




25 3 '- 1 > 125*+ 2 => (5*f*~ 1 > (5 ) ‘ 

“ 2 > 5 3x + e> 

Como a base (5) das potencias e maior que 1, temos, pela 
propriedade E.2, que o "sentido“ da desigualdade se 
man tern para os expoentes. Assim, temos: 

5 6l_ 2 > 5 3 ' +6 => 6x - 2 > 3x + 6 

L 1 8 


6x - 3v >6 + 2 3.v > 8 x 


-i 

J 


Logo. S = tx G IR x > 


8 


R.7 


Resolver em IR a inequacao 

Resolugao 

( 1 a 2 * -5 { 1 A' 1 + I 

J 


1 A 
8 


2x 2> 


1 


+ i 


8 


nlt-5 


f I A 


2 


l A 

l 2 J 


.i-+ I 


1 


- 1 a 




f 1 A 

l 2 ) 


2.x + 2 


Como a base 


D 
2 ) 


das potencias e um numero entre 0 


e i, temos, pela propriedade E.3. que o "sentido" da 
desigualdade e "invert ido” para os expoentes. Assim. temos: 


( 1 A 


n , 

V ^ J 


61-15 ( i 'r 1 '* 2 


2 / 


=> 6.r — 15 > 2x + 2 


6a - 2x > 2 + 15 


. . x 


17 


Logo. S — lx G IR 


X 


17 
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B.6 


B.7 


EXERCICiOS BASICOS 

Resolva em 1R as inequacoes: 
a) 16*- 1 > 8* +5 

9 J " V. 3 J 


b) 


3jf ~' ( 


c) (0,3) 4 ' 5 > (0,3 ) 


It 4- I 


d) ( J2 



3.t - 3 


i/8 


e) (VO, 6 ) 


3.1 2 


0 


/ 


l 


2.x - I 


> 3 


0.6 


k - L 


\ 3 

g) 125 it+ 1 > 25 3x 

. x ( 3 V + ' ( 9 3 

h) U J "UJ 


i) 


9 v** 
J 


— 7 


5 


> 


125 3 
8 


2v- 


j) 7^ < V4 


k) (i/3 ) 1 2 > i/27 


2.v + 1 


1) 


J 2 


j y+ 3 

72 J 


(UME-SP) A solui^ao da inequaqao 

r J \r(Jf+2i f \ \2j + 4 

1 . 5 J l 5 > 

a) x *£ - 2 ou jc 5: 2 d) x ^ 0 

b) —2 ^ x 2 e) .v 35 0 

s 1 
C) X 


0 no conjimto dos reals 6: 


B.8 Resolva em IR as inequacoes: 

a) 2* ~ 1 < b 2 * + 1 ^ Aix + 1 


Sugestao. Resolva o si sterna 1 


- 1 <- 9?,t • 1 


, istoe. 


b) 


7Xv + 1 ^ J.3.v + t 

determine a interseccao dos conjuntos solugao das 
duas inequacoes. 

1 Y~ 2 


2 j 


<4 t + i < 16 


2t t i 


B.9 Resolva em )R as inequacoes: 

a) 3" + 1 + 2 • 3 1 ~ 1 ^ 11 

b) (7p9)^ + 6 <l 


c) U 1,8) 


.t" — 6.1 4* 5 


1 


EXERCICIOS COMRLEMENTARES 

C. 1 (PUC-MG j Sendo jc e y reals, o valor de a + v no sistema 
2 1 = 4 y 

” A 

25 x = 25 • 5 V 6 ' 

.4 1 , - 

a) y c) y .e) 2 

b) |- d) 1 



C.2 


(PUC-RJ) A soma das raizes da equacao 


5* 2 - 2 * + 1 



a) — 4 c) — 1 e) 4 

b) —2 d) 2 


C.3 (ITA-SP) Determine o con junto solueao da equacao 
3 2v -f 5 Zr — 15 l = 0, no uni verso IR. Sugestao. Divida 
ambos os membros da igualdade por 15' . 

C.4 (UnB/PAS-DF-modificadb) As substancias radiativas 
tern uma tendeneia natural a se desinlegrarern. emitindo 
particulas e transform ando-se em uma nova substancia. 
Conseqiienteniente, com o passar do tempo, a quantidade 
da substancia radiativa diminui. A velocidade de decai- 
mento pode ser medida contando-se o numiero de parti- 
culas liberadas por unidade de tempo. Instrumentos para 
medir a radiatividade. como. por exemplo. o contador de 
Geiger, fazem isso automaticamente. 

O plu tonic -240, produzido em reatores nucleates, e 11 m 
material radiativode longa vida, o que torn a o 1 i xo atomico 
desses reatores de dificil armazenamento. A partir de 
uma massa inicial M 0 dessa substancia. a sua massa A/, 
apos t seculos. sera, aproxi mad ament e. determinada pela 
equacao M ~ M n (l ,01)“'. 

Com base nessas informagoes, determine, em porcen- 
f agent . a quantidade de massa do piutonio-240 restan- 
te, apos 2 seculos de desintegragao. (De uni resultado 
aproximado.) 


C.5 (UMC-SP) O numero N de decibeis e a potencia I de urn 

som medida em watts por centimetres quadrados estao 

,v 

relacionados pela formula / = lO -1 " • 10 111 . O numero 
de decibeis correspondente ao som provocado por trafi- 
co pesado de veiculos. cuja potencia e estimada em 10“ s 

watts por centimetro quadrado. e igual a: 

a) 40 c) 120 e) 200 

b) 80 d) 160 


C.6 Resolva em IR a inequagao 4' — 3 * 2 V + 2 < 0. Sugestao. 
Faca a mudanca de variavel 2' = 1 e resolva a inequagao 
t 2 - 3r + 2 < 0. 


Exercicio complementar C.6 


Cop ftulo 19 

TEORIA DOS LOGARITMOS — 

DOS LOGARITMOS 




PRINCIPIOS BASICOS 

Considere as expressoes: 

* 31.245 4- 6.231; • 31.245 - 6.231; 

• 31.245 *6.231; • 31.245:6.231. 

Quais delas voce resol veria mais rapidamente? 

De modo geral e mais simples somar ou subtrair dois 
numeros do que mulliplica-los ou dividi-los. Com base 
nessas ideias, o escoces John Napier (ou Neper) fomiali- 
zou a teoria dos logaritmos, cuja finalidade e simplificar 
calculos numericos. 

Os principios basicos dos logaritmos — transformar 
uma multiplicacao em adicao ou uma divisao em 
subtracao — ja haviam sido vislumbrados por outros 
matematicos antes de Napier. No entanto credita-se a ele 
a criacao dos logaritmos, devido a vinte anos de trabalho 
que culminaram com a publicagao das obras Mirifici 
logarithmorum canonis descriptio (Descricao das nortnas 
dos logaritmos maravilhosos , em 1614) e Mirifici loga- 
rithmonun canonis constructio {Cdlcido das nonnas dos 
logaritmos maravilhosos, em 1619). 


John Napier 
(1550-1617). 



2. LOGARITMO 

Para compreender o que e um Iogaritmo, considere uma 
potencia de base positiva e diferente de 1. Por exemplo: 

2 J = 8 

Ao expoente dessa potencia damos o nome de Iogaritmo. 
Dizemos que 3 e o Iogaritmo de 8 na base 2. Em simbolos: 

2 3 = 8 <=> log^ 8 = 3 


Exemplos 

a) 5 2 = 25 log 5 25 


— i 


b) 3- 2 = 4r «* lOg, 1 


— —9 


9 


c) 


r_r\ 

K 2 j 


4 


1 , 1 
« log 1 


16 


~ 16 


= 4 


Definiqao 


Sejam a e h numeros reais positivos e b 1. 
Chama-se Iogaritmo de a na base b o expoente x tal 
que b x = a. 

Em sfmbolos: 

log;, a = x <=> b x ~ a 


Nomenclafura 

Na sentenga log;, a = x: 

• a 6 chamado de “logaritmando”; 

•be chamado de “base do Iogaritmo ’; 

• x e chamado de “Iogaritmo de a na base b " 

Exemplos 

a) log 2 16 e o expoente x tal que 2 l = 16. 

Temos T = 16 <=> 2 X « 2 4 * = 4. 

Assim, log 2 16 = 4. 

b) !og 5 — L- e o expoente x tal que 5 V = * 


25 


25 


Temos 5* = 


1 


25 


5 X = 5" 2 x = -2. 


Assim, log s 


1 


25 


= - 2 . 


c) log 7 1 e o expoente x tal qne T — 1 . 
Temos T = 1 <=> T = 7° x = 0. 
Assim, log 7 1 = 0. 

d) log 5 1/5 e o expoente x tal que 5 A = %[5 

Temos 5* = K W 5 T = 5 7 x = 4 


3 


Assim, Iog 5 lj5 


1 


a 







Convensao 

Chama-se logaritmo decimal aquele de base 10. Indi- 
ca-se o logaritmo decimal de urn numero a simplesmente 
por log a (a base 1 0 fica subentendida). 


Exemplo 


log 


1 


1.000 


e o expoente x tal que 1 Q T = 


1 


1.000 


Temos: 


10 * = 


1.000 


10* = 10 “ 3 A x - -3 


Assim, log 


1 


1.000 


= “3 


3. PROPRIEDADES DOS LOGARITMOS 

Decorre imediatamente da defini^ao que para numeros 
reais positivos a zb, com b A 1 : 

L.l log;, b — 1. 

De fato, fazendo log,, b = x, tem-se b x = b A x = 1. 

L .2 log;, 1 - 0 . 

De fato, fazendo log/, 1 = x, tem-se b x — 1 A x = 0. 

L.3 log,, a ~ y log,, a, Vy, y G 1R. 

De fato, fazendo log;, a = x, tem-se b x — a. Elevando-se 
ao expoente y atnbos os membros dessa ultima igualdade: 

(b x ) y = a y & b~' x = a y 

Pela defmi?ao de logaritmo: 

b yx = a y yx = log,, a y 

Como x = log,, a , temos, finalmente, que: 

y log,, a = logt a y 
L.4 log 6 b x = x. 

De fato, pelas propriedades L.3 e L.l » temos 
log fc b x = x log fc b - x ■ 1 , portanto, log,, b x = x. 


L.5 b 


_ 


— a. 


De fato, fazendo log,, a = x, tem-se: b x — a. Substituindo, 
nessa ultima igualdade, jc por log,, a. tem-se: 


log,, n 


— a 



> EXERCIC105 RE50LVID05 


R.l 


Calcular os logaritmos : 
a) log, M 625 


c) log ‘V 1.000 


b) log. 


1 


242 


o 

3 


d) loi 


64 


27 

T 


729 


Resolugao 

a) log 125 625 = x ** 1 25* = 625 A (5 V = % 

4 


5 3, _ 54 


x = 


Assim, log , 25 625 — 


3 

4 


bj log s 


1 


243 


— x 81' = 


1 


243 


w -w 34 * 


3 -5 


4x = -5 


. x = — 


Assim, log,*; 


243 


4 


c) log 1/ 1.000 =.v o I O' = i/LObO 


A 


A lO'=ifW A 10*= 10 4 =>x = 


.3 


4 


Assim, log V 1 -000 = 


4 


64 

d ) log 27 729 


- 


27 3 


8 


8 


64 


129 


3* 


f 3 ^ 

lItJ j 




V 3 j 


3 3 

2j 


3.1 


3x = —6 A x = -2. Assim, log 


f 3 3 
\~2j 
64 


, -t 


_ n 


8 


729 


do rnvel sonoro 

Para medir 0 nivel sonoro utiliza-be a escala Sogaritmlca. Considerando / c . a 
menor intensldade fisica do som audTve! e / a intensidade ffsica do som que 5e 
quer medjr, 0 nivel sonoro p de I e calculado por: 


p = log 


/ 


/q 


na unidade de medida bel (bimbolo B), nome dado em homenagem a Qraham 
Bell, inventor do telefone, fia pratica utiliza-se 0 decibel (simbolo db) que equi- 
vale a dedma parte do bel. 


Graham Bell (1847-19221. 
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FUNCOES 



B.7 Sabendo que log* a = 4, calcule log,, %ja* . 


R.2 Sabendo que log* a - 3, calcular log* a 5 . 

Resolucao 

Pel a propriedade L.3, temos log* cf — 5 log* a. 

Como log* a = 3, temos log* cf = 5 log* a = 5 • 3 = 15. 
Entao, log* cf — 15. 


R.3 Calcular o valor da expressao 

E= 3 ^ + Iog 6 6 - log s 1. 

Resolugao 

. log-,5 

Pei a L.5, temos 3 =5. 

Pela L.l. temos log* 6 = 1. 
Pela L.2, temos log s 1 = 0. 
Assim. E = 5 + 1 — 0 = 6. 



Calcule o valor da expressao 


Resolucao 

Pela L.3, temos 4 log s 2 — log, 2 J = log, 16. 


•) log, 2 

Assim, 5 



Pela L.5 




EXERC1CI05 BASICOS 


B.l Calcule os logaritmos; 


a) log 7 49 

j) iog l/T7000 

b) log* 2 ] 6 

k) log jj 1/625 

c) log, as 1.024 

1) log, 43 3 

d)log A y 

m) log^ 128 

e) log 2 %j 1 6 

, , 625 

" )l0g ‘,-i6- 

f) log 10.000 

o) log 0,00 1 

g) logj 4 

p) log a3 0,09 

h) log, J 

q) logons 0,008 

i) log, 243 

r) log* 6 

o0 ' 6 625 

(UECE) O valor de 2 !os 

2 2 -j- ^2*%^ ) 2 + ?^ ]og2 

e igual a: 

a) 3 b) 4 

c) 5 t 

Determine .v em cada ig 

ualdade: 

a) log 5 x — 2 

f) log g , * = -j 

b) logj* x - — 

g) log x = -2 

c) los-, x ' —3 

•u..' J_B 

h) Iog i;(K4 x = — 

d) log 4 x = 0 

i) log ,^x — 3 


e) loa,.v =? 3 


B.4 Sabendo que log* a = 9. calcule log* a*. 

B.5 Sabendo que log* a 2 =8e que a > 0, calcule log* a-. 


B.6 Sabendo que log,, a — 9, calcule log* 


B.S Calcule o valor da expressao E — 6 




B.9 Calcule o valor da expressao E — 5 


2. log 5 3 


"3j 

B.10 Calcule o valor da expressao E ~ (b 2 ) h , em que 
b E IRt e b ^ I . 


B.11 Calcule o valor da expressao E = 5 


5 4- 


log. 3 


B..12 Calcule 0 valor da expressao E — 8 
B.13 P; ove que: 


1 - J 


a) log* 4=*' = —log* a. com [a, b } C IR : | e b ^ 1; 


b) log,, a = 


1 


log„ b 


, com {a, b\ C IRS, a 1 e b + 1 


B,14 Sabendo que log-, 5 = nu calcule em fun^ao de m: 


a) log. 


1 


b) log* 3 


c) Io! 

■ 4 


1 


55 3 


B.15 Sabendo que log* 5 = m, calcule em fun^ao de m: 


a) log, 


■m 


b) log 5 — 


1 


III 


B.l 6 Chama-se cologaritrno de a na base b. [a, b} C IRS e 
£ # l,o numero —log* a. Tsto e: 


cologj, a = —log* a 


Calcule os cologaritmos: 


aj coloii. 8 


b) colog ](1 32 


c) coloa 


>5 


125 


Exercicios comptementares de C.1 a C.4 


4. OUTRAS PROPRIEDADES DOS 
LOGARITMOS 

Sendo cl b e c numeros reais positivos. com b ± 1, 
temos: 


L.6 log* ac — log* a + log* c. 

Demonstracao 

Sejam log* a = x <=> b x = a e log* c — v «- b" — c. 

Assim, podemos escrever b %• — at <=> b x + v = ac. 
Pela definicao de logaritmo: 

b' +y = a c <=> x + y — log* ac 
log* ci + log* c = log* ac 

( c.q.d.) 

Exempt os 

a) log 2 (4 * 2) = log, 4 + log, 2 

b) log 5 (625 * 125) = log 5 625 + log, 125 


L..7 Jos 


a j 

b — = i °gf . a 
c 


log* £\ 


Demonstraeao 

Sejam log* a = x b x = a e log,, c — y <=> b y = c 

Assim, podemos escrever b x ~ y = — . 

r Z? c c 

Pela defini^ao de logarilmo: 


V - y 


a . a 

— <=> a — v = log) 


c 




log* a — log,, c = log 


£>b 




a 


c 


(c.q.d) 


Exemplos 


a) log 


8 


log 2 8 — log 2 2 


b) loa^ 


625 

125 


= log 5 625 - log, 1 25 


L.8 Mudanea de base: 


log* a m 


logit a 

log,, b 


, VJt, k E IRf, k # 1 


Demonstracao 

Sejam log* amx W b x — a e log* a ~ v <=> k y 
Pela propriedade transitiva da igualdade: 


= a. 


b x — a e k y = a 0 b x — k v 

Pela definitjao de logaritmo, b ' — k y y = log*. b x . 
Pela propriedade L.3, podemos escrever: 


V 


= a- log* b log* a 
log*, a 


= log* a * log* b 


log, b 


— log,, a 


(c.q.d.) 


Exemplos 


a) log^ 32 


b) log sl 9 = 


log, 32 
log, 64 


log? 9 

logy 8 1 



EXERCICI06 RE50LV1D0S 


R.5 Sabendo que log* 5 - 0,898 e log 6 2 — 0,386. calcular: 

S 


a) log* 10 


b) log* 2.5 


c) log 2 5 

d) log* 20 


e) lo 




12 


0 log* J~5 


Resolugao 


L.6 


a) log* 10 = log* (5*2) - log* 5 + log* 2 

= 0,898 + 0,386 = 1,284. 

L.7 

b) log* 2,5 = log* -y = log* 5 ■ log* 2 = 

=• 0,898 - 0,386 = 0,512. 

L.8 


c) losi 5 = 


log* 5 


log, 2 


0.898 

0.386 

L.6 


= 2.326. 


d) log* 20 m log* (2 2 * 5) = log* 2 2 + 

L.3 


+ log* 5=2 log* 2 + log* 5 = 
- 2 • 0.386 + 0,898 = 1,67. 

L.7 

e) log* -Tf ~ log* 5 - log* 12 - 

L.6 


= log* 5 - 

+ log* 2) - 

- 0,898 - 


log* (6 • 
S 0,898 - 
1,386 = 


2) = log* 5 

( 1 + 0.386) 
-0,488. 

L.3 


- (log* 6 + 


-i- y 

n log* J5 = log* 5 ■ = “ ■ log,. 5 


R.6 


0,898 = 0,449. 


Sabendo que log 2 = me log 3 — k, calcular log (8y9 ) 
em funcao de m e k, 

s 

Resoluf&o 

L.6 

log (8*/9) = logf2 3 -3 s ] = log 2- + 


L.3 


+ log 3 " = 


3 log 2 + 


5 


log 3 


= 3m + 


2 k 


15 m + 2k 


Portanto, log 



.s 


I5wi + 2k 


\n 

LU 

O 

U* 


LL 


R.7 Sabendo que log^ 9 = a, calcular log 15 5 em funcao de a. 

Resohtcao 

3 

log, 5 9 = a o log 15 3 2 = a 
Pela propriedade L.3. podemos escrever: 


2 log i5 3 - a .'. log, * 3 “ 


a 


Temos, entao, log,* 5 — log 


15 


15 


J 


L.7 


- log,* 15 - log, 5 3=1“ 


a 


o _ 


a 


109 
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•A EXERCICIOS BASICOS 


B. 1 7 Sabendo q ue 1 og, 2 

~ 0,43 e log, 3 

= 0,68. calcule: 

a) log, 6 

e) log, 3 

i) log, JJ 

? 

b) log, — 

f) log, 8 

j) log, 4i/3 

c) log, 1,5 

g ) log, 24 

k) log yg 12 

d ) log, 2 

9 

h J log, — 



B.18 Sabendo que log 5 

a) log 15 

b) log 75 


c) log 


d) log 


5 

27 

5 


e) log 30 


0.69 e log 3 = 0,47, calcule: 

g) log 1 8 

h) log §JTs 

i) Iog 3 5 

j) tog, 125 

k) log ., 0,9 


f) log 6 Sugestao. 6 = 


30 


B.19 Sabendo que log ; 4 = 1 ,26, calcule: 

a) log 4 3 b) log j, 3 

B„20 Sabendo que logn 5 — 2,32, calcule: 

a) log, 2 b) loe 2 c) log 5 

B.21 Prove que log,,, a — — - Iog /f a para qualquer 


a 


a, a E IR :!: . e quaisquer numeros a e b reais positivos 
com b ¥= 1. Sugestao. Faga uma mudanga de base. 

B.22 Determine o valor de x, sabendo que x — log, 4 * log 2 3 . 

B,23 Determine o valor de x, sabendo que 
x ~ log 4 1 25 ■ log, 4 * log 5 3. 

B.24 Sabendo que log ( a + b) — me log (a ~ b) = n, calcule 
log (a- — b 2 ) em funcao de m e n. 

B.25 Sendo log 2 ( a — b) ~ 3, obedecidas todas as condigSes 
de existencia, calcule o valor da expressao: 

E — log 4 (3a + 1) — log 4 (3tr + a — 3 cib — b) 

B.26 Sendo log, — = 3.4. obedecidas todas as condigoes de 

existencia, calcule o valor da expressao: 

a 


E — loe 


’4 b 


— loa i ob 


b J_ 

5 


B,27 Sabendo que 3 V = 2, calcule log-, 1 8 em fungao de k. 

B.2S Dado que 6" = 2. calcule, em fungao de n, o valor de 
log-, 24. 

B,29 Conhecendo log 2 o 5 = a, calcule, em fungao de a, o valor 
de log 2t) 4. 

B.30 Sabendo que log 12 3 ~ m, calcule, em fungao de m, o 
valor de lo 2 n 6. 

Exerclcios complementares de C.5 a C.12 


5. FUNQAO LOGARITMICA 

Consideremos a fungao f(x) — log 2 x. Podemos obter 
o grafico de / atraves de uma tabela: 


Atribuindo a x os infinitos valores 
reais positivos, obtem-se o grafico 




1 

8 

-3 

1 

4 

-2 

1 | 

2 

-1 

1 

0 

2 

1 

4 

2 

8 

3 

D(/) = 

R *; 

fin (/) = 

= R; 

m = 

log, X 




crescente em todo seu 

domfn io. 

Consideremos agora a fungao g (x) — log , x. Para 

^2 

obter um esbogo do grafico de g, vamos const mir a seguinte 
tabela: 

V Atribuindo a x os infinitos valores 

reais positivos, obtem-se o grafico 




1 

8 

3 

1 


4 

z 

1 

2 

1 

1 

0 

2 

-1 

4 

—2 

8 

-3 



i2 


L 


i8 x 




D(g) ■= IR 
Im(g ) - R; 

= log 1 x e uma fungao decrescente em todo seu 


dormnio 


Definigao 


Chama-se fungao logaritmica toda fungao 
/: R£ — * R tal que/(x) = log fe x, com/? E R* eb # 1. 


Exemplos 

a) f{x) = log, x 

b) h{x) = log 0>2 x 


c) g(x) - log j x 


d) f(x) = log n x 

V ■ 


110 


i 




Os terremotos 


Tem-se. entao: 


Abandonando urn pequeno dado 5obre a superffcle 
terrestre ocorrera uma llberaqao de energia que a 
fara vibrar levemente. 5e, no lugar do dado, for aban- 
donado um tijolo, a energia liberada fara vibrar mais 
intensamente essa superffcfe. Imagine um cubo de 
granito com 2 km de aresta abandonado de uma 
altura de 280 krn; a energia liberada sera equlvalente 
a 20 trtlhQfiS de kWh (quilowatt-hora). Essa foi a 
medida da energia liberada pelo terremoto ocorrido 
am 5ao francisco, California, em 1906. Mats violento 
ainda foi o terremoto que arrasou Lisboa em 1755, 
llberando energia equlvalente a 550 trilhoes de kWh. 



0 terremoto ocorrtdo, em 1906, na cidade de Sao Francisco 
(EUA), registrcu 9 pontos na escala Richter. 


Os logarftmos sao apllcados na medida da inten- 
sidade de um terremoto. Ha escala Richter, a inten- 
sidade / de um terremoto e definida por 




em que tea energia liberada pelo 


terremoto, em kWh, e E 0 = 10" 5 kWh. 


Propriedades da fun?ao logarftmica 

G.l log,, x = hm y^x = y. 


V {x, y, b } C IR| e b 1. 

G.2 A funijao Iogaritmica f(x) — log* x 6 crescente 
em todo seu dommio se, e somente se, b > I . 


log* 


fog* 


o 


i 


f (x) = log b x, b > 1 


x. 


log* X 2 > log,, X, X 2 > X u 


V {a'| , Xj, b } C iRf e b > 1 

G.3 A funcao Iogaritmica fix ) ~ log*x e decrescente 
em todo seu dommio se, e somente se, 0 < b < I . 



Tem-se, entao: 


log* x 2 < log* x { x 2 > x |, 


V{j CIRfe b < 1 



EXERCICIOS RBeOlVWOS 

R.8 Determinar o dommio da fun 9 ao fix ) — log 5 (3.v — 6 ). 
Resolugao 

Existe log,, a se, e somente se, {r/, b } C IR| e b =£ 1 , 
Como a base 5 do logaritmo ja obedece a condieao de 
existencia, basta impormos a condieao sobre o logarit- 
mando, isto €: 

— 6 > 0 /. x > 2 
Logo, D(/) = [x G IR j .v > 2). 

R.9 Determinar o domtnio da fun 980 
f{x ) - log t _ , (-x 2 + 3x + 4). 

Resolugao 

Devemos ter: 

— x- + 3.r + 4 ~> 0 (I) 


{ x - 1 >0 
x - 1 . * 1 


OI) 

OH) 


(i) n (ID n oil) 



X 


Logo, D(/) = {x €E IR I 1 < x < 4 e jr# 2} 
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EXERCICIOS SASICOS 


B.3I Esboce o grafico de cada uma das fon?6es: 

a) fix) — log 3 % b) g (a) = log ! x 


B.32 


Class ifique como crescente ou decrescente cada uma das 
fun0es; 

a) fix) = log, x c) h{x) ~ log„_ x 

b) g (A-) = logy 3 X 


n /5 


d) t(x) - log m x 


B.33 


Classifique como V ou F cada uma das atimiagoes: 

a) log, -V = log 3 5 x = 5 

b) tog-, a > log, b <=> a > b 

c) log , a > log ! b *=► a > b 

T T 

d) log a7 a < log 0 7 b o a > b 

e > lo §./l5 a ^ lo S./L5 h mal 


b 


B.34 Determine o dommio de cada uma das funcoes: 

a) fix) = log s (5 a — 15) 

b) g (a) = log ? (a : - 3a) 

c) f{x) - log 05 t- v “ “ 5x + 4) 

d) r(jc) = log- x 1 

e) h(x) = log,, (6 a — 1 ) 

f) r ( a) = log-,, _ 4 (6x + 1) 

B.35 (PUC-MG) O dommio da lun^ao 


fix) 

- 1 

log, 

i - 3 0 

n 

t — 

7a 4 1 2 

a) {a 

G 

[R 

A < 

3 ou 

1A > 4] 

b) {a 

e 

R 

A > 

4} 


c) {.V 

e 

R 

2 < 

\ < 

6} 

d) {a 

G 

1R 

A < 

61 


e) {a 

e 

R 

7 < 

x < 

12} 


Exercicios complementares de C.13 a C.15 


6. EQUACAO LOGARITMICA 

Chama-se equagao logaritmica aquela que apresenta 
a incognita no logaritmando ou na base de um Iogaritmo. 

Exemplos / 

a) log 5 -v = 3 

b) log (x 2 — a) + los x — log 9 

c) log,. 3.v - 


*) + log A' 

9 


Resofu9do de uma equacao 
logaritmica 

A resolugao de uma equacao logaritmica baseia-se na 
propriedade G.i das funcoes logaritmicas, ou seja: 

G.l log* x — log^ y <=> x = y, 

VU.y,b) C IRf e b # 1. 

Apresentamos, como exercicios resol vidos. alguns 
tipos de equacao logaritmica. 



EXERCICIOS RESOLVIOOS 


R.10 Resolver a equacao log, (4a + 24) - 5. 

Resolugao 

Condi cao de exist end a (C.E.) 

Em primeiro lugar, devemos impor a condigao de exis- 
tencia do Iogaritmo: 


4a + 24 > 0 o x >~6 .*. C.E. x > -6 
Preparacdo da equacao 

Transformamos os dots membros da equacao em loga- 
ritmos de mesma base. O numero 5 pode ser escrito 
como Iogaritmo de base 2, do seguinte modo: 

5=5 log- 2 = log, 2 5 

Assim, temos: 

log 2 (4 a + 24) = 5 <=> log, (4a + 24) — log, 2- 
log- (4a + 24) = log, 32 

Resolugao da equagao 
Pela propriedade G.l, temos: 

log, (4a + 24) = log, 32 => 4a + 24 = 32 
/, 4a = 8 x = 2 " 


Note que a = 2 satisfaz a C.E. x > —6. 
Portanto S ~ {2}. 


R.ll Resolver a equacao log, (a + I ) + log ;i (a - 7) = 2. 

Resolugao 

Condigdo de ex istencia 


x + 1 > 0 
a - 7 > 0 


A > - 1 (I) 

x > 7 (IP 


( 1 ) 

(I!) 

(I) n (ii) 




X 


C.E. a > 7 

Preparagdo da equagao: 

lofo (x + 1) + log, (a - 7) = log 3 3 2 

Pela propriedade L.6 dos logaritmos, podemos escrever: 

log 3 (a 4 1 )(a - 7) ~ log, 3 2 

Resolugao da equagao 
Pela propriedade G.l, temos: 

log 3 (x 2 — 6 a — 7) = log, 9 => a 2 — 6x — 7 = 9 
a 2 — 6 a — 16 = 0 =^> a = 8 ou a — —2 


Note que apenas a — 8 satisfaz a C.E. a > 7. 
Portanto S = {8}. 

R.12 Resolver a equacao log, (a 4 4) — log, a — 2. 

Resolncdo 

s 

Condigdo de ex istencia 


x 4 4 > 0 

A > 0 


\x > -4 (!) 


a > o (n ) 


(i) 

-4 

(II) — 

(i) n ill) 


p 

i 

I 

I 



i 

1 



4 


X 

X 

X 


C.E. a > 0 
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Preparagdo da equagao 

Inicialmente. devemos passar para uma mesma base 
tod os os logaritmos da equacao. 

• Pela propriedade L.8 (mudanga de base), podemos 


t log, X 

escrever log , x - 


e4 ' loa, 4 
Pela propriedade L.4. podemos escrever 2 — log, 2 2 . 


Assim. lemos que log, (a* 4- 4) - 


log 2 x 
log, 4 


= log, 2 1 . 


Resolugdo da equagao 

log, x 

log, (x + 4) - — ^ — - log, 4 => 

2 log, (a + 4) — log, x. 2 log, 4 

9 7 



log, (.v 4- 4) 2 — log, x - log, 4 2 



tx + 4) 2 
x 


loe, 16 


(a 4- 4) : 

X 



,\ A- 4- 8x + 16 — 16 a x 2 - 8a -h 16= 0 
A — b 1 — 4 ac A = ( — SJ 2 — 4 * 1 * 16 = 0 

. —b ± JK —( — 8) ± Jo 

• * ^ _ . 

la 2-1 


Note que a = 4 satistaz a C.E. x > 0. 
Portanto S — {4 } . 


R.13 Resolver a equagao log,. 9 — 2. 

Resolugdo 

Condigao de existencia C.E. ,v > 0 e .v 4 I . 
Preparagdo da equacao : 

log., 9 = 2 log, 9 =* log, a 2 


Resolucao da equacao'. 

log, 9 : log, x 2 => 9 — x 2 x = 3 ou a = “3 

Note que apenas x — 3 satisfaz a C,E. x > 0 e .v 4 1 . 
Portanto S = { 3 } . 


i 

Jtf EXERCICIOS BASICOS 

B.36 Resolva em [R as equagoes: 

a) log, ( 6a — 9) = 4 

b) log 2 (2x 4- 10) + log, (a + 1) = 6 

c) logj (3a 4- 7) — log 5 (a — 1) = 1 

d) log, a 4- log 2 (a — 2) — log, (a — 3) = 3 

e) log^ (a 2 + 2a) — log_^ a = -2 

f) log, (a — 2) — logo fa — 4) = 1 

g) log ft (a~ — 1) + log ± (a - 2) = log 36 64 

6 

h) log, 32 = - 5 

B.37 Determine, em !R, o conjunto solugao de cada uma das 
equagoes: 

a) log, (a 2 4- 2a) = 3 

b) log 4 (a 4- 10) 4- log 4 (a — 5) = 2 

c) log (a 4- 68) — log (a — 22) — 1 

d) 2 log, a + log, 3 — log, (a — 1) = log, 6 4- log, a 

el Iogj_ {.v 2 — 1) — logj^ (a — 2) — —3 

"t" ~ 2~ 

f) log, (a + 3) log 4 a — 2 

g) 2 log 5 a + 2 log, 5 (a 4- 1) — — log (a 2 + 4a) 

h) log 1 16 = — 4 5 


B.38 Determine os reais a e y que satisfagani o sisiema: 

Iog 2 a 4- log, y = 3 
L log, a — log 2 y ~ I 

B.39 (UCB) Em U = IR, determine o valor do produto das 
raizes da equagao a”® 3 * — 6.561a 2 . 

B.40 (FURRN) Aumentando-sfe urn niimerox de 12 unidades. 
sen logaritmo na base 5 aumenta de 2 unidades. O valor 
de a e: 

v 1 ,3 . , 

a) — c) — e> 6 

fur R9 

b) 1 d) 2 

B.4L (UECE) Se a, e a, sao as raizes da equagao 

a 2 4- 6x 4- 4 = 0, entao log 4 (5xiX,— 2a ( — 2a,) e igual a; 

a) 3- b)~ c) 3 d) 5 

jmam a ui 

Exercicios complementares de C.16 a C.20 


7. INEQUAQAO LOGARITMICA 

Chama-se incquaeao Iogaritniica aqtiela que apresenta 
a incognita no logaritmando ou na base de urn logaritmo. 

Exemplos 

a) log, (3a “ 1) > 3 

b) logj_(x - 1) + log ± (a + 5) *£ -4 

2 2 

c) log., 9 > 1 


EXERCICIOS RESOLVIDOS 

R.14 Resolver a inequagao log, (3 a — 1) > 3. 

Resolugdo 

Condicao de existencia (C.E.) 3a— 1 > 0 => a > — 

3 

Preparagdo da inequagao 

Escrevemos o nuntero 3 como um logaritmo de base 2, 
ou seja, 3 = log 2 2 3 . 

Temos, entao. log, (3a — 1) > log, 2 3 . 

Resolugdo da inequagao 

Pela propriedade G.2, temos que o “sentido’" (>) da 
desigualdade entre os logaritmos se mantem (> ) para os 
logaritmandos, pois a base 2 e maior que l. Ou seja: 

log, (3 a' — 1) > log, 8 => 3 a — 1 > 8 
3a > 9 .*. a > 3 



O conjunto solugao S da inequagao e a intersecgao do 
conjunto S' dos reais a tais que a > 3. com o con junto Y' 

1 

dos reais x que satistazem a C.E. a > — . Ou seja: 


S’ : x > 3 
S " : x > 

S=S‘ nS" 



! 3 

i 


— - 

X 

1 

3 

i” 

t 

1 

A 


X 


J3 


X 


Portanto S — {x £ IR | a > 3 } . 




R.15 Resolver a inequaqao 

Wik ( x ~ 0 + !°gj_ t* + 5) ^ -4. 
2 2 

Resolugao 

Condicdo de exist encia (C.E.) 


(I) 

(ID 

f • 

Hindi) 


x I >0 
‘ x + 5 > 0 

L. 

U> 1 (I) 

. JC > - 5 (II) 

i 

t 



*i 

i 

X 

-5 

T 

l 

l 

X 


i 

,1 

X 


i 


jl 

Jr EXERCICI05 eAsicos 

B.42 Resolva em IR as inequacoes: 

a) logs (2x — 8) > 2 

b) log ^ (x — 2) — 1 

c) log, (3.v - 6) > log, (6 - x) 

d ) 1 o £o 5 (5jt - 1) 3* Jognj (5 - 2x) 

e) log, (x — 3) + log, (jc — 1 ) < 3 

f) log^ (x + 1 ) - log | (5x + 1) 5= I 

:>4 ~4~ 

g) logy 9 > 1 


x > l 


Preparagao da inequagdo 

Escrevemos o numero —4 da inequagao como um loga- 

1 / ] x -4 

ritmo de base — , ou seja, —4 = log , 


v2 j 


Temos, enlao: 


log | (x - 1} + log | (x 4- 5) ^ lost 


5 J_ 

7 


f 1 1 
£ 2 J 


-4 


Pela propriedade L.6 dos logaritmos, podemos escrever: 


log , (x - l)(x + 5) log , 


1 3 


-4 




Resolugao da inequagdo 

Peia propriedade G.3 da funcao logantmica, temos que o 
“sentido” («£) da desigualdade entre os logaritmos e 

"invertido” (5=) para os logaritmandos, pois a base — 


esta entre 0 e l . Ou seja: 

log | (x — l)(x + 5) =£ log , 16 => (x - 1 )(x 4- 5) 


16 


x 2 4 5x — x — 5 > 16 x 2 + 4x — 21 5* 0 



Portanto x -7 ou x 2* 3. 

O conjunto Solucao S da inequaqao e a intersect: ao do 
conjunto S' dos reais x tais que x =£ — 7 ou x ?= 3, com o 
conjunto S" dos reais que satisfazem a C.E. x > 1 . Tsto e: 


5" 


-7 


5" 


S=S'nS' 


x 


ni- 


X 


x? 3}. 


B.43 Determine, em iR. o conjunto soluqao de cada uma das 
inequacoes: 

a) log 3 (4x — 2) =£ 1 

b) log ± (5 - x) > 3 

2 

c) log 6 (3x - 1) > log, (7 — lx) 

d) log 0-2 (4x - I) < log (U (1 - x) 

e) log, (x 4 1 } + log 3 (X - 7) & 2 

f) log D , (x - 2) - log 0 ., + 4) > log, M X 

B.44 Determine o conjunto dos niimeros reais x que satisfa- 
zem cada uma das inequacoes: 

a) log, (x 2 + 2v) > 3 

b) log QJ (x 2 - 1)^2 log 0V (x - 2) 

c) 2 log, (x + 1) — log, (x 2 - 1) < 1 

d) log (x + 3) 4- log (x — 3) 2 logx 


Exercicios comptementares de C.21 a C.23 


Jg 

r EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


Cl (UFO) As indicacoes R, e /?,, na escala Richter, de dois 
terremotos estao relacionados pela formula: 




\ 


onde Af, e A/, medem as energias liberadas pelos respec- 
livos terremotos. sob a forma de ondas que se propagam 
pela erosta terrestre. Consideranclo que oeorreram dois 
terremotos, uni correspondeme a R t - 6 e outro eorres- 
pondente a /?, = 4, determine a razao entre as energias 
liberadas pelos mesmos. 


C.2 (Mackenzie -SP) A expressao 

logj_ 32 + log| 0 0,001 — log ai 10*/ 10 e igual a: 

7 
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C3 Calcule o valor da expressao 16 . 

C,4 Sabendo que log 2 — 0,30 1 . calcule log 8 com aproxima- 
qao de tres casas decimals. 


Assim, S = {x E [R 


C.5 (Fuvest-SP) Se a 5 = 1 .000 e b 3 — 100, entao o logaritmo 
de x na base b vale: 

a) 0,5 c) 1,2 e) 2,0 

b) 0,9 d) 1,5 

C.6 Sabendo que log, a + log 3 b — c, calcule, em funcao de 
a e c, o valor de b. 

C.7 Sabendo que log 2 = 0,301 e log 3 = 0,477, calcule 
log 7,2. 

C.8 Sabendo que log 3 = 0,477 e log 3 1,42 = 1 ,497, calcule, 
com aproximagao de duas casas decimals, o numero 
log 3 3.142. 


C.16 (UFPI) O numero de solufoes da equacao 
logui (l log jo (.v 2 1)) — 0 e: 

a) l b) 2 c) 3 d) 4 e) 5 


C.17 (UFMGS - modi ficado ) Sobre as raizes da equacao 
(login jc) 2 — 5 logm .v + 6 — 0, e correto afirmarque: 

a) nao sao reais. 

b) sao numeros irracionais. 

c) sao niimeros inteiros consecutivos. 

d) sao opostas. 

e) o quociente da maior raiz pel a men or raiz e igual a 
dez. 

Sugestao. Faqa a mudanca de vaiiavel log,,, x — t t 
resolva a equacao t 2 — 5t + 6 = 0. 



C.9 Ao aplicar um capital C durante n unidades de tempo 
(dia. mes, ano etc.} a taxa i por unidade de tempo, obtem- 
se o montante M (capital inicial mats o juro) acumulado 
ao final da aplica^ao, A formula para o cdlculo desse 
montante e M ~ C( 1 + /)". Determine durante quanto 
tempo o capital inicial de R$ 1 0.000,00 esteve aplicado 
a taxa de juro de 5% ao mes, gerando o montante de 
R$ 13.400,00. (Dados os logaritmos decimais: 
log 1,34 = 0,12 e log 1,05 = 0,02.) 


C.10 (Fuvest-SP) Se x 
icual a: 

a) log 4 7 

b) log , 6 7 


iog 4 7 e = log 16 49, entao x — y e 


c) 1 

d) 2 


e) 0 


C.ll (Fuvest-SP) Sabendo-se que 5^ — 2, podemos concluir 
que log, 100 e igual a: 

7 


a) 


P 


b) 2 p 


c) 2 + p 2 

d) 2 + 2 p 


e) 


2 + 2 p 


log, a 

C.12 (Cesgranrio) Sabendo-se que log* a = , onde a, 

b e c sao positives, com b e c diferentes de 1, o valor de 
log | If 12 e igual a: (Considere log 2 3 — x.) 


a) - 


3 


b) - 


c) 


2 + x 


d) 


e) 


2 + A 


2 + x 
3 


2 + x 


3 


C.13 (Unifor-CE) O mais amplo dominio da funqao real/, de 


fmida por f(x) = log 2 

a) 0[ U ]L, +«[ 

b) ]0, It U ]I,+~[ 

c) ]0,lf 


1 - 


I 


\ 




x J 


6 ' 

) 1-1 * 


d) ]1, +«>[ 

e) ]-<*>, 0[ 


€.14 


Determine o dominio de cada uma das l'unqbes 
. „ . r 3x - 1 

a) f(x) = log. 


A 


- 7 


b) g (a) m. log 


A - - — 5 a + 4 

2x - 4 


C.15 Obtenha o dominio da fungao/(x) = log, _ ,(|.v — 1 j — 3 ) 


C.1S (UFR-RJ) Determine o conjunto das solucoes reais da 
equacao: 

log 2 3 * tog, 4 ■ log 4 5 • log, a “ logj (-2a - 1 ) 
Sugestao. Transforme os logaritmos para a base 2. 

C.19 (UEMG) A equacao log, + , (2a 2 + a) = 1 admite o 
seguinte conjunto solugao: 

a) { — 1} c) ( -1, 1} 

b) {0} d) {1 } 

C.20 Em um cerio pais, onde a unidade monetaria e o conto, 
o pre^o do litro da gasolina no dia 1° de Janeiro do ano 
2000 era 1 conto. Esse prego e reajustado uma unica vez 
por ano e sempre no dia l a de janeiro. de acordo com o 
indice de inflaqao que e de 25% ao ano. 
a) Supondo que esse indice de inflaqao seja constante. 
complete a label a. em que k e um numero natural: 



r! fl. n 4 1 JU 1 i. 1 iff ! 1 n At 111 K IH 

■ L ~T W/tl 

jLRffnfnfjBnffBninkM 

■ - * • - - V -AAggw. 

1 •' de Janeiro de 2000 

1 

1“ de janeiro de 2001 

1.25 

l 2 de janeiro de 2002 

(1,25)- 

1 - de janeiro de 2003 

***„***«».».*». 

l a de janeiro de 2004 


j " de janeiro do ano 2000 + k 



b) Em que ano o preco do litro da gasolina nesse pats 
ultrapassara 8 contos, pela primeira vez? 

(Use log 2 — 0.301.) 

C.21 Obtenha o conjunto de todos os valores de a-, a G IR. C|ue 
satisfaqam cada uma das desigualdades: 

a) log, (a + 3) — log 4 a =£ 2 

b) log 6 (a 2 - 1) + log , (a - 2) > log,* 64 



G.22 Considerando o conjunto universo U ~ IR, resolva a 
inequaqao: 

3 *£ log, (3a + 10) < Iog 2 (a + 30) 

C.23 (Fuvest-SP) Se log,,, x ^ log, 4 • log 4 6 * log ( , 8 — ! . 
entao: 

a) 0 < x « 10 2 d) 10 6 < a IQs 

b) 10 2 < a 10 4 e) x > 10 s 

c) 10 4 < x 10 6 



UNIDADE 3 


Ccipftulo 20 




COMrOSIvAO E INVERSAO DE FUNCOES 


1. COMPOSIQAO DE FUNQOES 

Todo mes . uma empresa divide i gual men te uma pane 
.v do Iucro entre sens 200 funcionarios. Consideremos as 
seguintes f undoes: 

* /que associax a fraqao destinada a cada funcionario: 



g que associa a fraqao anterior a soma dessa fraeao com 
o salario de Pedro, que e de 1.700 reais; 



Esquematizando. temos: 



Se a parte do Iucro que sera distribuida e x reais. entao 

x 


Pedro recebera 


200 


+ 1.700 reais. Note que 


fix) = 


200 


e 8 


f x N 




200 


x 


200 


+ 1.700. Assim. 


podemos escrever que g 



200 


1.700. A 


fungao g{f(x)) e chamada de funcao composta de g ef. 
Indica -se a composi^ao das funqdes g e f por g o f , ou 
seja, ( g o/)(x) - g (fix)). 

Definipao 

Sejam A, B e C conjuotos e sejam as funcoes 
f: A—+ B e g: B —> C. 

A funcao h\A—*C tal que h(x) = g(f(x}) e chamada 
de funcao composta de g com /. Indicaremos essa 
composicao por g of , le-se "g composta com/". 


Esquematicamente, temos: 


B 



R.l 


B.l 


B.2 


B.3 


Dadas as funcoes reais de variavel real f(x) = x + 3 e 
g(x) — x 2 — 5, determinar: 

a) (g of) (4) c) (g o f)(x) 

b) (fog ) (4) d) (/ o g)<x) 

Resolugao 

a) Temos que {g o f) (4) - g (f(4)) e/( 4) =4 + 3 = 7. 
Logo, (g of) (4) = g{f (4)) = g(7) = 7 2 - 5 = 44. 

b) Temos que (fog) (4) =f(g( 4)) eg(4) = 4- - 5 = II. 
Logo, (fog) (4) = /(g(4)) =/(ll) = 11 + 3 = 14. 

C) (g Of) (x) - g fix)) = [fix)} -5 = (x + 3) 2 - 5 = 
~ x 2 + 6x + 9 — 5 — a 2 + 6x + 4 
d) (fog) (x) -f{g(x)) - g(x) + 3 = .v 2 - 5 + 3 = .v 2 - 2 



EXERCICIOS I3ASIC0S 

(PUC-SP) Sendo/(x) = x 1 + l e g(x) = x — 2, entao 
g (f(0)) e igual a: 

a) 1 c) 0 e) — 1 

b) 3 d) 2 


Dadas as funcoes reais de variavel real /(x) 
g(.v') = 3x + 2, determine: 

a ) ig °f) (5) c) (g of) (x) 

b) (f ® g) (5 ) d) (/ o g ) (x) 


— x + I e 


Dadas as funcoes reais de variavel real fix) 

g(x) = i[x , determine: 

a) (g of ) (1) 

b) (fog) (1) 

c) (fog) (—8) 


= x 3 + 7 e 


d> (g of) (x) 
e) (/ o g ) (x) 


B.4 (UFSC ) Sen do f(x) = 


— i 


5 


e g (x) = 5x-, tem-se que: 


a) /(g(x)} = x 2 

b) /(g(x)) = x 2 - 2 

e) g (fix)) = x 2 ~ 4x + 4 

d) g OW) = = 


e) g (fix)) = x- - 4x 

Exercfcios complementares de C.1 a C.3 
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2. FUNCOES INVERSAS 

Consideremos a fungao /: A—*B f descrita peio diagrama: 


A ^ — X 

A,. \ 

f 

— x B 

/ \ 

■■ w - C 

/ 

7 u 

/ 

1 / 

/ 

J * 

* o 

V / 


-'■/={( 1,6), (2, 7), (3, 8)} 

Chama-se relagao inversa d e/, que se indica por f~K 
a relagao de B em A tal que; 

(x, y ) £/“'«• (v, x) G / 

on seja. cada par ordenado U, y) de f ~ 1 6 obtido inver- 
:endo-se a ordem dos elementos do par ordenado (y, ,y) de 
/. Assim, temos; 

(1. 6) (6, 1) <E/- f ; (2, 7) e/=> (7, 2) G/ -1 ; 

(3, 8) G/=> (8, 3) G/ _I 

A representagao de/ 1 em diagrama de flechas e: 




7* 








>4 



:.r< = {(6, 1), (7, 2), (8, 3)} 


Note que, nesse caso. a relagao inversa da fungao/ tam- 
bem e fungao, por isso dizemos que/ -1 e a funcao inver- 
sa de/. 

Nota 

Nem sempre a relagao inversa de uma funcao tambem 
e funcao. 

Hefinigao 


Uma fungao/: A—* Be inventive! se. e someaite se, 
sua relacao inversa/ -1 de B em A tambem e funcao. 

As fungoes / e f~ l sao chamadas de funcoes 
inverses entre si. 

1 { 

Tecnica para a obter^ao da inversa 
de uma funcao 

Se uma fungao real de variavel real v = fix) e invertivel, 
sua inversa e obtida do seeuinte modo: 

I. troeamos x por v e v por a, escrevendo x — f(y)i 
IT. iso lamps a variavel v. apos a mudanga de variaveis, 
obtendo y — f~'(x). 

Pense no porque dessa tdcnica. 



EXERCICIOS RESOmDOS 


Determinar a inversa da funcao v — 3.v — 1. 

Resolucao 

• Trocando x por y e y por x, temos a - = 3y — 

• Isotando a variavel v, temos: 


1 


x = 3v — ]=> \ = 


x + 1 


Assim, a inversa da fungao/Cv) — 3a — 1 6 a fungao: 


f~\x ) - 


x + 1 

T~ 


R.3 


A 


Determinar a inversa da funcao v — ; 

2a + 4 

Resolug&o 

* T rocando a por y e y por a. temos x — 


Isolamos a variavel v: 


2v 4- 4 


x — 


V 


2y + 4 


Af2y + 4) = v 2 at + 4a — y 


4a — v — 2 av 4a — v(l — 

h*' % 


Assim, a inversa da fungao f(x) — 


4.v 


WW / * + 


1 - 2a 


= v 


2a + 4 


e a funcao: 


f J U) = 


4 a: 


1 - lx 







B.5 


B.6 


B.7 


EXERCICIOS SASICOS 

Sejam os conjuntos A = { 1 , — 1, 2, —2, 3} e 

B = {2, 5, 1 0 } e a fungao/: A —*-B tal que /(.v) = a 2 + 1 . 

a) Construa o diagrama de flechas representando a 
funcao f. 

b) Construa o diagrama de flechas representando a 
relagao/ -1 . 

c) A relagao/ -1 e funcao? Por que? 

Considere os conjuntos A - {9, 4, 1, 0} e B = {3. 2, 1, 0} 

e a funcao f :A—*B tal que f(x) = Jx . 

a) Construa o diagrama de flechas representando a 
funcao/. 

b) Construa o diagrama de flechas representando a 
relagao/ -1 . 

c) A relagao/ -1 e fungao? Por que? 

Determine a inversa de cada uma das fungoes: 

, , x + 3 

a) y — 3a — o 


— 8a I" 4 


c) y — 


d) g (a) = 


_ i 


3 a - : 

A + 8 


B.8 (Faap-SP) Qival e a inversa da fungao f(x) = log,A? 

B.9 Determine a inversa de cada uma das fungoes: 
a) v = 3 V + 2 b) y = 5 lx ~ 2 

B.10 (Mackenzie-SP) Dada a fungao /: IR — *■ IR. defmida por 
fix) — x 3 + 1 , sua inversa/ -1 : IR — ► IR e defmida por: 

a) /" \x) - pf d ) t 1 (U - 


ifx* + 1 


b )/ -1 (a)— 


I 


x 3 + 1 


e) n.d.a. 


c) / = l/x - 1 


Exercicios complemsntares de C.4 a C.7 
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FUNCOES 


UNIDADE 3 



EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


C.l (Faap-SP) Dadas as fungoes reais 

f(x) = 2 — 3.v e g (.v) — 3x + k, determine o valor de k 
de modo que/[g(x)] = g j/(.v)]. 


C.2 Seja/ uma fungao real de variavel real tal que 
/(6a + 2) — IZv — 1. Determinar: 
a)./(20) b)f(x) 

Sugestao. Faga a mudanga de variavel 6a + 2 
oblendo. /’(/). 

C.3 (UFMG) Cousidere a funcao definida por: 


C.4 


- /. 


m = 


3 X , se — 1 =5.1^1 
5, se 1 < x ^ 4 
x — 4, se x > 4 



Pode-se afirmar que o valor de nntu.))} t: 
1 


a) 


3 


b) 1 


c) 3 

d) 5 


e) 9 


(Consart) O grafico de uma funcao f € o segmento de reta 
cujos extremes sao os pontos (—3, 4) e (3, 0), Se/ - 1 e a 
fungao inversa de/, entao /' - 1 (2) e: 

3 


a) 2 


b) 0 


d) - 

~ a > 

e) nao-definida 


c) 


3 


C.S 


C.6 


(UFCE) Uma fungao inVertivel / e tal que 
/{ x + 3) = 2jc — 1 . A inversa de / e: 

x 4- 7 

a) /-'(*)= 44- 


b )/-■<*) = 


c) / *(a) = A + 3 

d) /"*(;c) = 2a — 3 


e)/ -1 (A)= _ 

x — 3 

Sugestao. Faga a mudanca de variavel x + 3 — t, 
obtendo/(f); a seguir, determine/ - J (0- 

(UFPR) Determine o conjunto imagem da inversa da 

5 


funga of(x) 


x'- — x 


Sugestao. Nao e precise obter a fungao inversa. Pense no 
seguinte: (a, y) G/ se, e somente se, (> ! , x) G/ 

C*7 (UNIR) A inversa da fungao /(.v) — log x + log 3 6: 

a) /-%) - 10" + 3 

b ) f~'{x) ~ 


c )/ '(a) = 


d)/ -1 (A) = 


e)/ _1 (A) - 


10' 1 1 

~T~ 

10 " 

3 

10 3i 
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NOCOES DE ESTATISTICA 



1. O QUE E ESTATISTICA? 

Durante um telejornal. o reporter divulgou uma pes- 
quisa segundo a qua] apenas 5 % dos brasileiros tem o ha- 
bito de ler jornal diariamente. 

Voce ja pensou em como sao feitas pesquisas como 
essa? Como e possfvel entrevistar toda a populaqao bra- 
sileira para se saber a porcentagem de leitores de jornal? 

Veremos. neste breve curso, que nao e necessario 
entrevistar toda a populate para se chegar a uma deier- 
minada conclusao sobre ela. Chegar a esse tipo de 
conclusao e objeto da estatfstica. 

Como uma primeira ideia, podemos entender a estatfs- 
tica como sendo um nietodo de estudo de comportamentos 
coletivos cujas conclusoes sao traduzidas em resultados 
numericos. 

2. UNIVERSO ESTATISTICO OU 
POPULAR AO ESTATISTICA 

Quando e feita uma coleta de dados sobre detenninado 
assunto, chama-se de universo estatistico ou populacao 
estatfstica o conjunto formado por todos os eJementos 
que possum oferecer dados pertinentes ao assunto em 
questao. 

Exeniplos 

a) O governo encomenda ao IBGE (Instituto Brasileiro de 
Geogiafia e Estatfstica) uma pesquisa para conhecer o sa- 
lario medio do brasileiro. 0 universo estatistico ou po- 
pulate estatfstica e. nesse caso. o conjunto de todos os 
assalariados brasileiros. 

b) Um pariido pol ftico quer conhecer a tendencia do ele!- 
torado quanto a preferencia entre dois candidatos a presi- 
dencia da Reptiblica do Brasil, Para isso, encomenda uma 
pesquisa a uma empresa especializada. O universo esta- 
tfstico ou populacao estatfstica e. nesse caso. o conjunto 
de todos os eleitores brasileiros. 

3. AMOSTRA 

Quando o universo estatistico e muito vasto ou quando 
nao e possfvel coletar dados de todos os seus elememos, 
retira-se desse universo um subconjunto, chamado de 
amostra. e os dados sao coletados nessa amostra. 


4. ROL 

/ 

E toda seqfiencia (a , %; a n ) de dados numericos 
tal que: 

• cada termo. a partir do segundo, e maior ou igual ao 
seu antecessor; 

• ou cada termo, a partir do segundo, e menor ou igual 
ao seu antecessor. 

Exemplo 

Os cinco alunos de uma amostra apresentaram as 
seguintes notas na prova bimestral de matematiea 
6; 4: 8; 7; 8. Apresentando esses dados em rol, temos: 

(4; 6; 7; 8; 8) ou (8; 8; 7; 6; 4). 

5, CLASSES 

Em uma mostra de latas de oleo comestfvel, foram 
constatados os seguintes volumes em mililitros; 980; 
990; 1 .000; 970; 980; 1 .000; 1 .010; 950; 970; 940; 1.020: 
1.010: 920; 990; 950: 900; 1.000; 950; 970; 1.010. Pode- 
mos separar os elementos dessa amostra em rois disjuntos 
(sem elementos comuns). Por exemplo: 

I. 900; 920 

II. 940 

m. 950; 950; 950 

IV. 970; 970; 970; 980; 980 

V. 990; 990; 1.000; 1.000; 1.000 

VI. 1.010; 1.0 10; 1.010; 1.020 

Qualquer intervalo real que contenha um rol da amostra 
e chamado de classe. Por exemplo, podemos rormar as 
seguintes classes com os elementos dessa amostra: 

• o intervalo [900, 940[ contem o rol (I); 

• o intervalo [940, 950[ contem o rol (II); 

• o intervalo [950, 970[ contem o rol (III); 

• o intervalo [970, 990| contem o rol (IV); 

• o intervalo [990, 1.01 0[ contem o rol (V); 

• o intervalo [1.010, 1.020] contem o rol (VI). 

A diferenqa entre o maior e o menor elemento de uma 
classe, nessa ordem, 6 chamada de amplitude da classe. 
Por exemplo, a amplitude da classe [900, 940[ e 
940 - 900 = 40. 
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Notas 

1 . Os extremos de cada classe nao precisam ser, neces- 
sariamente, elementos da amostra, mas se o forem, 
deve-se tomar o cuidado de nao permitir que urn mesmo 
elemento perlenga a duas classes simultaneamente; por 
isso, no exemplo anterior, com excegao do ultimo inteivalo, 
consideramos os demais abertos a direita. 

2. Embora nao seja obrigatorio, e conveniente que, 
dentre duas classes consecutivas. o extremo a direita 
(aberto) da primeira coincida com o extremo a esquerda 
( fechado) da segunda, comp fizemos no exemplo anterior. 


* a classe [950, 970[ tem frequencia relativa igual a 


3 

20 


* 100% = 0,15 • 100% = 15%; 


a classe [970, 990[ tem freqiiencia relativa igual a 
5 


20 


100% = 0,25 * 100% = 25%; 


* a classe [990. 1.010{ tem freqiiencia relativa igual a 


5 _ 

20 


100% = 0,25 • 100% = 25%; 


6. distribuicAo de frequencia 


II 

II 


A quantidade de elementos da amostra que pertencem 
a uma detenninada classe e chamada de frequencia dessa 
classe. No exemplo anterior: 

• a frequencia da classe [900, 940 [ e igual a 2, pois 2 
elementos da amostra pertencem a essa classe; 

• a frequencia da classe [940, 950[ e igual a 1, pois 
apenas 1 elemento da amostra pertence a essa classe; 

• analogamente, as classes [950, 970[; [970, 990[; 
[990, 1.01 0[ e [1.010, 1.020J tem freqiiencias, respecti- 
vamente, iguais a 3, 5, 5 e 4. 


Podetnos apresentar as classes com suas respectivas 
freqiiencias atraves de uma tabela chamada de tabela de 
distribuigao de frequencia; 




[900, 940[ 

2 

[940, 950[ 

1 

[950, 970[ , 

3 

[970, 990[ 

5 

[990, 1.0 10[ 

5 

[1.010, 1.020] 

4 


• a classe [1.010, 1.020] tem frequencia relativa igual a 

* 100 % = 0.20 • 100 % = 20 %. 

20 

Assim, temos a tabela de distribuigao de frequencia e 
de frequencia relativa: 


\ [ t* fv \ J T* 

mf 4 «Ti 4 TO C B iii te ilTI Hit I ■ 



[900. 940 [ 

2 

10% 

[940, 950[ 

i 

5% 

[950. 970[ 

3 

15% 

[970. 990 [ 

5 

25% 

[990, 1.010[ 

5 

25% 

[1.010, 1.020] 

4 

20% 


F; = IF = 20 



7. CLASSES UNITARIAS 

Podemos considerar uma classe como sendo um unico 
numero real. Esse tipo de classe e denominado classe 
unitaria. 


A soma de todas as freqiiencias, 

2 + 1+ 3 + 5 + 5+ 4 = 20, e chamada de frequencia 
total (F,) da distribuigao. Dividindo a frequencia F de 
uma classe pela frequencia total F r , obtemos um numero 
chamado de freqiiencia relativa da classe. E usual apre- 
sentar-se a frequencia relativa em porcentagem. Indicando 
a frequencia relativa de uma classe por F%, tem-se que: 

F% = -£- • 1 00% 

F t 

Assim, da tabela anterior, temos que: 

• a classe [900, 940[ tem frequencia relativa igual a 

-J- • 100% = 0,1 * 100% = 10%; 

• a classe [940, 950[ tem frequencia relativa igual a 

4 - * 100% = 0,05 • 100% = 5%; 


Exemplo 

Para avaliar o rnvel de ensino em uma regiao, esco- 
lhen-se uma amostra de trezentos alunos da primeira serie 
do ensino medio e aplicou-se uma prova. A tabela de 
distribuigao de frequencia abaixo mostra o resultado 
dessa prova. As notas representam classe unitarias. 
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2.0 

40 

3,0 

85 

5,0 

75 

6,0 

50 

7,0 

30 

8,0 

20 





Grafico de setores 


8. REPRESENTACAO GRAFICA DE UMA 
DISTRIBUICAO DE FREQUENCIA 

A tabela de distribuicao de freqiiencia do exemplo 
anterior pode ser representada graficamente: 

Grafico de iinha 



Para a construgao desse grafico, marcam-se os pontos 
determinados pelas classes e as correspondentes freqiien- 
cias. ligando-os. a seguir. por segmentos de reta. Apenas 
os extremos desses segmentos oferecem informa^oes so- 
bre o comportamento da amostra; as demais partes dos 
segmentos sao, simple smente, linhas auxiliares. 

Grafico de barras verticais 



As frequencias sao dispostas nuni eixo vertical. 

Grafico de barras horizontals 



As frequencias sao dispostas num eixo horizontal. 


Divide-se um cuculo em setores, com angulos propor- 
cionais as frequencias das classes. Nesse caso, dividimos 
360° em partes proporcionais as frequencias 20, 30, 40, 
50, 75 e 85. 


360° 

20 + 30 + 40 + 50 + 75 + 85 

360 ^ 

20 + 30 + 40 + 50 4~ 75 4* 85 

360° 

20 4- 30 4- 40 4- 50 4- 75 4- 85 


* 20 = 24° 

* 30 = 36° 
. 40 = 48° 


360 ^ 

20 4- 30 + 40 + 50 + 75 + 85 


■ 50 = 60° 


36C+ 

20 + 30 + 40 + 50 + 75 + 85 


■ 75 = 90° 


36(+ 

20 + 30 + 40 + 50 + 75 + 85 




Graficamente. temos: 



9. HISTOGRAMA 

O histograma e um grafico utilizado para representar 
uma distribuicao de freqiiencia em que as classes nao sao 
unitarias. Veja, a seguir, como esse grafico e construfdo. 

I s ) Separam-se os elementos da amostra em classes de 
mesma amplitude e representam-se essas classes no eixo 
das abscissas: 




o 


J 1 L L 


x 1 x 2 x 3 x 4 x n Ciasse 


121 


2-) Constroem-se retangulos cujas bases coincidem 
com as classes: a altura de cada retangulo represents a 
frequencia da classe correspondente. 



Nota 

Podein-se construir histogramas com classes de ampli- 
tudes diferentes, porem, a altura de cada retangulo nao 
representara a frequencia da classe. Por isso, e mais usual 
adotar Lima mesma amplitude para as classes. 

Exemplo 

Os a! unos de uma amostra apresentaram as seguintes 
estaturas, em centfmetros: 


168 

170 

165 

177 

169 

180 

162 

171 

178 

173 

164 

172 

181 

166 

168 

170 



EXEKCICIOS BASI COS 


B.l Numa amostra de soldados do exercito foram constatadas 
as seguintes estaturas, em metros: 1,80; 1,78; 1,69; 1,92; 
1,93; 1,81; 1.90; 1.76; 1.74; 1,83; 1,88; 1,79; 1,85; 1,92; 
i ,86; 1,74. Construa uma tabela de dislribui^ao de 
frequencia e de freqiiencia relativa dessa amostra, com 
quatro classes. 


B.2 A tabela seguinte corresponde a disiribui§ao de freqiiencia 
das camisas vendidas por uma eonfecgao no mes de maio, 
segundo a numeral ao (1, 2, 3, 4 e 5) das camisas. 



* J* J r " L A ? " m L _ ! : " a 
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1 

50 

2 

150 

3 

250 

4 

450 

5 

100 


Vamos separar os elementos da amostra em quatro 
classes de mesma amplitude; 


Construa os seguintes graficos dessa distnbuicao: de linha. 
de b arras verticals, de barras horizontais e de set ores. 



eHhtiir 
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| J f t" J ® ip « ] 
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[161 

,5; 166,5[ 

4 


[166,5; 171,5[ 

6 


[171,5; 176,5[ 

2 


[176,5; 181,5] 

4 


Nota 


Lembre-se que os extremes de classe nao precisam 
ser. necessariainente, elementos da amostra. Corner am os 
da medida 16i,5 cm. nas poderiamos ter comegado de 
outra medida, por exemplo. 161,8 cm ou de 162 cm, que 
e o menor elemento da amostra. Se voce optar por 
comecar de valores nao pertencentes a amostra, procure 
sempre comeqar de um valor a menos de uma unidade 
do menor elemento da amostra. 

O histograma correspondente a essa distribui^ao e: 


6 

4 

2 


161,5 


166,5 


171,5 176,5 181,5 


> 

Classe 


B.3 (Enem) Um estudo sobre o problema do desemprego na 
Grande Sao Paulo, no perfodo 1 9S5-1 996. realizado pelo 
SEADE-DIEESE, apresentou o seguinte grafico sobre 
tax a de desemprego. 
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Fonte: SEP, Convenio SEADE-DIEESE. 

Pela analise do grafico. e correto afirmar que, no penodo 

considerado: 

a) a maj or taxa de desemprego foi de 14%. 

b) a taxa de desemprego no ano de 1 995 foi a menor do 
penodo. 

c) a partir de 1992. a taxa de desemprego foi decrescente. 

d) no penodo 1985-1996, a taxa de desemprego esteve 
entre 8% e 16%. 

e) a taxa de desemprego foi crescente no penodo 
compreendido entre 1988 e 1991. 


J 
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B.4 (Enem ) Uma pesquisa de opiniao foi realizada para avaUar 
os nfveis de audiencia de alguns canais de televisao, 
e ntre 20 h e 21 h, durante uma determinada noite. Os 
resultados obtidos estao representados no grafico de 
barras a seguir: 


B.7 Os tempos de duragao, em dias. de vinte lampadas foram: 


150 

210 

309 

270 

180 

246 

285 

195 

210 

248 

199 

250 

290 

284 

301 

221 

300 

190 

210 

259 


i nn . 


L UU 

in 

on 




o 80 - 

c 




13 bU 

m 

m 

*- 40- 

9 

T5 







oi 20 J 




Tv A TvB TvC 

TvD 

Nenhum 


canai 

I. O numero de residences atingidas nessa pesquisa 
foi, aproximadamente, de: 

a) 100 c) 150 e) 220 

b) 135 d) 200 

II. A percentagem de entrevistados que declararam 
estar assistindo a TvB e aproximadamente igual a: 

a) 1 5% c) 22% e) 30% 

b) 20% d) 27% 

B.5 O grafico de setores representado abaixo mostra a distri- 
buigao de uma amostra de alunos e suas respectivas no- 
tas na prova de portugues. 



Construa uma tabela de distribuigao de frequencia dessa 
amostra com cinco classes de mesma amplitude e o 
respectivo histograma. 



EXERCICIOS C0MPLEMENTARE6 

C.l (Enem) A tabela abaixo apresenta dados referentes a 
mortalidade infantil, a porcentagem de famflias de baixa 
renda com criancas menores de 6 ano$ e as taxas de 
analfabetismo das diferentes regioes brasileiras e do 
Brasil como um todo. 
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Norte 

35,6 

34,5 

12,7 

Nordeste 

59,0 

54,9 

29,4 

Sul 

22,5 

92 4 

8,3 

Sudeste 

25,2 

18,9 

8,6 

Centro- 

Oeste 

25,4 

25,5 

12,4 

Brasil 

36,7 

31,8 

14,7 


Fonte: Folha de S.Pauio, 1 1/3/99. 


* A mortalidade infantil indie a o imrnero de criancas que morrem antes 
de completar uni ano de idade para cada grupo de 1 .000 criancas que 
nascerem vivas. 


Sabendo que a amostra e compos ta de sessenta alunos, 
responda: 

a) Quantos alunos tiveram nota 3? 

b) Quantos alunos tiveram nota 5? 

c) Qua! a freqiiencia reiativa da classe "nota 6”? 

B.6 O arafico mostra a distribuicao de uma amostra de gar- 
rafas de refrigerantes e seus respeclivos volumes em mi- 
Iilitros: 

F* ^ ^ 

Freqiiencia 
(numero de 
garrafas) 

400 

200 
100 

~~Q 

a) Quantas garrafas compoem essa amostra 1 ? 

b) Qual a freqiiencia reiativa da classe "3( >0 ml ”? 


! ► 

280 300 320 Volume (mi) 


Suponha que um grupo de alunos recebeu a tarefa de 
pesquisar fatores que interferem na manutengao da 
saude ou no desenvolvimenta de doengas. O primeiro 
grupo deveria colher dados que apoiassem a ideia de que. 
se combatendo agentes biologicos e qufmicos, garante-se a 
saude. Ja o segundo grupo deveria coletar informagoes que 
reforgassem a ideia de que a saude de um individuo esui 
diretamente relacionada a sua condicao socioeconomica. 
Os dados da tabela podem ser utilizados apropriadamente 
para: 

a) apoiar apenas a argumentagao do primeiro grupo. 

b) apoiar apenas a argumentagao do segundo grupo. 

c) refutar apenas a posigao a ser defend ida pelo segundo 
grupo. 

d) apoiar a argumentagao dos dois grupos. 

e) refutar as posigoes a serem defendidas pelos dpis 
gmpos. 

C.2 (Enem) Lampadas incandescentes sao nonnalmente 
projetadas para trabalhar com a tensao da rede eletrica em 
que serao ligadas. Em 1 997, contudo, lampadas projetadas 
para funcionar com 127 V foram retiradas do mercado e. 
em seu lugar, colocaram-se lampadas concebidas para 
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Lima tensao de 120 V, Segundo dados recentes, essa 
substitmgao representou uma mudanqa significativa no 
consumo de energia eletrica para cerca de 80 milhoes de 
brasileiros que resident nas regioes era que a tensao da 
rede e de 127 V. 

A tabela abaixo upresen ta algumas caracterfsticas de 
duas lampadas de 60 W. projetadas respect! vamente para 
1 27 V (antiga) e 1 20 V ( nova), quando ambas se encontram 
ligadas numa rede de 1 27 V. 



60 W - 127 V 


60 W - 120 V 


127 V 


127 V 


60 


65 


750 


920 


1 .000 


452 


C.4 (Enem) Para con veneer a populagao local da ineficiencia 
da Companhia Telefonica Vilatel na expansao da oferta 
de linhas. urn politico publicoti no jomal local o grafico 
I, abaixo representado. A Companhia Vilatel respondeu 
pub I ieando dias depois o grafico II. onde pretende jusli- 
ftcar urn grande aumento na oferta de linhas. O lato e 

V- 

que. no penodo considerado. forani instaladas. efeti va- 
mente. 200 novas linhas telefonicas. 

Grafico I 


N 1 ’ total 
de linhas 
telefonicas 



Acender uma lampada de 60 We 120 V em um local 
onde a tensao na tomada e de 127 V. comparati vamente 
a uma lampada de 60 W e 127 V no mesmo local, tem 
co mo resLdtado: 

a) mesma potencia, maior intensidade de luz e maior 
durabilidade. 

b> mesma potencia. maior intensidade de luz e rnenor 
durabilidade. 

c) maior potencia. maior intensidade de luz e maior 
durabilidade. 

d) maior potencia, maior intensidade de luz e menor 
durabilidade. 

e) menor potencia. menor intensidade de luz e menor 
durabilidade. 

C*3 (Univali) O grafico mostra as vendas de televisores em 
uma loja: 


Grafico II 

N- total 
de linhas 
telefonicas 
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Jan. Fev. Mar. Abr. Maio Jun. 


Mes 


Pode-se afirmar que: 

a) as vendas aumentaram mes a mes. 

b) foram ven didos 100 televisores ate junho. 

c) as vendas do mes de maio foram inferiores a soma das 
vendas de janeiro e fevereiro. 

d) foram vendidos 90 televisores ate abril. 

e) se cada televisor e vendido por R$ 240,00. em maio a 
loja faturou, comas vendas desse produto. R$ 7.200,00. 


Analisando os graficos, pode-se concluir que: 

a) o grafico II representa um crescimento real maior do 
que o do grafico I. 

b) o grafico I apresenta o crescimento real, sendo o II 
incorreto. 

c) o grafico II apresenta o crescimento real, sendo o 
grafico I incorreto. 

d) a aparente diferenca de crescimento nos dois graficos 
decorre da escolba das diferentes escalas. 

e) os dois graf icos sao incomparaveis, pois usam escalas 
diferentes. 

C.5 As areas constrindas. medidas em metros quadrados. de 

vinte residences de uma certa regiao sao: 


250 

280 

330 

402 

385 

302 

290 

270 

310 

304 

407 

380 

295 

283 

402 

390 

300 

283 

250 

265 


Construa uma tabela de distribuicao de freqiiencia dessa 
amostra com seis classes de mesma amplitude e o 
respectivo histograma. 
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1. INTRODUQAO 

Dividindo a renda nadonal anual de um pais pelo 
numero de habitantes, obtem-se a renda per capita , isto e, 
a renda por pessoa. 

Supondo que a renda per capita de um pais e de 5.000 
do I ares, pode-se concluir que a distribuigao de renda 
nesse pais e eqilitativa? E elaro que nao, pois pode-se ter, 
por exemplo. inetade da populagao nao ganhando nada. e 
cada cidadao da outra metade ganhando 10.000 dolares; 
a renda per capita continuaria sendo 5.000 dolares. 

Esse exemplo ajuda a entender que e necessario mais 
de um parametro para avaliar a distribuieao dos valores de 
uma amostra de numeros. Neste capiiulo vamos estudar 
alguns desses parametros. denominados medidas estatis- 
ticas 


2. MEDIDAS DE POSIQAO 
Media Aritmetica (x) 

Os conteudos de 4 baldes de agua sao: 3f, 5f , 2€ e if. 
Se toda essa agua fosse distribufda igualmente entre esses 
baldes, com quantos litros de agua ficaria cada um? 

A quantidade de agua de cada um seria razao da 
quantidade total de agua para o numero de baldes. isto e: 


3 + 5 + 2 + 1 


f - 2,75f 


Media aritmetica ponderada 

Cinco baldes cont§m 4 litros de agua cada um, ties 
outros contein 2f de agua cada um. e. ainda, dois outros 
content 5f de agua cada um. Se toda essa agua fosse 
distribufda igualmente entre esses baldes, com quantos 
litros ficaria cada um? 

A quantidade de agua de cada balde seria a razao da 
quantidade total de agua para o numero de baldes, isto e: 


4-5 + 2*3 + 5*2 
10 


t = 3,6f 


Oresultado 3,6f e chamado de media aritmetica ponde- 
rada dos valores 4f, 2 f e 5f, com pesos (fatores de pon- 
deragao) 5, 3 e 2, respectivamente. 


A media aritmetica ponderada dos numeros 
.V], x 2 , x 3 , ..., x, com pesos, p v /j 2 , p 3 , ..., respecti- 
vamente, e o numero x tal que: 

- x x p l + x 2 pi + x 3 p 3 + ... + x„p H 

Pi + P2 + P3 + - + Pn 
ou, usando o sfmbolo de somatorio: 


n 

v 


-s * 


*iPi 


x = 4 = i 


n 

V 


Pi 

i = l 


O resultado 2.75€ e chamado de media aritmetica dos 
valores 3f , 5f, 2f e 1 f . 

Podemos entender a media aritmetica de duas ou 
mais quantidades como sendo o valor que cada uma delas 
teria se. mantendo-se a soma delas, todas fossem iguais. 


A media aritmetica dos numeros .v,. x 2 . x 3 , .... x n . 
que se indica por x, e dada por: 


Xi 3” x-> Xi “b ... -f i 


x — 


n 


n 


ou, usando o sfmbolo de somatorio: 


'! 


jr 

/ 

— i = 1 


/ , X 

E J 


n 



R.1 


EXERCICIOS RESOLVIDOS 

Numa empresa. dez operarios tem salario de RS 2.000.00 
mensais; doze tem salario de RS 1 .500,00 mensais: e oito 
operarios tem salario de R$ 1 .400,00 mensais. Qual e o 
salario medio desses operarios? 

Resolugao 

O salario mensal medio dos operarios e a media ari- 
tmetica ponderada entre os valores R$ 2.000,00, 
RS i .500,00 e R$ 1 .400.00 com fatores de ponderagao 
(pesos) respectivamente iguais a 10, 12 e 8. Isto e: 


10 - 2.000 + 12 • 1 .500 + 8*1 .400 

v — 


X = 


10 +12 + 8 


reais 


x = R$ 1.640,00 

Logo, o salario mensal medio dos operarios e RS 1 .640,00. 
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ESTATISTICA 


R,2 A labels seguinte mostra a distributee de freqiiencia das 
eslaturas, ein cenu'meiros. de uma amostra de estudantes 
do primeiro grau. 


H i m | , j ► . ««* .• 

liurf FHnirKlwiiKiiijrMH < rJ t iiMI 

P 1 ^ T r j 4+1 ' ► ■» “ \ ~ * 

_ 

By i uTt? msWi f4m ItiiTFiKi jB 

[150,5; 1545 [ 

4 

[156,5; 160,51 

5 

[160,5; 168,5[ 

8 

[168,5; 178,5] 

3 


Qual e a estatui a media dos estudantes dessa amostra? 
Resolugao 

Quando as classes nao sao unitarias, como nesse caso, 
para calcular a media tomamos o ponto medio x M de 
cada classe e calculamos a media aritmetica ponderada 
entre os valores atribuindo a cada um o peso igual a 
freqiiencia da respectiva classe. Isto e: 


rih’V'lVvoC ,v I 

t f/ijM u } .i A IhTi 




[150,5; I56.5[ 

150,5 + 156,5 _ 

1 — t — = 153,5 

4 

[156.5; 160, 5f 

156,5 + 160,5 _ ieo , 

- JL 

Zr 

5 

|160,5: 168,5[ 

160,5 + 168,5 _ [6 , 5 

8 

[168.5: 178.5] 

168,5 + 178,5 _ - 

2 

3 


Calculando a media aritmetica ponderada dos numeros 
153.5: 158.5: 164.5 e 173.5. com pesos respectivamente 
iguais a 4, 5, 8 e 3, temos: 

- _ 153.5 • 4 + 158,5 • 5 + 164,5 • 8 + 173,5 ■ 3 = 

4+5+843 

= 162, 15. 

Logo, a estatura media dos estudantes e 1 62.15 cm. 


Moda (Mo) 

Consideremos as idades. em anos. dos dez atletas que 
representaram o colegio nos ultimos jogos interestaduais: 
16, 19, 19, 22, 17, 19, 19, 17, 18, 18. A idade de maioi 
freqiiencia possivel e 19 anos, por isso dizemos que a 
moda dessa amostra e 19 anos, e indicamos: 

Mo - 1 9 anos 


Em uma amostra cujas freqiiencias dos elementos 
nao sao todas iguais. chama-se moda, que se indica 
por Mo, todo elemento de maior fVequencia possivel. 

Exemplos 

a) Na amostra 3, 4, 7, 3, 7, 9, 7, temos: 

Mo = 7 

b) Na amostra 9. 9, 5, 7, 10, 2, 1, 10, temos duas modas 
(amostra bimodal): 

Mo = 9e M'o = 10 

cj A amostra 1, 5. 7, 6, 45, 2, 0 nao apresenta moda, pois 
todos os seus elementos tem a mesma frequencia. 

Mediana (Md) 

• As estaturas, em centrmetros, dos cinco jogadores da 
equipe de basquetebol do nosso colegio sao: 

184; 179; 190; 181; 178 

Dispondo essas estaturas em rol, temos: 

i 78; 179; 181; 184; 190 

O termo central desse rol e chamado de mediana da 
amostra. Indicando a mediana por Md, temos: 


Md =181 cm 


* Dispondo em rol as notas da prova de historia dos 
alunos de l a serie B, temos: 


2.0 3.0 4,0 4,04.5 4.5 5.0 5.5 5.5 6.0 6,5 6,5 6.5 

t_t 

Termos centrais 


7.0 7.5 8,0 8.0 8,0 8,0 1 0.0 


Diretas ja 


Em marco de 1985, o deputado federal Dante de 
Oliveira, atendendo a uma crescente pressao do povo 
brasileiro, apresentou uma proposta de emenda a 
Constituiqao, que pretendia restabelecer as eleiqoes 
diretas para a Presidency da Republica, 5e aprovada, 
a emenda apressaria o fim da ditadura militar iniciada 
em 1964, e o pals retornaria a democrarla plena. A ex- 
pectativa em torno da votaqao dessa proposta pelo 
Congresso deu inicio a maior i nanifestaqao popular ja 
ocorrida ate entao no Brasil. O movlmento ficou co- 
nhecido como "Diretas ja". 

Em abril de 1984, o movimento levou a Fraqa da 
Candelaria, no Rio de Janeiro, cerca de 500 mil pessoas 


e ao Vale do Anhangabau, em 5ao Paulo, perto de 1 rnl- 
Ihao de manlfestantes. 

A reiacao desse acontecimento com a matematica e 
a maneira como foram contadas as pessoas na 
Candelaria e no Vale Anhangabau. Uma a uma? t claro 
que nao. Existem metodos estatTstlcos para a conta- 
gem de multidoes, com margem de erro insignlficante. 
Por exemplo, escolhem-se algumas regioes ocupadas 
pela multidao e contam-se as pessoas por metro qua- 
drado em cada regiao. A seguir, calcula-se a media arit- 
metica entre os valores obtidos. Finalmente, multiplica 
se essa media pela area total, em m 2 , ocupada pela 
multidao. 



Como o numero de termos do rol e par, define-se a 
mediana da amostra como a media aritmetica entre os 
termos centrals do rol, isto e: 

Md = 6,0 6,5 = 6,25 

Consideremos n numeros dispostos em rol 

.Vj, Aj* -Tj, X n , 

* Sendo n impar, chama-se mediana (Md) o 
termo central desse rol, isto e, o temio x, com: 


A comparagao entre os desempenhos desse do is candi- 
datos pode ser feita atraves dc medidas estatisticas como: 
o desvio absoluto medio, a variaitcia ou o desvio pa- 
drao. Essas medidas, chamadas medidas de dispersao. 
indicam o quanto os elementos de uma amostra estao 
afastados da media aritmetica. Calculando uma dess as 
medidas, em cada uma de duas amostras de mesma media 
aritmetica, sera considerada a aniostra rnenos dispersa 
aquela que apresentar a menor medida. No caso de Felipe 
e Leonor, a aniostra de notas menos dispersas em rela^ao 
a media aritmetica corresponde ao melhor desempenho e. 
portanto, ao merecedor da vaga. 


n + 1 


• Sendo n par, chama-se mediana (Md) a media 
aritmetica entre os termos centrais desse rol, isto e, a 
media aritmetica entre os temios x t e x, , com: 

n 

i = — 


Desvio absoluto medio (Dam) 

Nas cinco provas realizadas. Leonor obteve 8 de 
media aritmetica e suas notas foram: 8,5: 9.5: 8.0: 7,0 e 
7,0, conforme a tabela anterior. 

Para determinar o quanto cada nota esta afastada da 
media aritmetica. basta efetuar a diferenca entre a noia c a 
media, nessa ordem; essa diferenca e charaada de desvio 
da nota. Esses desvios sao: 


Nota 

Para se determinar a mediana, a amostra pode ser colo- 
cada em rol do menor numero para o maior, ou do maior 
para o menor. Nos dois rois o tenno medio e o mesmo. 

3. MEDIDAS DE DISPERSAO 

Para preencher uma vaga de gerente de producao, o 
departamento de recursos humanos de uma empresa 
realizou um teste com varios candidatos. selecionando os 
dois melhores: Leonor e Felipe. A tabela abaixo mostra 
os desempenSios dos dois candidatos nas provas a que se 
submeteram: 



ilr V[ Ijjj !(■ 1 £ 


Conhecimentos 

8,5 

9,5 

de informatica 

Lingua 

portuguesa 

9,5 

9,0 

Lingua inglesa 

8,0 

8,5 

Matematica 

7,0 

8,0 

Conhecimentos 
de economia 

7,0 

5,0 


Media = 8,0 

Media = 8,0 


Os dois candidatos obtiveram a mesma media. Como 
proceder, cientificamente. para determinar qual dos dois 
teve o melhor desempenho nessa avaliacao? 


8.5 — 8,0 — 0,5 (a nota 8,5 esta 0,5 acima da media) 

9.5 — 8,0 = 1,5 (a nota 9,5 esta 1.5 acima da media) 

8.0 — 8,0 = 0,0 (a nota 8,0 coincide com a media) 

7.0 — 8,0 = — 1,0 (as duas ultimas notas, 7,0, estao 1,0 

abaixo da media) 


O modulo de cada um desses desvios e chamado de 
desvio absoluto da nota correspondente: 

• o desvio absoluto da nota 8,5 6 | 0,5 | = 0,5: 

• o desvio absoluto da nota 9*5 6 | 1,5 | = 1,5; 

• o desvio absoluto da nota 8,0 e | 0,0 | = 0,0; 

• o desvio absoluto de cada uma das duas ultimas notas. 

7,0, 6 I - 1, 0| = 1,0. 


A media aritmetica enlre esses desvios absolutos e 
chamada de desvio absoluto medio, que se indiea por 
Dam: 


Dam. = 


0,5 + 1,5] “F 0,0 + — 1 ,0 ~F i — 1 ,0| 


Dam 

. * . Dam 


0,5 + 1,5 + 0,0 + 1,0 + 1,0 

5 



Analogamente obtem-se o desvio absoluto medio das 
notas obtidas por Felipe, D 'am. no conjunto de provas: 

D'am =1,2 

O desvio absoluto medio mede o afastamento medio 
dos elementos da amostra em relacao a media aritmetica. 
Assim, temos que as notas de Leonor estao, em media. 
0,8 acima ou abaixo da media aritmetica 8; enquanto as 
notas de Felipe estao, em media, 1,2 acima ou abaixo da 
media aritmetica 8. Como Dam < D 'am, conclui-se que 
Leonor teve um desempenho mais regular que Felipe, e. 
por is so, merece a vaga. 
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Sendo x a media aritmetica de uma amostra de 
mi rneros a,. x 2 , .v 3 . x ir chama-se desvio absoluto 
medio, que se indica por Dam , o numero: 


Dam = 


X 


+ x i — x 4- 


- X 


r ii v 


/I 


ou, usando o simbolo de somatorio: 


Dam — 



Variancia (a 2 ) 

Uma outra medida que indica o afastamento dos 
elementos de uma amostra, cm reiacao a media aritmetica, 
e a variancia, que se representa por cr-. Define-se essa 
medida como a media aritmetica enlre os quadrados dos 
desvios dos elementos da amostra, isto e: 

2 — ( A *i — a-) 2 + (a 2 — a) 2 + (a 3 — A) 2 -f- ... + (a„ — a) 2 

n 

ou, usando o simbolo de somatorio: 



Calculando as variancias dos conjuntos de notas de 

Leonor, cr“ L) , e de Felipe, of F) , citados anteriormente, 
temos: 

„2 _ (0,5) 2 4- ( 1,5) 2 + (0,0 ) 2 + (— 1,0) 2 + ( — 1,0.) 2 _ nn 

U (Ll — ^ 

e 

JS _ (1,5) 2 + (1,0) 2 +- (0,5) 3 -t- (0,0) 2 + (— 3,0) 2 

Como o’I'l i < cxf|.> conclui-se que Leonor teve ura 
desempenho, nas provas. mais regular do que Felipe. 

Desvio padrao (a) 

Na inteipreta^ao da variancia podem surgir algumas 
di ficuldades em nelagao a unidade de medida dos elementos 
da amostra. Por exemplo, se os elementos da amostra 
representam capacidades em litros ( f ), a variancia repre- 
sentara um resultado em £ 2 : como essa unidade nao tern 
significadp tisico, nao e conveniente utilizar a variancia 
nesse caso. Por causa de di ficuldades como essa, foi 
criado o desvio padrao, representaclo por cr, e defmido 
conio a raiz quadrada da variancia. 


Calculando o desvio padrao do conjunto de notas de 
Leonor, or (L) , e de Felipe, ct iF)5 citados anteriormente, 
temos: 

cr, Ll — |0j — • 0,948 
e 

or m - JlJ - 1,581 

Como cr (L( < o- (F) , concluimos que Leonor teve um 
desempenho, nas provas, mais regular do que Felipe. 

Nota 

Nao perca de vista que a oomparagao da dispersao de 
duas amostras pode ser feita com o desvio absoluto 
medio, ou com a variancia ou com o desvio padrao. 



EXERCICIOS &AS\C05 

B.l As idades dos jogadores de um time de basque tebol sao 
18, 23, 1 9, 20 e 2 1 anos. Qual e a media de idade desses 
jogadores? 

B.2 Entre sessenta mimeros, vinte sao iguais a 5. dez sao 
iguais a 6. quinze sao iguais a 8. dez sao iguais a 12, e 
cinco sao iguais a 16. Determine a media aritmetica 
desses uumeros. 

B,3 Quatro fu ncionarios A. B, C e D de uma empresa tern 
respectivamente 8. 6. 10 e 16 anos de trabaiho nessa 
empresa. O tuncionario A recebeu um premio de 
R$ 500,00 por ano de casa; B recebeu um premio de 
R$ 600,00 por ano de casa: e C e D receberam. cada um, 
R$ 800.00 de premio por ano de casa. Qual loi o premio 
medio recebido por ano de casa por esses funcionarios? 

B.4 As classes A. B e C da segunda serie do ensisio medio ti- 
veram respectivamente as seguintes medias na prova de 
matematica: 6.5: 6.0 e 7.0. Sabendo que a classe A e for- 
mada por 28 alunos, B 6 formada por 25 alunos e C, por 
22 alunos, calcuie a nota media de todos os 75 alunos. 

B.5 (TJFRJ) O grafieo mostra a disuibuNao de uma prova de 
matematica. 



a) Quantos alunos fizeram a prova? 

b) Sendo .v,, x 2 . .v 3 , a„ as notas obiidas pelos n alunos 
nessa prova (« e o numero de alunos que fizeram a 
prova), determine o numero 

A I i A , I -l 3 1 ... — . A .1 . , , , . 

.v = 1 : , denomtnado media 

n 

aritmetica das notas dessa prova. 
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B.6 (Unican i p-SP) O grafico, em forma de pizza, represents 
as notas obtidas em uma questao pelos 32.000 candidates 
presentes a primeira fase de uma prova de vestibular. Ele 
mostra, por exemplo. c|ue 32% desses candidates tive- 
ram nota 2 nessa questao. 


‘ U(12%) 

3 (16%) 

2 (32%) 


Pergunla-se: 

a) Quantos candidates tiveram nota 3 ? 

b) E possfvel afirmar que a nota media, nessa questao. 
foi S 2? Justifique sua resposta, 

B.7 Observando o grafico do exercfcio anterior, responds: 

a) Qual e a moda do conjunto das notas de todos os 
alunos? 

b) Qua! e a mediana do con junto das notas de todos os 
alunos? 

B.8 A tabela mostra a distribuiqao de freqiiencia da carga. 
em toneladas, dos caminhoes que passaram por uma 
estrada num certo periodo. 


5 (10%) 


l,r 


0 ( 10 %) 


1 






KWRt >iU' BiUl iMtll 

TTi 


>.■» r — • >,• K h -* - — Wv A . - 


i 

[9.5; 14,5[ 

18 

[14.5; 19,5[ 

33 

[19,5: 25,5] 


9 


Caleule a carga media desses caminhoes. 

B.9 (Fuvest-SP. modificado) A distribuigao dos salaries de 
uma empresa e dada na seguinte tabela: 


ilfodkj r * } r K l i ft 1 

| I£) uJlIj . , | 

500,00 

10 

1 .000,00 

5 

1. 500,00 

V l 

2.000,00 

10 

5,000,00 

t 4 

10.500,00 

E i 

Total 

31 


a) Qual e a media e qual e a mediana dos salaries dessa 
empresa? 

bj Suponha que sejam contratados dois novos rune ion arios 
com salario de RS 2.000,00 cada. A variancia da nova 
distribuicao de salatios ficara menor, igual ou maior 
do que a anterior? 


Monitoramento por satelite 

As queimadas brasileiras, em geral, sao inten- 
clonais, usadas como "tecnologia agricola" para 
llmpeza do solo antes do plantio, reducao de pragas 
e ervas daninhas, renovagao de pastagens e como 
auxiliar na colhelta de cana-de-agucar. "Embora 
exlstam outras tecnologias agricolas para substltuir 
as queimadas, o fogo ainda e muito mais barato", 
lembra Evaristo Eduardo de Miranda, do fluoleo de 
Monitoramento Ambiental (MMA). Por isso, e grande 
o niimero de areas que quelmam todos os anos, as 
mesrnas areas, ja desmatadas ha muito tempo. Esse 
fogo e monitorado com satetites meteorologlcos, 
atraves dos sensores de temperatura, predsos na 
local izaqao e na contagem do numero de focos, mas 
nao na delimltaqao da area queimada. O monito- 
ramento por satelite foi concebido para ajudar os 
orgaos de fiscal izacao a localizar as piores concen- 
tracoes de focos e ajustar os programas de controle 
legal ou mesmo de com bate ao fogo. 

O mapa ao lado, dlfundido pela Agenda Estado, 
mostra os pontes de queimadas no territorio brasileiro 
no mes de agosto de 1999. 
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Total de queimadas: 39.630 
Total de quadriculas com queimadas: 348 
Numero minimo de queimadas: 1 
Numero maximo de queimadas: 1 .946 
Numero medio de queimadas: 1 13,88 
Desvio padrao de queimadas: 209.68 


Legends 



Nenhum 
1 -55 pontos 
56-1 1 0 pontos 
1 1 3-31 9 pontos 
340-1.946 pontos 


Dados do Satelite NOAA: Institute Nacional de Pesquisas 

Espaciais iJINPE-MCT) 
Mapeamento Digital e Arte Final: Nucieo de Monitoramento 

Ambiental (Embrapa-NMA) 
Interpretapao Espacial e Analise Ambiental (ECOFORQA) 

Difusao: Agencia Estado (AE) 

Para obter textos publicados pelo jornal O Estado de 
5. Paulo, ou propostas de atividades, consults o site 
Estaddo na escola (www.estadao-escola.com.br]. 






tt.10 (Fuvest-SP) Dois atiradores a - e obtiveram nuina serie de 
vinte tiros, num alvo da forma indicada na figura. os se- 
guintes resultados: 




□hr 

1 J V if ^ 

:v r - * 

IK i 1 

IT' 1 



c 

m 

II'. 1 

i v J 

IV' 


.• 1 i i 

X 

y 

4 

6 

6 

3 

5 

5 ! 

1 

4 

3 

1 

3 


a) Qual e a media de pontos por tiro de cada um dos 
atiradores? 

b) Compare os desvios padrao de cada uma das series de 
tiros e decida qua! e o atirador com desempenho mais 
regular. 



EXERCiClOS C0MPLEMENTARE5 


C.4 (Fuvest-SP) A distribuicao das idades dos al unos de uma 
classe e dada pelo seguinte grafieo: 



Qual das alternaiivas represent;} melbor a media de 
idades dos alunos? 

a) 16 anos e 10 meses d) 18 anos e 6 meses 

b) 17 anos e I mes e) 19 anos e 2 meses 

c) 17 anos e 5 meses 


C.l (Unicamp-SP) A media aritmetica das idades de um 
grupo de 120 pessoas e 40 anos. Se a media aritmetica 
das idades das mulheres e 35 anos e a dos liomens e 50 
anos. qual o numero de pessoas de cada sexo. no grupo? 

C.2 O grafieo abaixo mostra a distribuigao de freqiieneia das 
notas obtidas pelos alunos da segunda serie do ensino 
medio numa prova de educagao ffsica. 



Determinar: 

a) a nota media desses alunos; 

b) a mediana dessa distribuigao; 

c) a moda dessa distribuicao. 

C.3 (Vunesp) Suponhamos que nos vestibularis desse ano 
uma universidade tivesse tide, para os sens diversos 
cursos, uma media de 3,60 candidates por vaga oferecida. 
Se para os vestibulares do ano que vein o numero de 
vagas for aumentado de 20% e o numero de candidates 
aumentar em 1 0%. qual a media de candidates por vaga 
que essa universidade tera no proximo ano? 

a) 3,24 c) 3,36 e) 3.46 

b) 3,30 d) 3,40 


C.5 ( Enem) Um sistema de radar e programado para registrar 

automaticamente a velocidade de todos os vefculos 
tralegando por uma avenida, onde passam em media 300 
vefculos por hora. sendo 55 km/h a maxima velocidade 
permitida. Um levantamento estatfstico dos registros do 
radar permiiiu a elaboracao da distribuicao percentual de 
vefculos de acordo com sua velocidade aproxmiada. 
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C.6 


A velocidade media dos vefculos que trafegam nessa 
avenida e de: 

a) 35 km/b c) 55 km/h e) S5 km/h 

b) 44 km/h d) 76 km/h 

As vesperas de um jogo decisivo, o tecnico de uma 
equipe de basquetebol deve optar pela escaia^ao de um 
dentre dois jogadores A e B. As duas tabelas seguintes 
mostram o desempenho de cada jogador nos ultimos 
cinco jogos dos quais participou: 



a) Calcular a media de cada um por jogo. 

b) Calcular o desvio padrao de cada um nesses cinco jogos. 
c,i Vocd. como tecnico desse lime, se tivesse que esealar 

um desses jogadores. num jogo onde a simples vitoiia 
I he daria o undo de campeao, qual deles escalaria? 




Ccipftulo 23 

SEQU&NCIAS 


1. conceituaqAo 

Na lista de chamada de sua classe, o nome de cada 
aluno esta associado a um numero natural nao-nulo. Por 
exemplo: 

1 . Alberto Vieira de Moraes 

2. Alessandra Rodrigues Fontana 

3. Alex Stanley 

* 

m 

lB 

30, Valdir de Souza e Ramos 

Quando assodamos os numeros naturais 1, 2. 3, 30 aos 
elementos do conjunto B dos aluno s, de modo que cada 
um dos numeros — 1, 2, 3, 30 — esteja associado a 

um unico elemento de B, estamos estabelecendo uma 
sequencia, onde: 

* o numero 1 e associado ao primeiro elemento da 
seqiiencia; 

* o numero 2 e associado ao segundo elemento da 
seqiiencia; 

* o numero 3 e associado ao terceiro elemento da 
seqiiencia; 

m 

* 

* 

• o ntlmero 30 e associado ao trigesimo elemento da se- 
qiiencia. 

Para representor uma seqiiencia, escrevemos entre 
parenteses os seus elementos separados um a um por 
vfrgulas, de modo que da esquerda para a direita tenha- 
mos: (primeiro elemento, segundo elemento, terceiro 
elemento, 

Desse modo a seqiiencia da lista de chamada fica 
representada assim: 

( Alberto Vieira de Moraes , 

'N- — . * * 

Primeiro elemento 

Alessandra Rodrigues Fontana , 
x ^ 

Segundo elemento 

Alex Stanley , Valdir de Souza e Ramos ) 

v s v v ^ 

Terceiro elemento Trige simo e 1 e mento 

Note, portanto. que: 

Seqiiencia e todo conjunto cujos elementos obede- 
cem a uma determinada ordem . 


Existem, tambem, seqiiencias infinitas como, por 
exemplo, a seqiiencia dos numeros naturais pares era 
ordem crescente: (0, 2, 4, 6, 8, ...). 

Notas 

1. Cada elemento de uma seqiiencia tambem pode ser 
denominado ter mo da seqiiencia. 

2. O termo de uma seqiiencia que ocupa a posigao de 
numero n e indicado pelo simbolo a n . Isto e: 

a i indica o primeiro termo da seqiiencia 

a 2 indica o segundo termo da seqiiencia 

a 3 indica o terceiro termo da seqiiencia 

* 

t 

m 

a„ indica o enesimo termo da seqiiencia 

3. Uma sequencia (a J; a 2 , fl 3 , •••) pode ser repre- 

sentada abreviadamente por (a n )„ e iN*- 

Exemplo 

Na sequencia (3,7, 11, 15, ...) temos que: 
a, = 3, a 2 — 7, £7, = 11, a A = 15, ... 

O cddigo de barras 

Os modernos supermercados sao equipados com 
dispositivos chamados de leitoras opticas, cuja fina- 
lidade e Identiffcar cada produto atraves da leitura 
eletrbnica de uma sequencia de barras verticals de 
espessuras variaveis (algum35 tern a mesma espes- 
sura) impressas na embalagem do produto. Cada 
sequencia esta associada a um unico produto e ao 
seu prego. Esse sistema de representagao e chama- 
do de codigo de barras. 
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UNIDADE 5 - SEQUENCIAS NUMERICAS 




UNIDADE 5 


2. LEI DE FORMA AO DE UMA 
SEQUENCIA 

Um eonjunto de informacoes capazes de determinar 
todos os termos de uma sequencia e a ordem em que se 
apresentam e chamado de lei de formacao da sequencia. 

Exeniplos 

a) Considere a seguinte sequencia: 



. . U/, = 5 

£ in* tal que j 

lfl„ + i = 2 + a„ 

As informacoes a { m 5 e «„ +1 = 2 + a„ , Vn, n £ IN*, 
determ inam todos os termos da sequencia e a ordem em 
que se apresentam. Vejamos: 

0 o primeiro termo da sequencia e 5; isto e, < 7 , = 5: 

• na igualdade a n+ , = 2 + a n , atribuindo-se a n os valores 
1 , 2, 3, obteiuos os demais termos da sequencia. isto e: 

n= I => a 2 = 2 + a v a 2 = 2 + 5 a 2 = 7 

n = 2 ^ j = 2 + a 2 a 3 “ 2 + 7 = 9 

n = 3 => = 2 + a 4 = 2 + 9 a 4 = 11 

■ 

■■ 

Logo, a sequencia e (5, 7, 9, 11, ...). 

b) Considere a sequencia ( a„) n e[N * tal que a n ** n 2 + 3. 
Para determinar os termos dessa sequencia, basta 
atribuinnos a n os valores I, 2. 3, ... na igualdade 
£t„ — n 1 4- 3: 

n “ 1 ==> ci\ — 1~ + 3 ■= 4 

w = 2 => r/ 2 = 2 2 + 3 ci-, = 7 

ft = 3 => o 3 = 3 3 + 3 a, = 12 

ft = 4 => = 4 2 + 3 «. = 19 


Portanto a sequencia e (4, 7, 12, 19. ...). 




EXERCICIOS 3A51C05 

Na sequencia (3, 2, 5, 9, 6, 6, & identifique os temios 

^1* ^2? 0 ^7* 


B.2 Numa sequencia finita (a„ a 2 . q 3 , .... «„), os temios a, e 
a t! sao chamados de extremos da sequencia. Dois 
temios Oj e c, sao chamados de equidistantes dos extre- 
mos se, e soinente se, o mimero de termos que antece- 
dem ci, e igual ao mimero de termos que sucedem a,. Qual 
das altemativas abaixo apresenta dois termos equidistan- 
tes dos extremos da sequencia (a,, a 2 . a 3 , a^,)? 
a) a 20 e c) a J9 e e) « ]y e 

bj Qt£j e ciyty d) n 2 [) e ct 4l 


B.3 Um termo a f e chamado de termo medio de uma 
seqiiencia com mimero impair de termos se. e somente se. 
o numero de termos que antecedem a s e igual ao mimero 
de termos que o sucedem. Qual das altemativas abaixo 
apresenta o termo medio da seqiiencia (tq. a 2 . a y a,,)? 

*0 ^45 Cl^-j e) ^49 

b) d) 


B.4 


Escreva sob a fomta (c/ h a 2 . a 3 , a 4 . ...) cada uma das 
seguintes seqiieneias: 


a) EiK- tal que < 


a, ~ 6 


a 


n 4 | 


= 9 + a 


ft 


a, = 3 


b H«„) n e,N* tal que \ a„ + , 


a 


a 



c ) («„)» c w tal que a„ = 5n + 3 

d) (<?„ )„ e N , tal que a„ = n- + 2 n 


EXERCICI05 COMPLEMENTARES 

C.I (PUC-SP) Na sequencia cujos termos obedecem a 
formula de recorrencia a, = 3 e a„ + , — (a n ~ 2) 2 , 
qualquer que seja n, n G IN*, o sexto term© e: 

a) i c) 3 e) 9 

b) -1 d)6 

C .2 (FGV-SP) A sequSncia (v,, )„ e N - e tal que x, - v„ - 1 = 2n, 
para todo n, n G IN* e /? 5 2. Sabendo-se que v, = — 1 . 
o tenno e igual a: 

a) 21 c ) 27 e) 51 

b) 17 d) 31 


C.3 A soma S„ dos n primeiros termos da sequencia 

(£i b a 3 , a A , ,..) e dada por .S„ = n' 4- 4 n para todo 
n, ft G IN*. 

a) Calcule a soma dos dez primeiros termos da seqiiencia. 

b) Determine o primeiro termo da seqiiencia. 

c) Determine o sexto termo da seqiiencia. 


C.4 (Cesgranrio) A soma dos n primeiros termos de uma 
sucessao e dada por 5 (1 - n(n + 1). Entao o vigesimo 
termo da sucessao e: 

a) 420 c) 60 e) 20 

b) 380 d) 40 


Nota 

Sucessao" e sinonimo de “sequencia 1 '. 
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O QUE E UMA PROGRESSAO ARITMETICA? 


1. PROGRESSAO ARITMETICA (P. A.) 

Defmicao 

Progressao aritmetica e toda sequencia numerica 
ern que cada termo, a partir do segundo, e igual a 
soma do termo precedente (anterior) com uma eons- 
tante r. O nutnero r e chamado de 'razao da progres- 
sao aritmetica”. 


Exemplos 

a ) (4, 7. 1 0. 13, 16, ! 9, 22) e uma P.A. finita de razao r = 3. 

b) (1 0, 8, 6, 4. 2, 0, — 2, —4. ...) e uma P.A. infmita de razao 
r= -2. 

c) (5, 5, 5, 5, ...) e uma PA. infmita de razao r — 0. 



EXERCfCIOS RESOLVIPOS 


R.I Calcular a razao da P,A. in*. sabendo que 

1 1 

a- e da . 


Resolugao 

A razao r da P.A. e tal que: 


■ . _ 1 1 . 1 

/ * . i ^ ^ ^ 

R-2 Verificar se a sequencia (a n ) n eiK , tal que a„ — 3» + 8 6 
ou nao P.A. 

Resolugao 

Devemos verificar se a diferen^a entre um termo qual- 
quer. a partir do segundo. e seu antecessor e constante ou 
nao. 

Temos que a„ = 3n + 8 e a„ + j = 3(n + 1) + 8 sao 
lenuos consecutivos da sequencia V/r, n G IN*. CalCu- 
lando a diferenga a„ + , — a n , obtemos: 

%?.» =s 3 (n + 1) + 8 - (3n + 8) = 3 

Como essa diferen^a e constante, concluimos que a 
seqiiencia e P.A. 


2. CLASSIFICAQAO DAS PROGRESSOES 
ARITMETICAS 

Uma P.A. e crescente quando cada termo, a partir do 
segundo, e maior que o termo que o antecede. Para que 
isso aconteca e necessario e suficieute que a sua razao 
seja positiva. 


Exemplo 

(7, 11, 15, 19, 
razao e positiva, r 


..) e uma P.A. crescente. Note que sua 
= 4. 


Uma P.A. e decrescente quando cada termo, a partir 
do segundo. e rnenor que o termo que o antecede. Para 
que isso aconteya e necessario e suficiente que a sua 

razao seja negativa. 

Exemplo 

(50, 40, 30, 20, ...) e uma P.A. decrescente. Note que 
sua razao e negativa, r = —10. 

Uma P.A. e constante quando todos os seus termos sao 
iguais. Para que isso aconteca e necessario e suficieute 

que sua razao seja igual a zero. 


Exemplo 


A P.A. 






4 


3 ’ 3 * 
zao e igual a zero, r 


3 ’ 
= 0. 


■'i 


J 


e constante. Note que sua ra- 


3. PROPRIEDADE 

lima sequencia de ties termos e P.A. se, e soinente se, 
o termo medio e igual a media aritmetica entre os outros 
dois, isto e: 


(a. b , c ) e P.A. <=> b = 


a + c 


Demons tra^ao 


(a, b, c) e P.A. <=> b — a — c — h 


Temos que e 

b — a — c — b <=> b 


Logo, (a, b. c) e P.A. b = 


ci + c 


a + c 
7 



R.3 


EXERCICIORESOL'/IPO 

Determine x para que a seqiiencia (3 + .r. 5x. 2x + ] 1) 
seja P.A. 

Resolugao 

A sequencia e P.A. se, e somente se, 

3 + jf + 2x +11 


3x — 


obtem-se ,v = 2. 


Resolvendo essa equagao, 
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SEQUENCIAS NUMERICAS 


UNIDADE 5 


4. FORMULA DO TERMO GERAL DE UMA 
PROGRESSAO ARITMETICA 


Numa progressao aritmetica uni termo qualquer pode 
ser expresso em ftinqao da razao (r) e do prim.ei.ro termo 
( a , ) atraves de uma formula matematica. Para en tender 
essa formula, considere uma escada que une dois pisos. 
Ao piso inferior associamos um niimero a, que indica a 
altitude (altura em relagao ao mvel do mar) desse piso. 
Aos patamares da escada associamos as respectivas alti- 
tudes: a 2 , a 3 , a 4> a„, ... (conforme a f igura). 

r 



Piso 

inferior 



• 32jr 




Sendo r a altura de cada degrau. observe que as altitudes 
a„ a 2 , a 3 , ... formam, nessa ordem, uma P.A. Se um indi- 
vfduo estiver na altitude a u quantos degraus devera subir 
para atingir a altitude a 7 7 

Observando a figura, percebemos que o individuo 
deve subir seis degraus (6r). Assim, a altitude « 7 e igual a 
soma + 6r, isto e, a 2 = a { + 6 r. 

Se o individuo estiver na altitude a u quantos degraus 
devera subir para atingir a altitude a„7 

Ora. estando na altitude a,, o individuo nao tera subido 
nenhum degrau; na altitude a 2 tera subido um degrau; na 
altitude a 3 tera subido dois degraus; na altitude a A tera 
subido tres degraus; e assim por diante. 

Ou seja; 

a, — a, + Or, a 2 = cii + lr, 
a 2 — a { + 2 r, a 4 — a l + 3 r, ... 

na altitude a„ tera subido n - 1 degraus. Assim, a altitude 
a„ pode ser ex pres sa como: 


a„ = a, + {n — l)r, V??. n E. IN* 


Genera! izan do, temos: 

Numa P.A. (%, a 2 , a 3 , .... a lV ...) de razao r tem-se 
a n = a x + (n — l)r, Vn, n G IN*. Essa senten^a e 
chamada de formula do termo geral da P.A. 

Voltando a figura inicial, observe que, se o individuo 
estiver na altitude a b e pretende se deslocar ate a altitude 
a l0 , ele deve subir 10 — 6 degraus, ou seja, 

« l0 = H- (10 — 6)r. Generalizando, se o individuo 
estiver na altitude a k e pretende se deslocar ate a altitude 
r , ele deve subir (ou descer) n — k degraus, isto 6: 


a„ = a k + in — k)r 

Essa identidade e uma outra forma de apresentagao da 
formula do termo geral. Note que para k = 1, obtem-se a 
formula anterior. 



Exemplos 

a 20 = a 6 4- (20 — 6 )r, ou seja, a 2 0 = o 6 + 14r 
a 31 — a 9 + (37 — 9)r, ou seja, a 31 = a 9 + 28 r 


exercicios resolvidos 

R.4 Determinar o 61 a termo da P.A. (9, 13, 17, 21, ...). 
Resolugao 

a, =9, r = 4. n = 61. a 6 , = 7 

Aplicando a formula do termo geral, a n = a | + (n — 1 )r, 
para n = 61, temos que: 

a 61 = a, + (61 - l)r a 6] = a, + 60r 
a 6l = 9 + 60 • 4 a 6 i = 249 



R.5 Determinar a razao da P.A. (qp a 2 . a 3 , ...') em que rq = 2 
ca R — 3. 

Resolugao 

0] = 2, a s — 3, n = 8, r — ? 

Aplicando a formula do termo geral, 
a„ — a, + (n — l)r, para n = 8, temos: 

£j g = a, + lr 3 = 2 + lr =+ r — -4- 


R,6 Determinar o numero de termos da P.A. (4, 7, 10, .... 136). 
Resolugao 

a, =4, a n = 136, r — 3, n = ? 

Aplicando a formula do termo geral, a„ — + (n — 1 )r, 

temos que: 

136 — 4 + ( n - 1) • 3 136 = 4 + 3 n - 3 

3it = 135 => n ~ 45 


Logo, a P.A. possui 45 termos. 


R.7 Determinar a razao da P.A. ( a EiN * tal que a l + a 4 — 12 

e a 3 + a 5 = 1 8 . 

Resolugao 

Pela formula do termo geral, a n — a x + Oi — l)r, temos: 
a A — a x + 3r, a 2 = a ) + 2 r e a 5 — a, + 4r 

Logo: 


J a i + a 4 = 12 
[ fl 3 + a 5 = 18 



t l 



j 2a t I 3r 
l 2a t + 6r 


t 

fa i + a { + 3r = 12 
[a, + 2 r + a f + 4 r — 



12 

18 



Subtrafmos, entao, essas igualdades, membro a membro: 

— 3r = —6 .’. r — 2 
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RJ8 


Interpolar (inserir) cinco meios aritmeticos entre I e 25. 
nessa ordein. 

Resolucdo 

Interpolar {ou inserir) Mnco meios arilmdlicos entre 
I e 25. nessa ordem. significa determinar a P.A. de 
primeiro termo igual a 1 e ultimo termo igual a 25, 
havendo entre eles cinco outros termos, isto e: 


(1, 


/* 


25) 

" \ 


a 


Meios aritmeticos a 


B,6 Determine x, x E 112, de modo quo a seqiiencia 
(I — x, x - 2, 2x — 1) seja P.A. 

B.7 QuaJ e o valor real de ,v tal que a seqiiencia 
(x — 3, x 2 + 2, 5x + 3) seja P. A.? 

B.8 Obtenha x, x E IR. de modo que a seqiiencia 
(2 — 4x. 3 _ x 2 , I — x) seja P.A. crescente. 

B.9 Determine o 51- tenno da P.A. (5, 9, 13, 17, ...). 

B.10 Qua! e o 62- tenno da P.A. (98, 93, 88, ...}? 


Pela formula do termo geral, a„ = a, + (n — l)r, temos B.ll Obtenha o 25 s termo da P.A. (aj n e , N * tal que a, = 
que cr 7 = a x +- 6r => 25 — 1 + 6r r = 4. 

Logo, a P.A. 6 (1, 5, 9, 13, 17, 21, 25). 


3 


11 


R.9 Detenninar o 62 2 termo da P.A. (fq, a 2 , a 3 , ...) de razao 2 


e a w = 5. 

Resolucdo 


= 5, r — 2, n - 62, a 62 — ? 


Aplicando a formula do termo geral a„ — a k - 1- m — k)r, 
temos que; 

a 62 = c, 2 ii + (62 — 20)r a 62 — 5 + 42 * 2 a 62 = 89 


I 






B.l 


EXERCICIOS BASICOS 

Veril ique se e ou nao progressao aritrnetfea cada uma 
das seguintes seqiiencias: 

a) (<rq, a 2i ..., a 6 ) tal que a n — 5n + 1, Vn, n E IN* e 
n 6 

b) (0|. a 2 , flj a 9 ) tal que a n = /?-, V/f, n E IN* e 

n 9 

c) («,.«■>, a 2 j a s ) ta l flue a„ — +1, Vn. n E IN* 

3 


e ;; 


8 


B.2 


A seqiiencia (a„), dada por a n = 4 n + 1 para todo n E IN*, 
e progressao aritmetica? Justifique sua resposta. 

Sugestao. Como, nesse caso, a variavel n deve assumir 
infinites valores, a melhor maneira de se verificar se e. 
ou nao. P.A.. consiste em calcular a diferenqa a n + , — a„‘, 
se tal diferenca for constante, entao a seqiiencia e P.A.; 
caso contrario, nao e. 


B.3 Calcule a razao da P.A. (a„) n e ^ sabendo que a i5 ~ 


3 


«16 - 


0 


B.4 Qual e a razao da P.A. («„),. eiN , cuja lei de fonnacao e 
a n - 5 n - 1 ? 

B.5 Classifique como crescente. decrescente ou constante 
cada uma das seguintes progressoes ari true tic as; 

а) (a„) n e N , tal que a„ = 8 - 3/7 

б) (a,X e m* tal que - 2» + 1 

n 2 — 9 

c) (flJ,Ew* tal que a n = 


77 + 3 


77 


d) tal que 


a, — 10 


<3 


= a„ + 8 


e) (a n ) n e 'N* tal que a„ ~ 


n f 1 ”77 

n 2 + An + 4 


( n + 2 ) - 


7 u 

f ) (fl n )« 6 IN* tal que a„ = — + 




Ch 


B.12 Encontre a razao da P.A. (a„) r; e lN ,» tal que a { = 1 4 e 
a l6 ^5. 

B.13 Calcule a razao da P.A. (a ,, a 2 , ...) tal que a j ~ Jl 

_ J2 

e a !0 — ~- 

B,14 Quantos termos possui a P.A. (12, 18. 24, .... 222)7 

B.15 Determine o numero de termos da P.A. cujo ultimo termo 
,103 . . , 1 _ - 1 

e — ; — . o primeiro e — e a razao e — • 

6 2 3 

B.16 Calcule o numero de muliiplos de 7 existentes entre 
10 e 200. 

B.17 Quantos n inner os inteiros divisiveis por i3 existem entre 
100 e 1.000? 

B.18 Determine a razao da P.A. (rz (r ) /;eiN » tal que + a 9 — 15 
e a 3 + = 18. 

B.l 9 Obtenha o primeiro tenno da P.A. (n,,)„ e [N * tal que 
+ a 7 = 10 e a 2 + a 4 = 5. 

B.20 hnerpole seis meios aritmeticos entre 4 e 67, nessa ordem, 

B.21 Insira (ou interpole) cinco meios aritmeticos entre 1 e 2. 
nessa ordem. 

B.22 Qual e a razao da P.A. que se obtem interpolando quinze 
meios aritmeticos entre 3 e 5, nessa ordem? 

B.23 Obtenha o 46 a tenno da P.A. (o„ a 2 , a it ...) de razao 5 tal 
que ci |2 — —8. 

Exercicios corfiplementares de C.1 a C.12 

5. REPRESENTAQAO GENERICA DE 
UMA P.A. 

E de grande utilidade. para a resolucao de certos 
problemas, sabennos representar genericamente uma P.A. 
Como exemplos, moslrai'emos algumas representagoes. 

• P.A. de trSs tennos: 

(x, x + r, x + 2r) ou 

(x — r. x, x + r). em que a razao e r 

• P.A. de quatro temios: 

(x, x + r. x + 2r, x + 3 r) ou 

(x — 3/\ x — /; x + r, x + 3r), em que a razao e 2 r 
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SEQUENCIAS NUMERICAS 


UNIDADE 5 



EXERCICIO RESOLVIPO 


R.10 Determinin' a P.A. crescente de ires termos. sabendo que 
a soma desses termos e 3 e que o produto deles e — 8. 

Resolugao 

Quando se conhece a soma dos termos, a represen tacao 
mais comoda e (.v — r, x, x + r). Pelo enunciado, temos: 


v - r + a + x + r = 3 3x ~ 3 a - 1 (I) 
(a- — r)x(x 4- /*) = —8 (II) 


Substituindo (I) em (II), (1 — r) • 1 • (1 + r) = — 8 
.M - r 2 = -8=> r 2 — 9 .\r=±3. 


Como devemos ter uma P.A. crescente, so interessa a 
razao positiva, isto e, r — 3. 

Assim, a P.A. procurada ( x — r, x, x + r) para x = I e 
r = 3 e (-2, £ 4). 



EXERCICIOS BASICOS 


B.24 Numa P.A. decrescente de tres termos, a soma desses 
termos e 6 e o produto deles e —24. Determine a P.A. 


B.25 (Unicap- PE) Tres numeros formam uma progressao 
aritmetica, A soma deles e 3 e a soma de sens quadrados e 
11.0 produto desses numeros e: 
a) 5 b) -5 c) 3 d) -3 e) 0 


B.26 (FGV-SP) Quatro numeros constituem uma progressao 
aritmetica. A sua soma vale 24 e a soma de sens quadrados 
vale 164. O maior desses numeros 6: 
a) 8 b) 9 c) 10 d) 11 e) n.d.a. 
Sugestao. Represente a P.A. por 
(a — 3r, a — r, a + r, x + 3r). 


Exercicio complementer C. 13 


6. SOMA DOS n PRIMEIROS TERMOS DE 
UMA P.A. 

Termos equidistantes dos extremos 

Propriedade 

Numa P.A. finita a soma de dois termos equidis- 
tantes dos extremos e igual a soma dos extremos. 

Demonstragao 

Seja aP.A. (a^ch r a^ ..., a h a k + , , .... a n _ h ..., a t1 ) de razao r. 
Os termos a k + { e a„ _ k sao equidistantes dos extremos. 
Calculando a soma desses termos, temos: 


: t 

. — t — ^ 

a k + i + a„ = a.\ + (k + 1 — 1 )r +a i + (n — k — l)r = 

' ■¥ * ' ^ * 

4 

— a { +Jer^+ rt] T- (n — l)r ~-kr'~ 

= a, + a, + (n — l)r = a t + a,, 

^ 1 — , — 

: * 

(c.q.d.) 



Excmplo 

(3, 8, 13, 18, 23, 28, 33, 38, 43, 48, 53, 58, 63) 



Calculo da soma dos n primeiros 
termos de uma P.A. 

Em uma pequena escola do principado de Braunschweig, 
Alemanha, em 1785, o professor Biittner propos a seus 
alunos que somassem os numeros naturais de I a 100. Ape- 
nas tres miniitos depois, um gurizote de oito a nos de idade 
aproximou-se da mesa do senhor Biittner e, mostrando-lhe 
sua prancheta, proclamou: “Taf\ O professor, assombrado, 
constatou que o resuliado estava con'eto. 

Aquele gurizote viria a ser um dos maiores matematicos 
de todos os tempos: Karl Friedrich Gauss ( 1 777- 1 855). O 
calculo efetuado por ele foi simples e elegante: o menino 
percebeu que a soma do primeiro numero, 1, com o ultimo, 
100. e igual a 101 ; a soma do segundo numero, 2. com o 
penultimo, 99, e igual a 101; tambem a soma do terceiro 
numero, 3, com o antepenukimo. 98. e igual a 101: e, 
assim por diante, a soma de dois termos equidistantes dos 
extremos e igual a soma dos extremos: 

1 2 3 4 ... 97 98 99 100 


101 

101 

101 


Como sao possfveis cinqiienta somas iguais a 101, 
Gauss concluiu que: 

1 + 2 + 3 + 4 + ... + 97 + 98 + 99 + 100 = 

= 50 • 101 = 5.050 

Esse raciocmio pode ser estendido para o calculo da 
soma dos n primeiros termos de uma progressao aritme- 
tica qualquer, como veremos a seguir. 


Gauss realizGu ssu primeiro 
grande trabalho aos 16 anos 
de idade. Criou um metodo 
para deduzir os elementos 
da orbita de um planeta com 
medtdas tomadas a partir de 
um ponto terrestre. 




Teorema 


A soma S n dos n primeiros termos da P.A. 
**•; 77 (I j *..) 0 dada por. 



(f7 1 + a„)n 
2. 


Demonslra^ao 

Vamos descrever a soma S„ duas vezes, do seguinte 
modo: 

: ,S n = d\ + a 2 + + ... + a n _ 2 + a„ - 1 + a„ e 

S„ ~ a n + a„ _ ! + a„ _ 2 + ... + «, + ct 2 + 

Somemos, membro a membra, essas igualdades: 

25, , = (a v + a n ) + (« 2 + a n _,) + (a 3 + a„ _ 2 ) + ... + 

+ (<*„ - 2 + ^3) + (a„ _ , + ch) + {a„ + a y ). 

Note que em cada expressao entre parenleses temos a 
soma dos extremes, (a i + «„), ou a soma de dois termos 
equidi stanies dos extremos. Pel a propriedade dos termos 
equidistantes dos extremos, podemos escrever: 

25, , = (ft, + ftj + (a, + a lt ) -f £$* + a„) + ... + (a y + a„) 

■- ~ "~ ~ r 

n parcel as iguais a (a, + a„) 

(«, + a n )n 

2 S„ = (a, + a„)n , . S r , r 


(c.q.d.) 



EXERCICIOS RESOLVIDOS 


R.Il Calcular a soma dos trinta primeiros termos da P.A. 
(4,9,14,19,...). 

Uesolucao 


Aplicando a formula S„ = 


(fti + a„)n 

9 


para n - 30, 


temos 5, 0 — 


(O] + a jo) 30 
7 


Precisamos calcular o valor de «, 0 . Pelo termo geral 
a„ = ft, + (n — 1 )r temos: 

ft 3[> — a \ + 29r = 4 + 29 * 5 ft 3 o = 149 


Logo. 5 30 - 


(4 + 149)30 
9 


= 2.295 


R.12 Calcular a soma dos n primeiros termos da P.A. 
( 2 , 10 . 18,26, ...). 

Resolugao 

Temos que a { = 2 e a n = 2 + (» — 1) ■ 8 , ou seja, 
ft„ — S/i — 6. 

(a, + a„)n 

Pela formula 5„ = — - — - — : — . temos: 



(2 + 8« - 6)« r (8ft — 4)n 

— — — S — — 

f 

— (4/7 — 2)ft 5„ = 4ft 1 — 2 h 


Nota 

A resposta obtida nesse exercicio. S„ = 4//- — 2/i, e uma 
formula para se calcular a soma dos n primeiros termos 
da P.A. (2, 1 0, ! 8 , 26, ...). Por exemplp, a soma dos 
quatro primeiros termos dessa P.A. e: 

& - 4 • 42 - 2 ■ 4 - 56 



EXERCiCIOS BASICOS 


B.27 Calcule a soma dos oitenta primeiros termos da P.A. 
(6,9, 12, 15, 18,.,.). 

B.28 Obtenha a soma dos 51 primeiros termos da P.A. 
(—15, — 11, —7, —3,1,...). 

B.29 Determine a soma dos termos da P.A. finita 
(6, 10, 14 134). 

B.30 Qual e a soma dos termos da P.A. finita 
(-30. - 21 , -12 213)? 

B.31 A P.A. (»,, a 2 , a 3 , ...) e tal que a A + a* = 89 e 

a 2 + ft 6 — 7S. Qual c a soma dos seus vinte primeiros 
termos? 

B.32 Calcule a soma dos nuiltiplos de 7 compreendidos entre 
100 e 300. 

B.33 Encontre a soma dos multiplos de 1 1 compreendidos 
entre 200 e 500. 

B,34 Calcule o numero de termos da P.A. cu jo primeiro termo 
e 1, o ultimo termo e 157 e a soma de seus termos e 
3. 1 60. 

B.35 Sendo S„ a soma dos tennos da P.A. (ft,. ft 2 , ft 3 a„) de 

razao r — 4 e com ft, — 6 , determine n de modo que 
- 1.456. 

B.36 A soma dos n primeiros termos de uma P.A. e dada por 
S„ — 2ft 2 . Determine o primeiro termo e a razao da P.A. 

B.37 Determine o quin to termo da P.A. cuja soma dos n 
primeiros termos e dada por S n — 2ft 2 + 6 ft. 

B.38 A letra grega 1 (sigma) e usada, nas ciencias exatas, para 
indie ar uma soma. Por exemplo, a expressao 


3 

V 


2 j . que se le “somatbrio de 2 }, com j variando (em IN) 


de 1 ate 5”, e calculada atribuindo-se os valores L. 2. 3, 
4 e 5 a variavel j da expressao 2 j e a seguir somando-se 
os resultados obtidos. Isto e, primeiro obtemos os 
valores de 2 j: 

j= 1 2j = 2 • 1 =2; j = 2=*2j=2’ 2=4 
j = 3 =? 2/ = 2 • 3 = 6 

j = 4 2 / = 2 ■ 4 = 8 ; j = 5 => 2j = 2 • 5 = 10 

Somando esses valores. encontramos: 


5 

y 

j - « 


2 j =244 + 6 + 8 + 1 0 = 30 


De acordo com essa ideia, calcule: 

SO 40 


v y o ■ 

a) Z. 2 j 
j = 1 


b) - 1) 

/ = 1 


B.39 (Fuvesf-SP) Calcular a soma dos n primeiros minr 
naturais fm pares. 
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SEQUENCIAS NUMERICAS 


UNIDADE 5 


B.40 Calcule a soma dos n primeiros numeros naturais pares. 

B.41 Calcule a soma dos n primeiros numeros naturais pares 
diferentes de zero. 


Exerci'cios compiementares de C.14 a C.20 


jf EXERCICIOS COMPIEMENTARES 

C.l Obtenha x, x fc IR, de modo que a seqilencia 
(2 log; x, 2 + 3 logi x, 8 log 2 x) seja P.A. 

C.2 (UFCE) Considere a sequencia (a u a 2 , a 3 , a., ...), em que 

^ -j— ^ 

a l ~3ea„ + l — — - ^ para todo n natural nao-nulo. 

Determine o termo a n dess a sequencia. 

C.3 Dois termos de uma P.A. sao a k — 54 e a k + 3 — 21. 
Determine a razao dessa P.A. 

C.4 (Cesgranrio) Em uma progressao aritmetica de 4 1 termos 
e de razao 9, a soma do termo do meio com seu antece- 
dente e iguaJ ao ultimo termo, Entao, o termo do meio e: 

a) 369 c ) 201 e) 180 

b) 189 d) 171 

C.5 (Faap-SP) Quantos numeros inteiros compreendidos 
emre 123 e ! .245 sao divislveis por 2 e por 3 simuka- 
neamente? 

C.6 Sendo n urn numero impar, qual das alternativas apre- 
senta o termo medio da sequencia (a , , a 2 , a 3 , .... ajl 

a ) a *_ c) a „ + | e) a „ 

2 2 T 

b) a „ _ s d) a „ + 2 


C.7 Determine o termo medio da P.A. (3, 7, 11, 203). 

C.8 (Mackenzie-SP) A sequencia de numeros reais 

(89. a, b. c 45) e uma progressao aritmetica cujo 

* v 

10 termos 

oitavo termo vale: 

a) 57 b) 59 c) 61 d) 63 e) 65 

C.9 Para eonstruir uma escada, um carpi nteiro pregou a dois 
caibros 12 degraus paralelos, conforme a figura. 



Em ordem decrescente, os compiimentos desses degraus 
form am uma progressao aritmetica. A soma dos compii- 
mentos do terceiro e quinto degraus e 88 cm, e a soma 
dos compiimentos dos dois degraus men ores e 58 cm. 
Qual e o comprimento do maiordegrau dessa escada? 


C.10 Um satelite artificial, em orbita circular eni tomo da 
Terra, realiza uma volta completa a cada 6 h. As 18 h do 
dia 15 de janeiro de i 992 e as 12 h do dia 25 de Janeiro 
de 1 992; esse sate! ite esteve sobre a cidade de Sao Paulo. 
Quantas voltas em tomo da Terra deu o satelite nesse 
intervalo de tempo? 

C.11 Em uma estrad a sao instalados telefones SOS a cada 
2,8 km. Calcule o numero de telefones instalados no 
trecho que vai do quilometro 5 ate o quilometro 61, 
sabendo que nessas duas marcas ha telefones instalados. 
Conte inclusive esses dois telefones. 

C.12 O cometa de mais longo periodo que se conliece e o 
Herschel-Rigollet. Seu periodo e 1 56 anos. Esse cometa 
passou pelo perielio em agosto de 1939. Qual sera o 
primeiro ano, apos o ano 4000, em que o cometa 
Herschel-Rigollet pass am novamente por aquele ponto? 

C.13 (Fatec-SP) Se as medidas dos angulos infernos de um 
triangulo estao em progressao aritmetica. e a medida do 
maior angulo e o qufntuplo da medida do menor, entao a 
diferenqa entre a medida do maior angulo e a soma das 
medidas dos outros dois e: 

a) 20° c) 80° e) 90° 

b) 40° d) 120° 

C.14 O produto P = tz 1 * ci 2 • a- ■ ... * a 1,111 e igual a: 
a) P — a 3 Gm c) P - a 7 000 e) P = 

§ P = a im d) P = a 5 050 

Sugestao. Conserve a base a e adicione os expoentes. 

C.15 (Fuvest-SP) A soma das fracoes irredutfveis, positivas. 
menores que 1 0, de denominador 4, e: 

a) 10 c) 60 e) 100 

b) 20 d) 80 

C.16 (Fesp-SP) A soma dos multiple® de 9 compreendidos 
entre 65 e 249 e: 

a) 283 c) 5.670 e) 2.941 

b) 3.150 d) 4.328 

C.17 (FGV-SP) Urn terreno sera vendido atraves de um piano 
de pagamentos mensais em que o primeiro pagamento de 
RS 500,00 sera feito 1 mes apos a compra. o segundo de 
R$> 550,00 sera leito 2 meses apos a compra. o terceiro 
de R$ 600,00 sera feita 3 meses apos a compra e assim 
por diante (isto e. cada pagamento mensal e igual ao 
anterior acreseido de R$ 50,00). Sabendo que o preco 
total do terreno e de R$ 19.500,00, calcule o numero de 
prestag oes mensais que devem ser pagas. 

C.18 (Unirio) Um agricultor estava perdendo a sua plantagao, 
em virtude da agao de uma praga. Ao consultar um espe- 
cialista, foi orientado para que pulverizasse, uma vez ao 
dia, uma determinada quantidade de um cerlo produto. 
todos os dias, da seguinte maneira: 

primeiro dia: 1,0 litro: segundo dia: 1,2 litre; terceiro 
dia: 1,4 litro: ... e assim sucessivamente. 

Sabendo-se que o total de produto pulverizado foi de 
63 litros, o numero de dias de duracao desse tratamento 
nessa plantacao foi de: 

a) 21 b) 22 c) 25 d) 27 e) 30 

n 

C.19 Determine n de modo que zk (2 j + 3) = 1,085. 

j .•<* i 

C.20 (Mackehzie-SP) A soma dos n primeiros termos H as 
seqiiencias aritmeticas (8, 1 2, ...) e (17, 19, ...) sao iguais. 
Entao, n vale: 

a) 14 b) 10 c) 12 d) 18 e) 16 



138 



1 . PROGRESSAO GEOMETRICA (P.G.) 

Definicao 

Progressao geometrica e toda seqiiencia nume- 
rica em que cada terino, a partir do segundo, e igual 
ao produto do termo precedente (anterior) por lima 
constante q. O numero q e chamado de razao da 
progressao geometrica. 


Exemplos 

a) (3, 6, 12, 24. 48, 96) e uma P.G. finita de razao q = 2. 





a 

m * # 


e uma P.G. infinita de razao 


/ 



c) (2, -6, 18, -54, 162, ...) e uma P.G. infinita de razao 
q = —3. 

d) (5, 0, 0, 0, ...) e uma P.G. infinita de razao q — 0. 

e) (0, 0, 0, ...) e uma P.G. infinita de razao indeterminada. 



EXERCICIOS RESOLVIDOS 


R.l 


Determinar a razao da P.G. (aj,, E , N * tal que a l5 — 32 e 
a 16 — 108. 

Resolugao 

A razao q da P.G. e tal que: 



«16 

- 1 „ SC Cl j 5 

a is 





R.2 Vent icar se e on nao progressao geometrica a seqiiencia 

n 

(a„) dada pela lei de forma 9 ao a„ — 3 ~ , Vn,n £ IN* . 
Resolugao 

Como a variavel n deve assumir os infinilos valores do 
conjunto IN*, em vez de atribuir os infinitos valores a n 
(o que nao conseguiriamos), vamos verit icar se o quoci- 

ente a ‘ ! ' 1 e constante para todo n G IN*. Note que tal 

quociente sempre existe, pois todos os termos da seqiien- 
cia ( a n ) sao diferentes de zero. 

H + lv t$/ I 

a» + i _ 3 _ • 3 _ = 3 2 


Como o quociente 


a 


n + 1 


e constante ( 3 “ ) concluimos 


a 


13 


que a sequeneia e P*G, de razao q 




^ 2 


2. CLASSIFICACAO DAS PROGRESSOES 
GEOMETRICAS 

Uma P.G. e creseente quando cada termo, a partir do 
segundo, e niaior que o termo que o antecede. Para que 
isso aconteca e necessario e suficiente que > 0 e q > \ , 
oufl,<0e0<^<l. 


Exemplos 

a) (4. 8, 16, 32. ...) e uma P.G. creseente de razao q 


- 7 




b) -4, -2, -1, - 


1 




a m * r 

7 




) 


e uma P.G, creseente de 


razao q 


1 


2 


Uma P.G. e decrescente quando cada termo. a partir 
do segundo, e menor que o termo que o antecede. Para 
que isso aconteca, e necessario e suficiente que a ] > 0 e 
0 < q < 1, ou a, < 0 e q > i . 


Exemplos 




a) 


8, 4, 2, 1 , 


1 




ry ’ 




J 


e uma P.G. decrescente de razao 


1 


2 


b) (-1, —2, —4, —8, ...) e uma P.G. decrescente de razao 
q = 2. 

Uma P.G. e constante quando todos os seus termos sao 
iguais. Para que isso aconteca e necessario e suficiente que 
sua razao seja 1 ou que todos os seus termos sejam nulos. 

Exemplos 

a) (8, 8, 8, 8, ...) e uma P.G. constante de razao q= 1. 

b) (0, 0, 0, 0, ...) e uma P.G. constante de razao indeter- 
minada. 

Uma P.G. e oscilante quando todos os seus termos sao 
diferentes de zero e dots termos consecutivos quaisquer 
tem sinais opostos. Para que isso aconteca e necessario e 
suficiente que a ] V 0 e q < 0. 
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SEQUENCIAS NUMERICAS 



UNIDADE 5 


Exemplos 

a) (3, -6, 12, 
razao q — - 

( i 

b) -1, 4% 

l 7 


-24, 48, 

-7 


—96, ...) e uma P.G. oscilante de 


1 


1 


l 


4 ’ 8 


16 


\ 


) 


e uma P.G. osci- 


Iante de razao q — — 


l 


Uma P.G. e quase nula quando o primeiro termo e 
diierente de zero e todos os demais sao isuais a zero. Para 
que isso aconteqa, e necessario e suficiente que a ] # 0 e 
q = 0. 

Exemplo 

(8. 0, 0. 0, 0, ...) e uma P.G. quase nula. 

3. PROPRIEDADE 

Uma seqiiencia de tres termos, em que o primeiro e 
diierente de zero, e P.G. se. e somente se, o quadrado do 
termo medio e igual ao produtro dos outros dois, isto e, 
sendo a A 0, temos que: 

(a, b i c) e P.G. b 2 = ac 


Demonstrate*) 

Vamos anaUsar duas hipoteses: b A 0 ou h 

Phipotese: b i= 0 

Como a A 0 e b A0, temos que: 


= 0 


(a, b, c) e P.G. <=> 


c 


a 


< e 


c 


<=$ b 1 ~ ac 

_ a b 

Logo, (a, /?, c) e P.G. <=> b 2 •= ac 

2-hjpotese: b — 0 

Como a A 0 e b = 0, temos que: 

(i a , b , c) e P.G. <A> c 


= 0 


c — 0 <=$ b 2 - ac 
Logo, (a, b,c) 6 P.G. <=> b 2 = ac 



EXERCiCiO RESOLVIDO 

Determinar x, x E !R, de modo que a seqiiencia 
(4, 4x, lOx + 6) seja P.G. 

Resolugao 

A seqiiencia de ties termos. com o primeiro termo nao- 
nulo. sera P.G. se. e somente se, o quadrado do termo 
medio for igual ao produto dos extremes. Isto e: 

(4x) 2 ' — 4( 1 0.v + 6) w 1 6x- = 40x + 24 
1 6x 2 - 40a - 24 = 0 2x 2 - 5x - 3 = 0 

Calculando as raizes dessa equaqao do 2- grau, temos: 

A - (— 5) 2 - 4 ’ 2(— 3) - 49 

5 ± 7 


. -(-5) ± V 49 

i * - V 

9 . o 


A — 


4 


1 


Logo, A — 3 OU A — — — . 


4. FORMULA DO TERMO GERAL DE UMA 
PROGRESSAO GEOMETRICA 

Nutria progress ao geometrica. um termo qualquer 
pode ser expresso em funeao da razao (r/) e do primeiro 
termo (a , ) atraves de uma formula matematica. Para 
entendermos ta! formula, consideremos a P.G. eujo 
primeiro termo e a A e cuja razao e q: 

^34 

a^q , a^q , ..., ? , ...) 

' ‘ T 1 r * V r 1 . 1 

<h 

Note que qualquer termo da P.G. e igual ao produto do 
primeiro termo (a|) per utna potencia de qz 

a i = a 2 = a } q\ a 3 = a { q 2 , 

a 4 — a { q*, a 5 — a t q*, ..., a n — ? 

t 

Como os expoentes de q formam a P.A. (0, 1 . 2, 3, 4. ...}. 
cujo enesimo termo e n — 1 , conclmmos que: 

4 =■ «i <t ~ 1 

Essa sentenqa e c hamada de formula do termo geral da 
P.G. 

Podemos, ainda, expressar um termo a n da P.G. em fun- 
?ao de um outro qualquer a k e da razao q. Por exemplo, ob- 
serve que na P.G. f, a^f, a x q\ a x q\ a-.q 5 , ...). 

* ■ H v 1 1 - , J 

a 2 «3 a 5 

temos que: 

a 6 = a,^ 5 ; o 6 = a 2 ^ 4 ; = « 4 ^ 2 ; zj 6 = a 5 q 

Generalizando, podemos escrever: 


a* = a k q n k 


Essa identidadc e outra forma de apresentacao da 
formula do termo geral. Note que para k= 1, obtem-se a 
foianula anted or. 

Exemplos 

a M) - a 1 0 < 7 30 - 10 , ou seja, a 30 - a lQ q 20 
a \e = %<? 16 " ou seja, a J6 = a 5 q n 



\m / 

EXERCICIOS RE50LVID05 I l M ■ I 

lt.4 Determinar o 15- termo da progressao geometrica 
(256, 128, 64, 

Resolugao 

Temos que: 



n ~ 15, a l5 ~= ? 


Aplieando a formula do termo geral, a n 
n — 15. obtemos: 



« is = 


a u = «i7 14 



1 

1 14 
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R,5 Delerminar a razao da P.G. t tal que a, 


\ 


JL1 




^ a w ^ )0 

Resolugao 


1 


a i 1is •- % 


iO 


, n — 10, q 


— n 


Aplicando a formula do termo geral. a n — a t q n % para 
n — 10. obtemos: 


R.8 


«I0 = aJfc* Ufa 


— ,, 


1 


1 




3- 


:h 


9 


U 


<V/ 

v 

^ if) 


= $ <g - 3 ,s 


<7 


- ? = 3? <7 = 9 


R.6 Determinar o niimero de termos da P.G. 

( 1 ' 

128. 64, 32, ..., 




256 


Resolugao 
Temos que: 


a { — 128, q = 


64 


128 


2' a " 256’ 


n — 


— n 


Aplicando a formula do termo geral. a„ = a y q 11 1 
obtemos: 


1 


256 


- 128 


1 


; 2 / 


ft - l 


1 


256 * 128 


j y - 1 


7S . 97 


i v - * 
T j 


i 


9 . 1 $ 


r j_ y - 1 

k. 2 J 


. ( 


\15 




2 


1 3 


2 / 


n — I 


.2 15 = n — 1 n = 16 


Logo, a P.G. possui dezesseis termos. 

Determinar a razao da P.G. (a,),, eiN » tal que a y + a + — 252 
e a 2 + c.s — 84. 

Resolugao 

Aplicamos a fdrmuia do termo geral, a„ - a , q“ “ 1 
n — 4,n= 2 e n = 5, respectivamente: 

a 4 = a y q } ; a, — a y cf, a 5 — a y q x 


Logo, temos < 


a y 4 a 4 = 2: 
a 2 + a s — 84 


a | + a,# 3 — 252 
a y q + a y q 4 — 84 


Fatoramos o primeiro membro de cad a uma das igual 

a y ( I + g ! ) — 252 
\ fl]^( 1 + q 3 ) — 84 


dades anteriores 


Dividtmos. membro a membro. as duas igualdades unte- 
riores: 


«t(l + <f) 
aM 1 + £/■) 


750 

"84" 


4 


- 3 


£/ = 


1 


Interpolar quairo meios geometricos entre ! e 243, nessu 
ordem. 

Resolugao 

Devemos determinar a P.G. de seis termos, com a y ~ 1 
e a b — 243: 

(L, 243) 

♦ — P — ■ * 

fsj Metric N 


a 


Melos 

geomet ricos « 


Pela formula do termo geral, a„ — a y q" L . temos: 


a 6 - a , q 


43 = 1 * q 5 q - 5/243 q = 3 


R.9 


Logo, temos a P.G. (L 3, 9, 27, 81, 243). 

Interpolar Ires meios geonietricos entre 1 e 2. nessa 
ordem. 

Resolugao 

Devemos determinar a P.G, de cinco termos com a, — 1 


e <7 ; = 2: 


(1 2 ) 
t, < * * ■ * ■} Mil ■*- / 

jt Meios ^ 

a gcoinet ricos fl . 

Pela formula do termo geral, a„ - a^q” ~ temos que: 
= a , q‘* — 


1 — 

4 - 


= 1 • cr q = ±V 


_ H-4/7 


Chegamos. portanto, a duas interpolagSes possfveis: 
1-) para q ~ i/2 , temos a P.G.: 

(1, tfl , ijW , i/0 , 2) 


2 s ) para q — — i/2 . temos a P.G.: 

( 1,-^2 . i/¥ ,-i/¥ , 2 ) 


Simplificando. obtemos (1. 

(i, —i[2. Mi —M 1 2 ). 


4 /'> 

■v i* 


4 


. 72 . SS . 2) ou 


R.10 Determinar o 14 Q termo da P.G. (ct, T a 2 . n,. ...) de razao 
q — 3 e at, = 2. 

Resolugao 


a 9 = 2; g = 3; « — 14; a 


!4 


— 9 


Aplicando a formula do termo geral a„ — a k q n k , temos 
que ( 3 )4 = “ 9 o 14 — 2 ■ 3 5 a t4 = 486. 


a® 



13.1 


EXERCICIOS BASICOS 

Quais das .seqiiencias a seguir sao progressoes geome- 
tricas? 

a) (u . r/ 2 . £i 4 . a 5 ) tal que a„ = 3 ■ 2' 1 , V n. n G IN* e 

n ^ 5 

b) (a,, « 2 > a 3) a 4? ta ^ que ££;; = 3 /i. V/i. n G IN* e 
« 6 

c) (££,, a 4 ) tal que = 5 _ \ Vn, /r G IN* e /1 ^ 4 

4 


a 1 = 


3 


d) («,, (fl 2 , a 3 , « 4 , u 5 ) tal que < 

, fl B + 1 = 6(V„. Vu, n G IN* 

e /2 ^ 5 

e) (u h a lt u 4 ) tal que a„ = n n + Vn, 72 G N* e n ^ 4 

f) («,, a 2 . ci}) tal que a n = 2 1 ~ rl , Vn, n G IN* e n ^ 3 

B.2 Veril ique se e ou nao progress 3o geometrica a seqiiencia 
(a n ) dada por a n = 5" H ' + , Vn, n G IN*. 

B.3 Determine a razao da P.G. («„)„ e |N . tal que (i 3s = 15 e 
Cly) ~ 5. 

B.4 Qual e a razao da P.G. (a,,) cuja lei de formacao e: 


3 ’ 


T 


, V 22. 21 G IN*? 
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B.5 Classifique cad a uma das progressoeti geometricas como 
crescente, decrescente, constante. osciiante ou quase nula: 

a) (5, 5, 5, 5, ...) 


b) 




— 1 " — 
L - 


4 


1 


8 


c) l, 


1 1 


\ 


2 ’ 4 ‘ 8 ' 


d) 


1 


. 0 . 0 . 0 , ... 


\ 


} 


e) (-1,2, -4, 8, —16) 

f) (0, 0, 0, 0. 0, ...) 


B.ll Encontre a razao da P.G. e tal que a { = 2 e 

<3, = 


B.12 Qual e o numero de tennos da P.G. 
512. 256, 128, ..., — — 12 


V 


1.024 ) 


B.13 Determine o numero de tennos da P.G, 


111 3 

, ...,243 




243 ’ 81 ’ 27 


J 


B.14 Obtenha o primeiro termo da P.G. ( a eN « tal que 
«, -1- a 4 = 28 e a 2 + a 5 = 84. 


B.6 Determine x, x IR, de modo que a seqiiencia 
(5, 2x + 4, 6.r + 2) seja P.G. 

B.7 Para que valor de .v. x (E IR. a sequencia (2, 2x. 4x I 6ie 
P.G. crescente? 


B.1,5 Qual e a razao da P.G. (a„)„ e tal que a, + a 4 — 27 e 
a 3 + a 6 = 108? 

B.16 Interpole quatro meios geometricos entre 3 e 96. nessa 
ordem. 


B.8 Determine o decimo termo da P.G. (3, 6. 1 2, ...). 


B.17 Insira cinco meios ueometricos entre 1 e 2, nessa ordem. 

L_* 


B.9 


Obtenha oil" termo da P.G. 





B.18 Determine o 38- termo da P.G. («,, a 2 , a y , ...) de razao 


1 

C 0.^2 



B.10 Calcule a razao da P.G. ( a n ) n e , N , tal que = 4 e a 6 — 128. Exerefcios eomplementares de C.1 a C.7 


A corrente milionaria 


liao faz muito tempo, uma verdadeira mania tomou 
conta do Brasil : a corrente milionaria. 

Eu me lembro de quando recebl a proposta tenta- 
dora para participar dessa corrente. Carlos, urn colega 
de trabalho, apresentou-me uma lists com dez nomes, 
numerados de 1 a 10, dos quals o ultimo era o seu. 
Explicou que se tratava de uma "acao entre amigos" 
cujo objetivo era que cada um dos participates "en- 
gordasse" a sua conta bancaria com uma boa quantla. 
Eiquei Interessa.do, 

O regulamento, que vlnha logo abaixo da lista de 
nomes, dlzia: 

§1 . Para participar da corrente o adquirente deve entre- 
gar ao portador desta um cheque no valor de 
Cr$ 20.000,00 (vlnte mil cruzeiros) nominal ao pri- 
meiro nome da lista, 

§2. Apos receber o cheque, o portador o deposits ra na 
conta cujo numero e banco encontram-se ao lado 
do primeiro nome desta lista. 

§3. O adquirente deve fazer duas copias deste contra- 
to com a segulnte alteraqao: exclua o primeiro 
nome da lista, acrecentando o seu como decimo 
nome, seguldo do numero de sua conta bancaria, 
nome do banco e agenda. 

§4. Cada uma das copias deve ser passada a uma pes- 
soa de sua extrema confianqa que queira participar 
da corrente. Essa pessoa, por sua vez, repetira os 
procedlmentos anteriores, 

§5. Quando seu nome chegar a primelra posiqao, voce 
recebera 1.024 cheques no valor de Cr$ 20.000,00 
cada. 


Para se ter uma ideia da quantia que representava 
esse total de cheques, 1 dolar valla, na epoca, 
Cr$ 500,00. Logo, o total de cheques equivalia a 
40,960 dolares. 

"Quando a esmola e demais, o santo desconfia", di- 
zia meu velho pai. Por isso, pedi um tempo para pensar. 

Eui para casa entusiasmado com a quantla que po- 
deria ganhar, "sem risco algum" e de "modo absoluta- 
mente legal". 

Doce ilusao. Com alguns calculos muito simples, 
percebi que a tal corrente era uma grande fraude. Para 
entender o porque, pense nas remessas de listas des- 
de o primeiro nome: 

primeira remessa de listas — » 2 pessoas (2 1 ) 
segunda remessa de listas — * 4 pessoas (2^ 
terceira remessa de listas— * 8 pessoas (2 3 ) 

flr 

£ 

declma remessa de listas— + 1.024 pessoas (2 10 ) 
etc. 

flaquela epoca o Brasil possuTa cerca de 
120.000.000 de habltantes Observando que 2P - 
= 134 217.728, percebe-se que apenas a 27 a remes- 
sa de listas ja esgotaria a populaqao do Brasil, Isto e, 
toco cidadao braslleiroja teria sua lista e nao teria mals 
para quern passar Desse modo, apenas algumas pes- 
soas receberlam os cheques. 

A corrente milionaria foi, certamente, obra de uma 
mente criminosa e conhecedora da teorla das progres- 
sives geometricas, assunto que desenvolvemos, ho- 
nestamente, neste capTtulo. 


A 
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5. REPRESENTAQAO GENERICA DE 
UMA P.G. 

Do mesmo modo. como no estudo da P. A., e importante 
sabennos representar uma P.G. genericamente. 

Exeniplos 

a) P.G. de tres tennos. (x, xq, xq 2 ), em que a razao e q\ 


c 




q 


, x , xq 


. com razao q, se q A 0 . 


/ 


b) P.G. de quatro tennos. (ix, xq, xq 2 , xq 2 ), com razao q\ 




x 


.V 


\ 


q 


q 


, xq, xq 


3 


/ 


, com razao q se q =£ 0 . 


Demonstra^ao 

Indiquemos por S„ a soma dos n primeiros tennos da 
P.G. a 2 . ci y , ..., a n , ...) de razao q: 

S„ = flj + a 2 + + ... 4* n,„ ou seja: 

S’,, = + flj# + u { q 2 + ... + o t q'‘ ~ 1 (I) 

Consideremos dois casos: 1 -) q = 1 ; 2-) q + 1. 
l a )<7=l 

Neste caso temos a soma: 


S„ — fl] + ■ 1 + cq ■ L 2 + ... + * 1 

S„ = «! + £?!+ + ... + o [ 


n — I 


n parcel as iguais a a. 



EXERCICIO RESOLYIDO 


R.11 Determiner a P.G. de ires termos, sabendo que o produto 
desses termos e 8 e que a soma do segundo com o terceiro 
termo e 10. 

Resolugao 

Quando se conhece o produto dos termos, a representaqao 


mais comoda e 


q 


, v, xq 


. Pelo eminciado temos que: 


■ x ■ xq = 8 => X 3 = 8 x — 2 (I) 


x + xq =10 (II) 


Substituindo (I) em (II), 2 + 2#= 10 => # — 4. 




Assim, para x = 2 e q = 4, temos que a P.G. — • , x, xq 


x 


\ 


q 


J 


( 1 

e tgual a — , 2, 8 
V 2 





EXERCICIOS BASICOS 


B.19 Em uma P.G. de tres termos, o produto dos termos e 
— 1 .000 e a soma deles e 15. Qual e a P.G.? 

B.20 Determine a P.G. de tres tennos. sabendo que o produto 

desses termos 6 e que a soma dos dois primeiros e 2. 

8 

Exercicios compiementares C.8 e C.9 


6. SOMA DOS n PRIMEIROS TERMOS DE 
UMA P.G. 

T eorema 

Sendo S n a soma dos n primeiros termos da P.G. 
(a,, a 2 , .... a „, ...) de razao q , temos: 

• se q — l,entao S p — na { 

«i(l - q n ) 


• se q # 1 , entao .S’,, = 


1 ~ q 


S n — na 


2 °) q * 1 

Multiplicando por q ambos os ntembros da igualdade (I), 
obtemos: 


S n q — a^q + a i q 1 + ci x q 2 + ... + ci i q n 


Subtraindo, membro a membro. as igualdades (I) e (H), 
temos: 

S, • • S,M = - W 

S„(l - q) = fl,(l - q") 


Como q l, podemos escrever: 




fli(l ~ q n ) 

1 - q 


(c.q.d) 



EXERCICIO RESOLVIDO 

R.12 Calcular a soma dos dez primeiros tennos da P.G 
(3, 6, 12, ...). 

Resolugao 


a l =3, # = 2, n = 10, S U) = 
Como <7 + i , aplicatnos a formula 

Ait i -m 


= 9 




1 - q 


para n = 10: 


5io — 


fliU -O 


• ■ S a — 


1 ~ q 

- 3 .069 
-1 


SlG — 


3(1 - 2'°) 


1 - 2 


S w = 3.069 



EXERCICIOS SASICOS 


B.21, Caleule a soma dos onze primeiros termos da P.G. 
(2, 4, 8 , ...). 

B.22 Determine a soma dos dez primeiros termos da P.G 


1 l 

1 , 






2 ’ 4 


- ’ - ♦ 


) 
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B.23 Qual e a soma dos dez primeiros term os da P,G. 

(2, -4,8, -16,...)? 

B.24 Obtenha a soma dos trinta primeiros termos da P.G. 

n 9 _2 \ 

B.25 A soma dos n primeiros termos de uma P.G. e 5.1 15. 
Determine «, sabendo que a t — 5 e q — 2. 

B.26 Na P.G. (a,, a 2 , a 3 , de razao q — 2, sabe-se que a soma 
dos oito primeiros termos e 765. Determine o valor de a, . 

Exercicios complements res de C.10 a C.19 


7. SOMA DOS INFINITOS TERMOS DE 
UMA PROGRESSAO GEOMETRICA 


O segmento de reta AB tem 1 unidade de comprimento. 
e os iiifinitos pontos Af„ M 2 , A7 3 , M,„ M 5 . ... sao tais que: 

* M, e ponto medio de AB ; 

* M 2 e ponto medio de M,S; 

* M 3 e ponto medio de M 2 B\ 

1 

-i 

* 

• M„ + , e ponto medio de M„ B ; 


etc. 


M v 


M 2 M 3 


i. 


X 


A' 




„ / 


1 


1 

8 


B 


2 4 

Observer! ios que as medidas dos infinitos segmentos 
AM,, M,M 2 , M 2 M 3 , M 3 Mx, ... formant, nessa ordem, a 

. . f 1 i 1 1 

prog res sao geometrica — , — , — . - — - 

\ 2 4 8 16 / 

Notemos, ainda, que: 

• somando as medidas dos tres primeiros segmentos. 
AM |, M ] M 2 e M 3 M 3 , obtemos: 


1 + 4 - + 1 


7 ' 


% 


8 


7 

8 


= 0,875 


• somando as medidas dos quatro primeiros segmentos 
AM,, M i M 2 . MM 2 e M 3 M 4 , obtemos: 


1 + A + A + 1 


9 


4 


8 


16 


11 

16 


= 0,9375 


somando as medidas dos cinco primeiros segmentos, 
AM h M[M 2 , M 2 M 2 , M<M 4 e M 4 M 5 , obtetnos: 

31 




1 + X 4 1 


8 


16 


32 


32 


- 0,96875 


E assim sucessivamente. somando uma quantidade cada 
vez maior de medidas dos segmentos A M,. M,M 2 . M 2 M 3 , .... 
nos aproximaremos "‘tanto cjuanlo quisermos" da medida 1. 
do segmento AB. Por i.sso dizemos que o limite da soma 


dos infinitos termos da P.G. 


f 1 1 

1 

1 \ 

l 2 * 4 ’ 

8 ’ 

16 ’ '"J 


e 1. 


Indicando esse limite pelo sfmbolo temos §„= 1. Para 
abreviar. chamaremos esse limite simplesmente de soma 

Mill 


dos infinitos termos da P.G. 


I 2 * 4 8 ’ 16 


J 


Assim, temos que: 

— — 4- — + 4- — - 4- ... = 1 


2 


4 


8 


16 


Calculo da soma dos infinitos termos 
de uma P.G, 

Teorema 

O limite da soma dos infinitos termos de uma P.G 
(a,, a 2 , tt;, ...) de razao q? — 1 < q < 1, e dado por: 


S = 


a 


1 - q 


Demonstragao 

A soma S„ dos n primeiros termos de uma P.G. de razao 
q. q =£ 1, e dada por: 




Qi(i - q n ) 

1 - q 


S’ = 


_ a 


q 


n 


! - 


<7 


' S = 

• ■ ^rr 


a 


a { q 


R 


1 — q 1 — q 

Como - 1 < q < i , temos que q n tende a zero quando n 
tende a mais infinito (4-po) e, portanto, a expressao 


1 ~q 




tambem tende a zero, Logo, a expressao 


a 


n 


ii 


\ - q I - q 


a { q- a. 

tende a — quando n tende 


I — q 


a 4-oo, isto e, lim S n = 


a 


n hi 


1 - q 


indicando esse limite simplesmente por 5^, temos; 


S_ = 


a 


1 - q 


(c.q.d.) 


Existe o limite da soma dos infinitos termos de uma 
progressed geometrica de razao q se, e somente se, 
- 1 < q < 1. 


m 

4 

m 



EXERCICI05 RESOLYIDOS 


R.13 Calendar a soma dos infinitos termos da P.G. 

5 5 




7, 


2 ’ 4 ’ 


Resolugao 

Calculando a razao da P.G.. obtemos: 


q 


: b 


q - 


! 


1 


Como — 1 < ~ < 1 . entao existe a soma S„. 


Pela formula - 


a 


1 


. conclufmos que: 


5„ = 


5 


1 - 


1 


SP - 


- 10 
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R.14 Considerar a seqiiencia de infinites triangulos 

(/4j6,C,, A 2 B 2 C 2 , A ? B~.C sendo que os vertices de 
cada triangulo, a partir do segundo. sao os pontos medics 
dos lados do triangulo precedente (conforme figura). 
Sendo 20 cm o perimetro do triangulo caicular a 

soma dos penmetros desses infinites triangulos. 


B.33 



Resotugao 

Da geometria. sabemos que “a medida de um segment© 
de reta cujos extremes sao os pontos medios de dois 
lados de um triangulo e igual a melade da medida do 
terceiro I ado". 



Ponto 

medio 


Assim, o perimetro de cada triangulo, a partir do segundo, 
e igual a inetade do perimetro do triangulo precedente. 
Portanto a seqiiencia dos penmetros, em cenlfmetros. e 


' 20 . 10. 5. 4 


\ 




razao 


. Tal seqiiencia e uma P.G. infinita de 


1 1 

— . Como — 1 < — <1, segne-se que existe a 


soma S„. Isto e: 

«i 




1 “ <7 


*S„ = 


20 


1 - 


1 


' S 
* ■ 


40 cm 


R.15 Determinar a geratriz da dizima periodica D = 4,8888. 
Resolug&o 

D = 4 + 0,8 + 0,08 + 0,008 + 0,0008 + ... 


D = 4 + 


P.G. infinita de razao 0,f 

0,8 


8 44 

- ' D = 4 + — - ' D — — 
1 -0,1 9 9 


% 






EXERCICIOS BASICOS 


B.27 Calcule a soma dos infinitos termos da P.G. 

(45, 15, 5, 

B,28 Qual e a soma dos infinitos termos da P.G. (32, 8, 2. ...)? 


/ 


B. 


A soma dos infinitos termos da P.G. 
Determine x. 


x 


*' 2 ’ 4 


e 


B.30 Determine a geratriz da dizima periodica D = 1 .323232. 

B.31 Obtenha a geratriz da dfzima periodical) ■= 2,83333... 

B.32 A soma dos infinitos termos da P.G, \a , , u 2 , a : „ ... ) e — 
Determine a razao dessa P.G. sabendo que a 2 = 3. “ 


(TTA-SP) Seja (a,, a 2 , a 3 , ...) uma progressao geometrica 
infinita de razao a,, 0 < a, < l. e soma igual a 3a v A soma 
dos ires primeiros termos dessa progressao geometrica e: 


a) 


8 


27 


b) 


20 

27 


c) 


26 

27 


d) 


27 


e) 


38 

27 


Exercfcios complementares de C.20 a C.24 

8. PROGRESSES GEOMETRICAS EM 
CALCULOS DE JURO COMPOSTO 

Apliquei a quantia de R$ 500,00 na caderneta de pou- 
panea. Ao final de um mes, resgatei R$ 525,00. 

* A quantia apl icada, isto e, R$ 500,00. e chamada de ca- 
pital inlcial da aplicagao. 

• A diferenga entre a quantia que resgatei e a que apii- 
quei, isto e: R$ 525,00 - R$ 500,00 m R$ 25,00 

e chamada de juro produzido pela aplicacao. 

* A soma do capital inicial com o juro produzido, isto e, 
R$ 500.00 4- R$ 25,00 = R$ 525,00, e chamada de 
montante acumulado no perfodo de aplicacao. 

• O quociente do juro pelo capital inicial, isto e. 

25 00 

500 00 ^-05 = 5%, e chamado de taxa de juro 

durante o periodo da aplicagao. 

Nota 

Na verdade, o rendimento da caderneta de poupanca e 
a soma da corregao monetaria com o juro; porem, para 
faciliiar a com preens ao, ebamaremos esse rendimento 
simplesinente de juro. 

Juro composto 

O tipo de juro mais usado nas transagoes financeiras e 
o juro composto. Para entender esse tipo de juro, obser- 
vemos o exemplo seguinte. 

Aplicando R$ 100.000,00 durante 3 meses a taxa de 
juro de 10% ao mes, qua! o juro composto produzido? 
Calculemos: 


Sufi 

■ q L 1 1 1 || 

vycj t .til! 



■ J k JjF l | J | r 1 jp OM 

l e 

R$ 100.000,00 

R$ 10.000,00 

R$ 1 10.000,00 

2 s 

R$ 1 10.000,00 

R$ 1 1 .000,00 

R$ 12.1.000,00 

3 9 

R$ 121.000,00 

R$ 12.100,00 

R$ 133.100,00 


Portanto o juro composto produzido foi R$ 33.1 00,00. Note 
que, em cada mes. a partir do segundo, a taxa de juro incide 
sobre o montante acumulado no mes anterior. Por isso, esse 
tipo de rendimento e chamado de juro composto. 

Ha um outro tipo de juro, chamado de juro simples, 
em que a taxa de juro incide apenas sobre o capital inicial. 

Formula para o calculo do montante 
com juro composto e taxa constante 

Um capital C e aplicado durante n unidades de tempo 
a taxa i por unidade de tempo. Calcule o montante acu- 
mulado ao final da aplicagao. 
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SEQ 



UNIDADE 5 


A tabela a sesuir mostra o montante acumulado no 



final de cada unidade de tempo. 


' f [' iT r f + ' f kJ ill 

iLJ-oi v m p If f ■ 

j 1 li 



1 

c 

rC 

C + iC ^ C(1 4 r) 

1 

C{1 4 i) 

iC( I + f) 

at + i) + iC(l + i) = C(1 + if 

3 

ca i if 

;CU + o’ 

C( 1 4 i) 1 4 iC(l 4 pfi = a 1 4 if 

4 

a i + j) 3 

id l + o 3 

CO + if + (CO + 0"’ = CM + if 

■ 

■ 

w 

* 

4 

* 

* 

* 

# 

4 

4 


Observe que a coluna dos montantes apresenta a 
P.G. (C(l + /), C(1 + 0 2 , C(1 + i)\ C( 1 + i)\ ...), de 
razao q ~ 1 + i. 

Ao final de n unidades de tempo, o montante M acumu- 
iado fica igual ao enesimo termo da P.G., isto e: 


a n — a { q n “ 1 => A/ — C( 1 + /)( 1 + /)" 1 M = C'(l + if 


Chegamos entao a formula do montante M: 


M = C(1 + if 

Nota 

Se a taxa nao for constante, os montantes na ultima co- 
iuna da tabela anterior nao formarao uma P.G., porem, ra- 
ciocinando de modo analogo, chegaremos a formula pain 
o calculo do montante com juro composto e taxa variavel: 


M = C( 1 4- i,)(l + / 2 )(1 + i 3 ) • ... • (1 + /„) 

em que i ]s i x i n sao as taxas varMveis por unidade de 

tempo. 

EXERCICIOS RESOLVIDOS 

R.16 Calcular o montante acumulado por um capital inicial de 
R$ 10.000.00 aplicado durante 6 meses a juros compostos 
de 5% ao mes. Dado: (1,05) 6 = 1.34; 

Re so lit (do 

Aplicamos a formula M — C(1 + if. em que 
C = R$ 10.000,00, i ~ 59c ao mes — 0,05 ao mes e 
n — 6 meses. 

Temos. entao: 

M ~ 10.000(1 + 0,05 ) 6 M = 10.000(1,05) 6 

M — 10.000 ■ 1,34 M= 13.400 
Logo, o montante 6 M ~ R$ 13.400.00. aproximadamente. 

R.17 Calcular o juro composto gerado por um capital inicial 
de R$ 4.000.00 aplicado durante 1.5 ano a taxa de 8% ao 
mes. Dado: (I,08) I!i = 3,99. 

Resolugao 

Utilizamos a formula M = C(I + if, em que 
C — R$ 4.000,00, n — L,5 ano =18 meses, 
f — 8% ao mes — 0,08 ao mes. 

Nota 

Para aplicar a formula M = C( 1 -I- i)'\ deve-se ter n e / 
na mestna unidade de tempo. 

Temos, entao: 

M ~ 4.000(1 + 0,08) i8 M = 4.000(1, 08) 1B 

M = 4.000 • 3,99 M = 15.960 

O juro j e a diferenca enue o montante e o capital inicial, 
isto e: 

j = RS 15.960,00 - R$ 4.000.00 j = RS 11.960.00 
Logo, o juro e j — R$ 1 1 .960,00, aproximadamente. 



A 


R.18 Houve epoca em que a axa de inflacao no Brasil era de 
25% ao mes. Qual era a taxa de inflacao anual no Brasil, 
nessa epoca? Supor a taxa constante era cada mes. Dado: 
(1,25) 12 = 14,55. — 

Resolucdo 

3 

Para calcular tal inflacao, vamos obter o juro composto 
produzido por um capital inicial C aplicado durante i 2 
meses a taxa de 25% ao mes. 


M = C( 1 + 0,25) 12 M = C(1.25) ? M = 14.55C 


Assim. o juro j gerado no perfodo de 12 meses e: 


A razao 



7= 14.55C — C — 13,5 5C 
e a taxa durante o perfodo de 1 2 meses. 



13. 55 C 

0 



1.355 

100 


1 .355% 


Logo, a taxa de inflaqao era de 1.355% ao ano, 
aproximadamente. 


R.19 Apliquei RS 1 .000,00 na cademeta de poupanga durante 
3 anos. No primeiro ano o rendimento foi 15%; no 
segundo, 14%: e no terceiro, 20%. Qua! foi o montante 
acumulado no final da aplica^ao? 

Resolugao 

Utilizamos a formula 

M — C(1 + q)( 1 + 4)0 + 4) ’ ... ’ (1 + 4)- em 9 ue: 

C = RS 1.000.00. n = 3, /, = 0,15, 4 = 0,14, 4 = 0,20 

Temos, entao: 

M = 1.000(1 + 0,15)(1 + 0,14X1 + 0.20) 

M = 1.000- 1,15- 1,14- 1,20 .*. M m 1.573,20 
Loao. o montante acumulado foi R$ 1.573,20. 


R.20 O preco de um produLo era RS 600,00. O comerciante 
deu um desconto de 1 2% sobre esse preco, reduzindo-o 
para um novo preco p. A seguir, o comerciante deu um 
desconto de 8% sobre o preco p. Qual foi o preco final 
do produto? 

Resolugao 

Aplicamos a formula 

M = C(1 + i,)(l + 4)(1 + 4) ‘ — * (1 + 4), em que: 

C = RS 600,00, n = 2, q = -0,12, 4 = -0,08 

Nota 

/ e i ? sao negativas porque sao taxas de desconto. 
Temos, entao: 


M = 600(1 - 0,12)(1 - 0,08) 

M = 600 ■ 0,88 ■ 0,92 M = 485,76 


Assim, o preco final do produto foi R$ 485.76. 



EXERCICIOS BASICOS 


B.34 Aplica-.se um capital inicial de R$ 25.000,00 durante 9 
meses a taxa de juro composto de 5% ao nics. Qual sera 
o montante acumulado no final da aplicacao? Dado: 
( 1,05) 9 = 1,55. 


B.35 Calcule o juro composto gerado por um capital de 
R$ 10.000.00 aplicado durante 10 meses a taxa de 3% ao 
mes. Dado: (1.03) 10 ~ 1,34. 

B.36 Tendo sido aplicados R$ 1.000,00 a juro composto, 
depois de 3 anos. recebeu-se o montante de RS 1 ,728.00. 
Calcule a taxa anual de juro, sabendo que ela foi 
constante nos 3 anos. Dado: 12 J = 1.728. 
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B.37 Qual o tempo necessdrio para que uni capital C, aplicado 
a juro composto de 5% ao mes. produza um montante 
igual a 2 Cl Dados: log 2 = 0,301; log 105 = 2,021 . 

B.38 Calcule o capital inicial que, apiicado a juro composto 
com taxa de 9% ao ano, acumulou ao final de 7 anos o 
montante de R$ 36.400.00. Dado; ( 1 ,09)' — 1,82. 

B.39 Aplica-se um capital de RS 20.000,00 a juro composto 
com taxa de 6% ao mes. Qua! serao montante acumu la- 
do em 2 anos? Dado: (1 ,06) 2J — 4,04. 

B.40 Apliquei um capital de R$ 10.000,00 durante 3 anos, a 
juro composto, tal que a taxa de juro no primeiro ano foi 
10%. no segundo foi 12% e no terceiro foi 8%. Qual foi 
o montante acumulado nesses 3 anos? 

B.41 Um tcrreno com prado por RS 100.000.00 valorizou 1 0% 
no primeiro mes. S% no segundo mes. 9% no terceiro 
mes e 6% no quarto mes, apos a compra. 

a) Qual deve ser o preco do terrene apos 4 meses de sua 
compra? 

b) Qual foi o porcentual de valorizacao nesses 4 meses? 

B.42 Na compra de um imovel por RS 50.000.00, tive um 
prejufzo de 5% no primeiro mes e outro prejufzo de 3% 
no segundo mes, apos a compra. 

a) Qual foi o preijo do imovel apos os 2 meses da compra? 

b) Qual foi o porcentual do prejufzo nesses 2 meses? 
Sugestao. 

M = C(1 + i,)( 1 + tM + h) ' - * ft + U. usando 
as taxas negativas: /, — —0,05 e i 2 ~ —0,03, pois sao 
taxas de prejufzo. 

B.43 Um comerciante. para acabar coni seu estoque, deu 1 2% 
de desconto sobre o pre90 p de um produto, que passou 
a custar /?,. Por falta de compradores o comerciante 
descontou 5% sobre o pre90 p\. e o novo pre90 passou a 
ser p 2 , A seguir descontou 3% sobre o pre90 p 2 . 

a) Qual foi o pre90 final do produto, apos esses tres 
descon tos sucessivos? 

b) Qual foi o porcentual de desconto sobre o preco inicial 
p , apos os tres descontos sucessivos? 

Exercfcios complementares de C.25 a C.29 



EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


C.l (UFRO) O quarto, o setimo e o decimo temno de uma 
P.G. sao 20, 4.v + 2 e 1 + x 2 , respeclivamente. A soma 
desses tres termos e: 

a) 55 b) 50 c) 40 d) 35 e) 30 



(UFCE) Sejam .v e y numeros positivos. Se os numeros 3, 
.v e v fomiam, nesta ordem. uma progressao geometrica: 
e se os numeros x. y e 9 fonnam, nesta ordem, uma 
progressao aritmetica. entao x + v e igual a: 



43 

4 




C.3 U m fabricante de sabao em po estima um crescimento de 
2% ao ano nas vendas do produto fabricado. Sahendo 
que no ano de 1 999 foram vendidas x toneladas de sabao 
em po, calcule. em fungao de.v, a quantidade, em toneladas, 
que sera vend id a no ano: 

a) 2004 b) 2010 c) n, sendo n > 1 999 

(Nao e preeiso efetuar os calculos, delxe a resposta 
indicada.) 


C.4 Ha bacterias que se reproduzem por bipart^ao. isto e. 
cada uma delas se divide em duas ao atingir determinado 
tamanho. Suponha que em uma cultura ha 3 ■ 2 dessas 
bacterias e cada uma delas se divida em duas dando 
origem a l a gerayao; cada bacteria da I s geragao se divida 
em duas dando origem a 2- geracao, e assim por diante. 
Em que gera9ao o niimero de indivfduos sera 3 • 2- ? ? 

C.5 (Fuvest-SP) Num torneio aberto de tenis estao inscritos 
4.096 jogadores. Em cada rodada as duplas sao formadas 
por sorteio e os perdedores sao eliminados. No final 
restarao 2 jogadores que disputarao entre si o tftulo de 
campeao. Quantas part id as o campeao tera disputado? 

C.6 (FEI-SP) Qua! e a razao da progressao geometrica osci- 
lante que se obtem imerpolando-se 5 meios geomdtricos 
entre 4 e 6, nessa ordem? 

C,7 Na P.G. de numeros reais (a„ a 2 , %, ...), com cq =£ 0. 
tem-se que a i2 — 32a -j. Determine a razao dessa P.G. 


C.8 


(Mackenzie-SP) Dados os numeros reais a, h. c e d, se 
{a, c, d) e uma progressao aritmetica cuja soma dos ter- 

e (a, h,d) 6 uma progressao geometrica cujo 


mos e 


produto dos termos e 8, entao. sabendo que a < 
a) be — 4 c) ad = 2 e) cd = 10 

5 


b) ab — 


d) ac - 5 


C.9 


(Cesgranrio) Em um triangulo retangulo. as medidas. em 
uma mesma imidade de comprimento. do cateto menor. 
do cateto maior e da hipotenusa formant, nessa ordem, 
uma progressao geometrica. A razao q dessa P.G. satis- 
faz a cond^ao: 

a) 0,7 < q < 0,9 c) 1 < q < 2 e) 3 < q < 3,2 

b) 0.9 < q < 1 d) 2 < q < 3 

C.10 (Faap-SP) A soma dos 50 primeiros termos da seqiiencia 

ft ? 7 1 2 3 2" ) e 1 

a) 2 51 b) 2 5[) c) 2 49 d) 2 49 - I e) 2 S0 - I 

C.ll (Cesgranrio) lndicando por X l() e F 10 as somas dos 10 pri- 
meiros termos das progressoes gcometricas (3 2 . 3". 3”. ... ) 

X I0 > 

e (3, 3 2 , 3’, ...), respectivamente, o quociente -p — e 
isual a: 

3 11 +1 3 n 

a) 3 10 -b I c) ~ , e) — 


10 


b) 


3 10 - 3 


d) 


3 + 3" 
4 


C.12 (FGV-SP) Considere a progressao geometrica abaixo: 

(1,3, 3 2 , 3 3 , 

A soma de seus termos em funcao de n vale; 

3" - 1 


a) 3 " 


% [ 


b) 


3" ~ 1 - 1 

o 


c) 


d) 


e ) 3 n ~ 1 


+ 1 


C.13 O crescimento anual nas vendas de ealculadoras de uma 
fabrica e 20%. No ano de 1986 a fabrica vendcu 20.000 
tinidades. Qual foi o total de vendas no quinquenio de 
19S6 a 1990? Dado: (L2) s - 2,48832. 


/f 


.. >T . ^ srm n . 

C.14 Para que valor de n, n G IN*, tem-se que 2 J — 4.094? 


- 1 


C.1S (UFES) Em um rebanho de 15.000 reses, uma foi infec- 
tada pelo virus Cada animal infcctado vive ape nas 
dots dias, ao final dos quais infecciona outros ires 
animais. Se cada res e infectada uma tlnica vez. em quanto 
tempo o virus “mc s ’ extenninara metade do rebanho? 
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SEQUENCIAS NUMERICAS 


UNIDADE 5 


C.16 A progressao geometrica (zq, a,, de razao 

q , pode ser representada por 

a x q, a t q 2 , a } q 3 a l q n ~ l , O produto de sens 


// pri meiros termos e indie ado por P„. isto e: 

P n — a x q° * q l * a x q 2 * atf * ... • a x q ! '~ l 


Mostre que essa expressao pode ser representada pel a 
formula: 

it ( tl ~ 1.1 

F„ = a," ■ q 2 

Sugestao. Conserve a baser/, e adicioiie seus expoentes; 
conserve a base q e adicione seus expoentes. 


C.17 Us undo a formulado exercicio anterior. calcule o produio 
dos 18 pri meiros termos da P.G. 

f L 1 l \ 


256 * 



C.I8 i UCG) Os termos da P.G. (x, x\ x 5 x |,)y ) sao tais que 

3 5 jgg 

log' + log^ + logi + ... + logn = 20.000. Deter- 
mine o valor de x. 

C.I9 (Fuvest-SP) Uma progressao geomeirica tern primeiro 

temio i gtial a 1 e razao igual a Jl . Se o produio dos ter- 
mos dessa progressao e 2 35 . entao o numero de termos e 
igual a: 

a) 12 b) 13 c) 14 d) 15 e) 16 

^ i V 

C.20 Resolva. em IR, a equagao — = 5. 

/ = i 2 ; 


C.21 Duas empresas A e B farao doagoes a uma creche. A 
empresa A pagara, durante dez anus, quantias anuais da 
seguinte forma: no primeiro ano 100.000 dolares e, em 
cada ano seguinte, metade da doacao do ano anterior. A 
empresa B pagara. “etemamente 7 ’. quantias anuais da 
seguinte forma: no primeiro ano, 98.000 dolares e. em 
cada and posterior, metade da doacao do ano anterior, 
Qual e a empresa mais generosa? Por que? 

C.22 Considere a sequent ia (C t , C>, C v , ...) de iniiniLas circuit- 
ferencias. Se o diametro da circimferencia C, e 80 cm e. 
a partir da segunda. o diametro de cada circunferencia e 

do diametro da anterior, calcule a soma dos perime- 

Hr 

tros das infinilas circun ferencias. 


C, 



C.23 


Urn motorista de caminhao a vista repent inamente uma 
grande pedra no meio da estrada e aciona os freios a 
100 m de distancia da pedra. Apos a freada. o veiculo 
percorre 20 m no primeiro segundo e, durante alguns 


segundos, percorre. em cada segundo. 


da distancia 


que percorreu no segundo anterior. Havera o cl to que 
entre o veiculo e a pedra? Justiilque. 


C.24 i ITA-SP ) Se a soma dos termos da progressao geometrica 
infimta dada por 0.3; 0,03; 0,003; ... e igual ao termo 
medio de uma progressao aritmetica dc tres termos, entao 
a soma dos termos dessa progressao aritmetica vale: 

a) y b) y c) I d) 2 e) 4- 


C.25 (UFPR) Urn produto que ha dezoito meses custava 
R$ 56.00 au mentou 2% ao mes, de la para ca. O prego 
desse produto hoje, em reais. e: 

a) 56 * (1 ,2) 17 d) 56 *(1,2) 18 

b) 56 * (1,02) 18 e) 56 • (1,02) 17 

c) 56 • 2- ,g 

C.26 A ariranha e o mico- leao-dourado sao especies em extin- 
cao no Brasil. Com o objetivo de preservar essas especies, 
foram re uni dos numa reserva florestal 120 ariranhas e 80 
micos- leoes-dourados. Constatou-se. apos alguns anos. 
que o creseimento da populagao de ariranhas foi 5% ao 
ano e que a p op u! agio de micos cresceu a taxa de 10% ao 
ano. Ent quanto tempo, apos a reuniao desses animais na 
reserva, o numero de micos deve chegar ao dobro do 
numero de ariranhas? 

Dados: log 3 - 0,477: log 1,047 - 0,019. 



Ariranha ( Pteronura brasiliensis), mamifero encontrado em re- 
gimes pouco desbravadas da Amazonia e do Brasil Central. 



Mico-leao-dourado [Leontopithecus rosaiia rosalia}, pequeno 
primata que habita a America tropical. 


C.27 (Fuvest-SP) A cada ano que passa, o valor de um cano di- 
minui 30% em reiagao ao seu valor anterior. Se v for o va- 
lor do carro no primeiro ano. o sen valor no oitavo ano sera: 

a) (0.7 ) 7 v d) (0.3) s v 

b) (0,3 ) 7 v e) (0,3 )'V 

c) i(0,7) s v 

C.28 (Vunesp) Se a taxa de inflagao men sal for 10% durante 
1 2 meses seguidos, entao a taxa de inflagao anual durante 
esses 1 2 meses sera: 

a) 120% d) 313% 

b) 100[(1,2) 10 - l]% e) 100(1,1) 12 % 

c) 100[(1,1) 12 - 1]% 


€.29 (PUC-RS) A caixa beneficente de uma entidade rende. a 
cada mes. 10% sobre o saldo do mes anterior. Se, no inf- 
cio de um mes, o saldo era x, e eonsiderando-se que nao 
haja retiradas, depois de 4 meses o saldo sera de: 




II V 

v 10 J A 


C) .V + 

d) .v + 



e) x + 


1 


10 ) 
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Cc pilii o 26 

TRIGONOMETRIA NO TRlANGULO RETANGULO 


1. SENO, CO-SENO E TANGENTE DE UM 
ANGULO AGUDO 

Dado um fingulo agudo qualquer de medida a, consi- 
dere os infinites trianguios retangulos que possuem o 
angulo de medida a. Alguns desses trianguios sao: 

G 

C- 

— ""T 


O B D F H 

Observe que os trianguios OAB. OCD, OEF e OGH sao 
semelhantes. Assim. a razao entre dois lados quaisquer de 
urn deles e igtial a razao entre os lados corresponded tes 
dos outros, ou seja: 


BA 

DC 

FE 

HG 

OA 

OC 

OE 

OG 

OB 

OD 

OF 

OH 

OA 

OC 

OE 

OG 

BA 

DC 

FE 

HG 

OB 

OD 

OF 

OH 


Note que as conslanles / /\ e r 3 dependent exclusiva- 

mente da medida a, e nao das dimensoes do triangulo 
escolhido para obte-las. 

Como os infinites trianguios retangulos que possuem 
o angulo agudo de medida a sao seme] hantes entre si. 
temos que as constantes r { , r 2 e r 3 podem ser obtidas, de 
maneira analoga. a partir de qualquer um deles, ou seja: 


> Catetd 
oposto a a 


Cateto adjacent© s a 

_ Medida do cateto oposto a a 
Medida da hipotenusa 

_ Medida do cateto adjacente a a \ 
Medida da hipotenusa 

_ Medida do cateto oposto a a 
Medida do cateto adjacente a a 

As razoes (trigonometricas) r,, r 2 e r 3 sao chamadas 
respectivamente de: seno do angulo a (sen a), eo-seno do 
angulo a (cos a) e tangente do angulo a (tg a). 



Em re. sumo, lemos: 



sen a — 


_ Cateto oposto _ b 


cos a = 


tg a - 


Hipotenusa a 

Cateto adjacente 
Hipotenusa 

Cateto oposto _ 
Cateto adjacente 


c 

a 


c 



EXERCIC10S RESOLVIDOS 


R.l Com o auxilio de regua graduada e transferidor. calcular 
sen 42°, cos 42° e tg 42°. 

Resolugim 

Constnnmos um angulo de 42°: 



Tracamos uma perpendicular a um dos lados desse angulo: 


B 



Medimos, com auxflio da regua, os lados do triangulo 
ABO. Temos: 

AB = 2.7 cm; AO ~ 3,0 cm; BO ~ 4,1 cm 
Assim, caJcuIamos: 

2.7 


sen 42° = 


lo 42° = 


4,1 

2.7 

3,0 


— 0,6: cos 42° - 


- 0.9 


3,0 

4.! 


— 0,7; 
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UNIDADE 6 - TRIGONOMETRIA 


UNIDADE 


R.2 


R.3 


Nota 

Quando medimos um segmento de reta com uma r6gua 
graduada. cometemos. inevitavelmente, erroS de api oxi- 
maqao. Portanto os resultados obtidos para sen 42°, 
cos 42° e tg 42° sao valores aproximados. Existem 
metodos, mais eficientes, que calculam esses valores 
com qualquer precisao desejada. 

Sabendo que sen 36° — 0,58, cos 36° " 0,80 e 
tc 36° — 0.72, calcuiar o valor de v em cada figura. 


ai 


10 cm 


36 


c) 


x 


36 ' 


20 km 


b> 


x 


U 

X 


5 m 


36 D 


Resohtcao 

a) A razao trigonometriea que deve ser aplicada e aquela 
que relaciona os elementos: 

* angulo agudo (36°); 

* cateto oposto (,r) ; 

* hipotenusa (10). 

Tal razao e o seno. Assim. temos: 


sen 36° = 


.v 


0,58 = 


x = 5.8 


10 10 
Logo, x — 5,8 cm. 

b) As medidas relacipnadas no triangulo retiingulo sao: 

* angulo agudo (36°); 

* cateto adjacente (_v) ; 

* hipotenusa (5). 

Dessa forma, a razao trigonometriea adequada e o co- 
seno. Assim. temos: 


cos 36° = 


x 


0,80 = 


A 


Jr = 4 


5 ' 5 

Logo, x — 4m. 

e) A razao trigonometriea que relaciona o angulo agudo 
(36°). o cateto oposto (x) e o cateto adjacente (20) e a 
tangente. Entao, calculamos: 


ts 36° - 


a: 


20 


0,72 = 


x 


20 


X = 14,40 


Logo, x = 14.40 km. 


Utn engenheiro deve medir a largura de um rio. Para 
isso. fixa um ponlo A na margem em que se encontra e 
um ponlo B na margem oposta (conforme figura). A se- 
guir. desloca-se 40 rn perpendicularmente a reta Ai? ate 
o ponto C e mede o angulo ACB, obtendo 44°. Qual e a 
largura do rio? (Dados: sen 44° — 0,69, cos 44° = 0,7 1 
e tg 44° = 0,96.) 



Resolugao 

No triangulo retanguio ABC, estao relacionados o angulo 
agudo (44°), o cateto oposto (t ) e o cateto adjacente 
(40 m), 

A razao trigonometriea que relaciona tais medidas e a 
tangente. Logo, temos: 


tg 44° = 


t 

40 


=> 0,96 = 



38,4 rn 


Assim, a largura do rio e 38.4 m. 


Calculando distandas a pontos 

inacessiveis 

Com o auxilio de um teodolito para medir angulos, 
podem 5er calculadas, atraves da trigonometric, altu- 
ras de montanhas, larguras de rios, distancias entre 
corpos celestes etc Mo exerdcio C.3 oeremos como 
calcuiar a medida do raio da Terra. 



l eodolito: instrumento portatil utilizado em topografia e em 
astronomia com a finalidade de medir angulos. 



EXERCICiOS BAS ! COS 


B.l Com o auxilio de regua graduada e transferidor, calcule 
sen 35°, cos 35° e tg 35' . 

B.2 Sabendo que sen 28° = 0,46, cos 28° ~ 0,88 e 

te 28° — 0,53, calcule o valor de.c em cada figura: 


a) 


4 cm 


C) 


2B L 


10 dm 


2B C 


x 


b) 


5 cm 


28' 


B.3 Um alpinism deseja calcuiar a altura de uma encosta que 
vai escalar. Para isso. afasta-se, horizontal mente, 80 m 
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do pe da encosta (conforme figura) e visualiza o topo sob 
um angulo de 55 2 com o piano horizontal. Calcule a 
altura da encosta. (Dados: sen 55° = 0,8 1, cos 55° = 0,57 
e tg 55° = 1 .42.) 



B.4 


B.5 


Umu escada deve ser construfda para unir dois pisos de 
nm predio. A altura do piso mais elevado em relagao ao 
piso inferior e de 8 m, Para isso, foi construfda uma 
rampa plana unindo os dois pisos. Sabendo que o angulo 
form ado pela rampa com um piano horizontal 6 33 G , 
calcule o comprimento da rampa. 

(Dados: sen 33° = 0,54, cos 33° = 0,83 e tg33° - 0,64.) 

Sabendo que tg a ~ 3 e tg [3 = 4, calcule o valor de x na 
figura: 


4 


Jr 

/ 

jf 


Ap J 

M 9 1 * 

a 


P 1 1 — — 

— 2 m — p x 


Sugestao. Tndique por y a medida AD e monte um 
sistema de equapoes em x e y. 

Exerescios complementares de C.1 a C.4 


2. RELAQAO ENTRE O SENO, O 
CO-SENO E A TANGENTE DE UM 
ANGULO AGUDO 

Teorema 

Dado um angulo agudo de medida a, tem-se que: 

sen a 
tg a = 

cos a 


Demonstrate 

Construindo um angulo agudo de medida a e tra^ando 
uma perpendicular a um dos lados do angulo (conforme 
figura), ternos: 


c 




B 





b 

a 


\ a 



B 

c 

\A 


Calculando sen a e cos a. e efetuando o quociente 

sen a . , 

, conclutmos que: 

cos a * 


b 


sen a a b 

= — — tg a 

cos a c c 


a 

(c.q.d.) 



EXERCICIO RESOLVIDO 


R.4 Dados sen 40° — 0,64 e cos 40° — 0,76, determ inar o 
valor de x na figura: 


Resolugao 


\ 


\ 


10 m 


40 


r. 


tg 40° 


X 


10 


Como temos os valores sen 40° — 0,64 e cos 40° = 0,76, 
podemos determinar o valor da tg 407 ou seja: 


t. 40° = -gS- 4 ^ 
cos 40° 


0.64 

0,76 


- 0.84 


Assim, 0,84 = 


x 


10 


=$ x = 8,4. 


Logo, x — 8.4 m, 


Eclipse solar 

Quando a Lua se interpoe entre a Terra e o 5ol, 
ocorre um eclipse solar. 

h 


I 3 
1 I 




i 




i 

% 


Sol 


T 


yi 





As reiagoes trlgonometricas, auxilladas por outros 
recursos, nos perm item calcular a medida h. A area 
A da calota da superffcje terrestre de onde o eclipse 
pode ser observado e dada por A = Zi zRh. 


3. ANGULOS COMPLEMENTARES 

Lembre-se de que dois angulos agudos de medidas a e 
(3 sao complementares se, e somente se, a + {3 = 90°. 

Nola 

Se a e |3 sao medidas de angulos complementares, 
dizemos que a e [3 sao medidas complementares. 



Resolugdo 

Como 23° e o complemento de 67°, temos que 
cos 67° = sen 23°. Assim, temos: 


Exemplos 

a) 20° e o complemento de 70°. 

b) 32° e o complemento de 58°, 

c) 90 c - a e o complemento de a. 

Teorema 


Se a e a medida de um angulo agudo, entao 
sen a = cos (90° — a) © cos a = sen (90 p — a). 

Demonstra^ao 

Construindp um angulo agudo de medida a e tracando 
uma perpendicular a um dos lados do angulo, temos: 





B c A 


Observe que o angulo Ceo complemcntar de B , pois 
a + med(C) = 90° =f med(C) = 90° - a. 


c 



Assim, temos que: 


sen a 



cos (90^ — a) 



=> sen a = cos (90° — a) 


E = 


sen 23° 4- sen 23° 


sen 23° 
cos 23° 


:.E= 2 sen-23"’ 


\ E — 


cos 23° 


cos 23° 
4 sen 23" 

0,92 



Logo, E = 0,46. 


EXERCiCIOS &ASIC0S 


B.6 Sabendo que sen 55° = 0.8 1 e cos 55° - 0,57. detennine 
o valor de x na f igura. 


55' 


27 cm 


B.7 Sabendo que sen 37° — 0,6. calcule o valor da expressao 


E = 2 tg 37° sen 53° 


B.8 Sabendo que ot e a medida de um angulo agudo e que 

3 

sen a = — , calcule o valor da expressao: 


c 

cos a = — 

a 


sen (90° — a) 



► =$ cos a — sen (90° 






(c.q.d.) 


Provamos, assim, que: 


Se dois anguios agudos sao complementares. 
entao o seno de um deles % igual ad co-seno do 
outro. 


sen a sen (90° - a . ) 
cos a cos (90° — a) 


+ cbs (90° — a) 


B.9 


Na figura abaixo tem-se que sen (90' - a) - 
Determine o valor de x. 



Exemplos 

a) 20° e o complemento de 70°; logo, sen 20° = cos 70° 
e cos 20° = sen 70°. 

b) 32° 6 o complemento de 58°; logo, sen 32° m cos 58° 
e cos 32° — sen 58°. 

Jf EXERC1CIO RESOLVIDO 

R.S Sabendo que cos 23° — 0,92, calcular o valor da ex- 
pressao: 

_ sen 23° + cos 67° 

4 ts 23° 


B.10 Na figura a seguir, tem-se: 

CD — BD = 5 cm e DA = 3 cm 

s 



Calcule: 

a) cos 2a b) tg (90° — a) 

Exercicios complementares C.5 e C.6 


4. A TRIGONOMETRIA E O TEOREMA DE 
PITAGORAS 

Dado um dos va lores sen a, cos a ou tg a, erri que a e 
a medida de um angulo agudo, e possivel determinar os 
outros dois valores corn o auxflio do teorema de Pitagoras, 
conforme veremos nos exercicios resol vidos. 



EXERCICIOe RES0LVIP05 


R.6 


Sabendo que aea medida de um angulo agudo e que 


sen ot 



calcuiar cos a. 


Resolugao 

3 

Se ot e um angulo agudo e sen oi = — , entao existe um 

lriangulo retansulo com um angulo agudo de medida a 
tal que o cateto oposto a a mede 3 e a hipotenusa mede 5, 
conforme figura a seguir. 



Pelo teorema de Pitagoras, podemos calcuiar a medida x 
do cateto adjacente a a: 

.v 2 + 3 2 = 5 2 x 2 = 16 a = 4 


Pelo teorema de Pitagoras, podemos calcuiar a medida 
A - do cateto oposto a a: 

a 2 4- 5 2 = 13 2 a 2 = 144 .‘.a = 12 

Temos, entao: 



Assim. tg a = 





EXERCICIOS BA61C0S 


B.ll Sabendo que a € a medida de um angulo agudo e que 

15 


cos a = 


17 


. calcule sen a. 


B.12 Determine o valor de tg o t. sabendo que aea medida de 
um angulo agudo e sen ct = — . 


Temos, entao: 



4 


Assim, cos a = — . 

o 


R.7 


Sabendo que a e um angulo agudo e que cos a 
calcuiar tg a. 



Resolucao 

Existe um Lriangulo ret angulo com um angulo agudo a 
tal que o cateto adjacente a a mede 5 e a hipotenusa 
mede 13 conforme figura abaixo. 



B.13 A medida de utn angulo agudo e ct. Obtenha os valores 


de sen a e cos a de modo que tg ct = 



B.14 Dado que aea medida de um angulo agudo e que 
tg a = 2, calcule sen a e cos a. 

B.15 A medida ct de um angulo e tal que CP < ot < 90° e 

sen ot — 3 cos ox Calcule os valores de sen a e cos ct. 
Sugestao. sen a = 3 cos ct => tg a = 3. 

B.16 Prove que, se a e a medida de um angulo agudo, entao 
sen 2 ot + cos 2 ot = 1 . Ncta. Os sfrnbolos sen 2 ot e cos 2 ot 
devem ser entendidos como (sen a) 2 e (cos a) 2 , respecti - 
vamente. 

4 

B.17 Na figura, tem-se cos ot = — e BC ~ 8 cm. Determine 
o valor de a. 




X 


C 


5 


Exercicios compiementares de C.7 3 C.9 


ID 

LLi 

O 

< 

Q 


5. ANGULOS NOTAVEIS 

Para estudar os conceitos que vem nos proximos itens, 
convem conhecermos o seno, o co-seno e a tangente de 
alguns angulos. Escolhernos, pela facilidade das demons- 
tracoes, os angulos de medidas 30°. 45° e 60°, que cha- 
maremos de angulos notaveis. 

Angulo de 45° 

Ja estudamos que a medida de cada diagonal de um 

quadrado de lado a e ajl , e cada angulo interao do qua- 

drado e dividido em dois de 45° por uma diagonal. 
Assim. temos: 



sen 45° = 


a 


1 


Jl 


cos 45° = 


ajl 

M 


Jl 

1 


Jl 


ajl Jl 


tg 45° = 


a 


a 


= 1 


Angulos de 30° e 60° 

Confomie ja estudamos, a medida de cada altura de 


um triangulo equilatero de lado a 6 


a 


Jl 


? 


Vimos que 


cada altura desse tipo de triangulo tambem e bissetriz 
inlema e mediana. Como cada angulo intemo do triangulo 
equilatero mede 60°, temos: 

Assim, temos: 



a 


sen 30° = 


1 


cos 30° = 


a 

ajl 


Jl 


a 


ts 30 


uno — 


0 

2 


J3 


a 


ji 


ji 


3 


2 


Como 60° e o complement de 30°. temos: 


sen 60° = cos 30° 


eos 60° = sen 30° = 


Jl 


1 


2 


tg 60 ° = - mWr 

e cos 60° 


JT 

2 

J_ 

2 


= Jl 


Tabela do$ angulos notaveis 


■ V M i 

(ti3LL 






_ 






f ’ I 

I . ' rjvx V. . 

KKM 

. VAf 

■ i- - 

n *1 | 

1 j 

; J 2 

Jl 

2 

2 

2 

Jl 

ji 

i 

2 

2 

2 

Jl 

1 3 

1 

ji 



R.8 


EXERCICIOS RE50LVIP05 

Calcular o valor da expressao: 

cos 60 c *f cos 2 30° 


E = 


sen 3 30° + tg s 45° 

Resolugao 

Por convengao, dado um angulo de medida a, tem-se: 


sen" a = (sen a)", cos' 1 a 
Assim, calculamos: 


(cos a)", tg" a = (tg a)' ; 


I 


„ _ cos 60° + (cos 30 e )- 
(sen 30 0 ) 3 + (tg 45°) 5 

13 5 

T T 

A £ 


+ 


7J 


E = 


1 


.\ E — 


V 2 j 


10 


+ (l ) 5 


l 


8 


~r 1 


8 


R.9 Determinar o valor de x na flaunt; 


B 


/ 


30 - 


60 1 


20 m 


D 


A 


Resolugao 

Calculando as medidas 
triangulo BCD, temos: 


dos angulos internos do 


B 



I 

jr / 1 

jT % 

i 


/soy 

r 



jT I i 

X 

sSjJr, 120 Y 

^ 30 

/ 

f\M? J 

M r 1^1 

■f 


20 m 


D 




O triangulo BCD e isosceles, pois possui dois angulos de 
mesma medida; logo, CD — BD ~ 20 m. 


154 


sen 60° = 


Assim, do triangulo ABD, temos que: 
x x , JJ x 


BD 20 
Logo, x — 1 0 J3 m. 


20 


- 10V3 



EXERCICI06 BA5IC05 


B.18 Calcule o valor da expressao: 

sen 2 45° + cos 4 60° 


E ~ 


tg 4 60' 


B.19 Sendo x — 10°, qual e o valor da expressao: 


,. . 3x 15.v 

sen 3 .v + cos — — — sen — — 


E = 


tg 2 6.i- 


B.20 Determine o valor de x na figura: 

A 


45° 


30° 


e 


10 cm 


* D 


x 


Sugestao. Prove que o triangulo ABD e isosceles, 


B.21 


Calcule a medida x do segmento DE na figura: 

D 


50 m 



B.22 


B A 

Sugestao. Prove que o triangulo BCD e isosceles. 

Urn teleferico deve unir um ponto A de um terreno piano 
e horizontal ao topo D de um morro cuja base se apoia 
sobre esse terreno. Para calcular a quant idade de cabos de 
ago necessaria para unir A e D, um engenheiro marcou, 
no terreno, um ponto B entre o ponto A e o ponto C da 
base do mono, tal que CD e vertical. A seguir obteve as 
medidas: m(£>AC) = 30°, m(DBC) — 60° e AB = 200 m. 
Calcule: 

a) a altura do morro; b) a distSncia entre A e D. 


n 

O 





j 4>r 




f. 


Exercicias complementares de C.10 a C.15 


Jf EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


Cl 


A polfcia federal localizou na floresta amazonica lima 
pista de pouso clandestina com as segui sites carac- 
teristicas: 

• a pista media 300 m de comprimento, era plana e hori- 
zontal; 

• no final da pista havia Lima arvore de 30 m de altura, 


conforme figura. 


V 

'a 


T 


w 

o 

3 


4 


C.2 


C.3 


180 m 


C 

H 


B 


300 m 1 

Se um pequeno aviao parti r do ponto A, no sentido de B , 
e exatamente no ponto C ievantar voo em linha reta, de 
modo que essa reta forme um angulo a com o piano ho- 
rizontal. qual deve ser a tangente de ol (tg a) para que a 
aeronave passe exatamente 10 m acima da an ore? 

Um poste localiza-se numa rampa plana que forma um 
angulo de 28° com o piano horizontal (conforme figura), 
Num instante em que os raids solares sao perpendicu- 
lares a rampa, o poste projeta sobre essa rampa Lima $om- 
bra de 2.3 m de comprimento. Calcule a altura do poste. 
(Dados: sen 28° — 0,46, cos 28° - 0,88 e tg 28° = 0,53.) 


> 




28° f-[ 

(FEI-SP) Um observador, 
do alto de uma tone verti- 
cal, de altura h, enxerga a 
linha do horizonte. Saben- 
do que um raio visual for- 
ma com a vertical da Lone 
um angulo de medida 0. de- 
termine, em funcao de h e 
6, a medida do raio da Ter- 
ra. Sugestao. O raio e per- 
pendicular a reta tangente 
no ponto de tangencia. 



C,4 Os triUngulos ASC e ABD estao inscritos numa semicir- 
cunferencia de diametro AB, como mostra a figura. A 
razao entre as medidas dos lados AD e CB. nessa ordem. e: 


a) 


6 ) 


c) 


d) 


e) 


2 sen ot 


D 


COS 

p 

sen 

a 

2 cos (3 

sen 

p 

cos 

a 

sen 

p 

sen 

a 


i 



B 


2 sen a cos (3 


C.5 (Faap-SP) A figura a seguir mostra um painel solar de 
3 metros de largura equipado com um ajustador hidraulico. 
A medida que o Sol se eleva, o painel e ajustado autonia- 



1 


TRIGONOMETRIA 




UNIDADE 6 



tieameme de modo que os raios do Sol incidam perpen- 
dicularmente nele. 



O valor de y (era metros) era funcao de 0 e: 

a) v — 3 sen 0 d) v ~ 3 cos 9 

b) y — 3 sen 0 + 3 e) impossvvel de ser determinado. 

c) y = 3 tg 0 

C.6 Calcnle a medida x do segmento AD da fi a lira abaixo. 

5 12 

sabendo que sen a = — — e cos a. — — — . 

13 13 

A 



C.7 


( UERJ ) Dado que a e a medida de uni anguio agudo com 

3 . e sen ct + cos a * 

sen a = — . o valor da expressao e: 

5 r tg ct 



C.S Para medir a largura de urn rio, de margens paralelas, um 
topografo marcou dois pontos A e B. nnma margem, 
distantes 52 m um do outro. Na on Ira margem, o topografo 
tomou um ponto C tal que os angulos CAB e ACB tem 
medidas iguais e o anguio agudo ABC tem medida a. 

12 

com tg a = — . Qua! e a largura do rio? 


C.9 Lima tone esta ioealizada em uni terrene piano e hori- 
zontal, Sobre esse terreno toraam-se dois pontos <3 e B. 
distantes 126 m um do outro. alinhados com a base da 
torre. Do ponto A, ve-se o pontp P mats alto da torre. sob 
um anguio de medida ct com o piano horizontal. Do pon- 
to B ve-se P sob um anguio de medida (2 com o piano ho- 
rizontal. Calcnle a altura da torre, sabendo que 

4 „ 12 p 

sen ct = — - e sen [3 = — - . ^ 

5 la 


A 


a 

— 126 m 



C 


C.10 (PUC-.MG) Um anguio inferno de um triangulo tem me- 
dida ot. e os 1 ados que determinant esse anguio medem a 
e b , con forme figura. Nessas con diodes, a area desse 
triangulo e: 


a) —cib seu cv 


, L . 

c) —ub tg ct 


! n 

e) —a~b sen a 


b) ■+H tb cos a d) -r -cph cos a 


b 

Sugestao. Trace a altura de medida h, relativa ao lado de 
medida b . 


C. 1 1 Usando a formula deduzida no exerctcio anterior, calcule 
a area dos seguintes trnkigulos: 

a ) c) 


5 cm 


1 dm 


30' 


45' 


8 cm 


2 dm 


b) 


600 „ 

4 m 4 m 


C.12 (Fuvest-SP) Dois pontos AeB estao situados na margem 
de um rio e distantes 40 m um do outro. Um ponto C, na 
oulra margem do rio, esta situado de tal modo que o an- 
guio CAB mede 75° e o anguio ACB mede 75°. Determi- 
ne a largura do rio. 

a) 40 m 

b) 20 m 

c) 20 7T m 

d) 30 m 

e) 25 m 


C.13 Um observador. 
no ponto O da fi- 
gura a seguir, ve 
o predio segundo 
um anguio de 
105°. Se esse ob- 
servador esta si- 
tuado a uma dis- 
tant i a de 1 8 m do 
predio e a uma 
altura de 18 m 
em rel&gao ao 
terreno horizon- 
tal. entao a altura 
do predio 6: 

a) 18(71 + 1) m 

b) (107I + 9) m 

c) (2 + 73 ) m 



d) 58 m 

e) (73 + 28) m 


C.14 A figura mostra duas circunferencias de raios 12 cm e 
4 cm, tangentes entre si e tangentes a uma reta r. Deter- 
mine a medida a do anguio OAB. 



€.15 Determine a medida da proje^ao ortogonal do segmento 
AB sobre a reta r. 
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Capftulo 27 


O SISTEMA TRIGONOMETRICO 


1. O RADIANO, UNIDADE DE MEDIDA DE 
ARCO E ANGULO 

Ate aqui utilizamos apcnas o grau como unidade de 
medida de angulo, Neste capftulo vanios estudar utna ou- 
tra unidade: o radian o. 

Consideremos urn arco AB, 
contido mima circunferencia de 
raio r, tal que o comprimento do 
arco AB seja igual a r. 

Dizemos que a medida do arco 
AB e 1 radiano (1 rad). 




2. A MEDIDA DA CIRCUNFERENCIA EM 
RADIANOS 

Sabemos que uma circunferencia mede 360°. Qual 
sera sua medida em radianos? 

Pensemos... 



/ 


1. Um radiano (1 rad) e um arco cujo comprimen- 
to e igual ao do raio da circunferencia que o contem. 

2. Um angulo AOB 
mede 1 rad se, e so- 
mente se. determina 

' 

uuma circunferencia 
de centra O um arco 

1 

de 1 rad. 


/ 


1 rad 



\ 





O comprimento de uma circunferencia de raio r . numa 
certa unidade u, e 2 tc/\ Logo, sendo x a medida da circun- 
ferencia em radianos, temos, pel a regra de tres: 


rad u 

} r 

x - — 27tr 

Assim. temos: 


2tc/ 

x — - f rad 

x — 2jt rad 



EXERCICIO RESOLV1DO 


R.l Detenninar a medida do arco A MB. da figure, em radianos. 



Resolugdo 
Pda regra de tres; 


rad 

1 

A' 


cm 

5 

7 


7 


temos x = — rad = 1,4 rad. 


Logo, a medida do arco AMB e 1,4 rad. 


A medida de uma circunferencia e 2jc rad. 


Como K — 3,14, a conclusao anterior nos diz que o 
comprimento da circunferencia equivale a 2tc — 6,28 raios 
dessa circunferencia. 


3. TRANSFORMAQOES DE UNIDADES 

Dizemos que uma medida em radianos e equivalente a 
uma medida em gratis se sao medidas de um mesmo arco. 
por exemplo. 27t rad e equivalente a 360 3 pois ambas sao 
medidas de um arco de uma volta completa. Conseqiien- 
temenle, temos: 


it raci e equivalente a 180 


Essa equivalence nos permite transformar unidades. 
ou seja, dada a medida de um arco em graus, podemos 
obter a medida desse arco em radianos e vice-versa. 
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TRIGONOMETRIA 


UNIDADE 6 





EXERCICIOS RES0LV1D0S 


H.2 Determinar, em radianos. a medida equivalente a i20 c . 
ResolugUd 

Lembrando que rr rad equivalem a 180°, basta resol- 
vermos a resra de ires: 


rad 

Jt 

X 


g raus 
ISO 
120 


I SO jc = 120k 


x — 


x — 


180 
2k 


rad 


rad 


K 


R.3 Determinar, em graus, a medida equivalente a - - rad 


Resolucdo 

3 

rad 

K ■ 


graus 

180 


180 


K 


X — 


jt 

~6 


n 


graus 


A = 30° 


O comprimento de uma curva 

ho projeto de uma estrada, um engenheiro preve 
que uma curva tera o forma to de um areo de circun- 
ferencia de raio 500 m. Desde o ponto A, InTcio da 
curva, ate o ponto B , final da curva, a esixada muda 
5ua direcao em 50°. Observe como o proflssional 
calcula o comprimento que tera a curva: 



EXERCICI06 BASICOS 


B.l Determine, em radiauos. a medida do arco AMB. 



B.2 Deterniine. em graus, a medida do arco AMB . da figura 
abaixo. 



2 % cm 



Calculo da medida a do anguto central: 

150° + 90° + 90° + a = 560° => a = 50° 

Regra de tres usada no calculo do comprimento x 
da curva: 

360°- — 2 • k • 500 m 
30° — x 
x — 261,7 m 



B.3 


Determine, em radianos. 

a medida equivalente 

a) 240° 

f) 270° 

b) 315° 

g) 30° 

c) 210° 

h) 300° 

d) 45° 

i) 20° 

e) 90° 

j) 40° 


B.4 Expresse. em graus. a medida equivalente a: 


a) 

b) 


K 

T 

5k 

~6 


rad 

rad 


c) 

d) 


3k 

T 

7k 

T 


rad 

rad 




j) 1 rad 

k) 1,5 rad 

l ) 0,7 rad 
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Sugestao. Para os itens j, k e 1. substitua 7 i, na regra de 
ties, por um valor aproximado. Por exemplo, no item j: 


5. ARCOS TRIGONOMETRICOS 


rad graus 

3,14 180 

l x 


Exerctcios compfementares de C.1 a C.3 


4. CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA 

Ate aqui. definimoS seno, co-seno e tangente somente 
para angulos agudos. Vamos estender esses conceitos para 
angulos nao-agudos. Para isso e necessSria a construgao 
de um sistema chamado circunferencia trigonometrica. 

Consideremos uma circunferencia de raio unitario 
(r — 1 ), cujo centro coincide com a origem de um sistema 
cartesiano ortogonal. 



Essa estrutura, juntamente com as convew^oes a seguir, e 
chamada de circunferencia trigonometrica. 

Convencoes 

a 

I. O ponto A(1 . 0) e a origem de todos os arcos a serem 
medidos na circunferencia. 

IT. Se um arco for medido no sentido horario, entao 
a essa medida sera atribmdo o sinal negativo (— ). 

III. Se um arco for medido no sentido anti-horario, en- 
tao a essa medida sera atribuido o sinal positive ( + ). 

IV. Os eixos coordenados dividem o piano cartesiano 
cm quatro regioes chamadas quadrantes; esses quadrantes 
sao contados no sentido anti-horario, a partir do ponto A . 

Em resumo: 


A cada ponto M da circunferencia trigonometrica asso- 
ciamos medidas em graus ou radianos do arco AM. 


Exemplos 

a) Partindo do ponto A e girando uma volta completa no 
sentido anti-horario, associamos as seguintes medidas 
aos pontos A, B, A' e S': 



ou 




b) Partindo do ponto A e girando uma volta completa no 
sentido horario, associamos as seguintes medidas aos 
pontos A, B , A' e B': 




ou 
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f rad 
2 


-7i rad 


— rad 


B 1 


Origem 
dos areas 


NIDADE 6 


Arcos congruos 

Definicao 

Dois arcos trigonometricos AM e A/V sao congruos 
se, e somente se. as extremidades Me N coincident. 


Indicaremos que ae|3 sao medidas de arcos congruos 
por a = p (le-se “a 6 congruo a fl”). 

Exemplo 

Consideremos a circunfferSncia trigonometric a: 



Paitindo do ponto A e girando duas voitas completas 
no sentido anti-horario. associamos as seguintes medidas 
aos pontos A, B,A' e B’: 



on 



Convencao 

Para indicarmos a medida de um arco trigonometrico. 
em radianos, nao e necessario explicitar a unidade rad. 
No cxcmplo anterior, quando associamos ao ponto B os 


valores 


jt 


571 


deve-se entender — rad e 




rad. 
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EXERCICIOS RESOLVIDOS 


K.4 Detenninar a tried ida.v do arco da prinieira volta positiva 
(0° 'S x < 360°) que possui a mesina extremidade do 
arco de 1 . 1 1 0°. 

Res&lugao 

Bastaeliminarmos do arcode 1.1 10° iodas as suas voitas 
completas. Para tsso, dividimos 1.1 10° por 360°: 


R.5 


i.iio° 

30° 


360° 


3 


Assim, 1.110° = 3 ■ 360° + 30°. 

O arco de 1.1 10° possui tres voitas completas e mais 30°. 
Poitanto v = 30°. Dizemos que 30° e congruo a 1.1 1G Q . 



Detenninar a medida x do arco da primeira volta positiva 
(0 «£ .v < 2 it) que possui a mesina extremidade do arco 

, 15ti . 
de — - — rad. 

Resolucao 

Como no exercfcio anterior, vamos eliminar as voitas 


completas de 


15jt 

o 


rad, Para is so vamos transforinar 


esse arco numa soma de dois outros tal que um deles seja 


o lolal de voitas completas coniidas em 


I5e 


rad. 


e. 


I5tt 


12jc 3jt 


ires voitas 
completas 


Logo, x — 


1 5 7T 


371 331 , „ 

— -. Dizemos que — — e congruo a 



Analogamente, temos: 


6. SIMETRIAS 

E muito util sabermos relacionar medidas de arcos 
trigonometrieos com extremidades si metric as em relaeao a 
rnn dos eixos coordenados ou a origetn do sistema carte- 
siano, pois isso nos ajudara. mais adiante, a calcular os 
senos e os co-senos desses arcos. 

Consideremos. por exemplo, o ponto M da figura abaixo 
associado a medida 30°. 



Pelo ponto A/, tracemos tres retas: a perpendicular ao 
eixo das ordenadas, a que passa pda on gem do sistema e 
a perpendicular ao eixo das abscissas. Essas retas intercep- 
tam a circunferencia nos pontos N, P e Q, respectivamente. 



Os pontos N, P e Q sao chamados de simetricos (ou 
correspondentes) do ponto M. 

Determ inemos as medidas x (0° € x < 360°) assoc iadas 
aos pontos jV, P e Q. 



Os angulos NOE e MOF tern a mesma medida (pois os 
tri angulos NOE e MOF sao congruentes). Logo, o arco 
trigonometrico AN mede 180° — 30° = 150 Q . 




Resumindo: 



Generalizando o resultado anterior, temos: 


I. Sendo a tuna medida em gratis: 



TT. Sendo a uma medida em radianos: 





TRIGONOM ETRIA 



EXERCICIO RESOL VIDO 


R.6 O ponto M da figura esta associado a medida — rad. 

6 

Determinar as medidas x (0 =5 x < 2 k) associadas aos 
pontos TV, P e Q. 


D 




Logo, A' 


f 5ti 
[~6 


\ 


i 


Ik 

6 J 


e Q 


1 1 Tt ^ 
6 ) 



B.5 


EXERCICIOS BASICOS 

Determine a medida a - , do arco da primeira volta positiva 
(0° x < 360°), que possui a mesma exiremidade do 
arco de: 

a) 1.850° b) 1.320° c) 1.020® 


B.6 Obtenha a medida x, do arco da primeira volta positiva 
(0 =£ a < 2k), cjue possui a mesma extreniidade do 
arco de: 


1 Stc 

a) — - — rad 


,, 1371 . 

b) — r — rad 


2 


, 2)n 

c) — - — rad 


B.7 O ponto M ; da figura, esta associado a medida 2 ! Quais 
sao as medidas x (0° =£ x < 360°) assoc iadas aos pontos 
N,Pe Q2 



7C 

B.8 O ponto M , da figura. esta associado a medida — rad. 

Caicule as medidas a (0 =£ x < 2it) associadas aos pontos 
N, P e Q. 



B,9 Determine as medidas a (0° x < 360°) associadas aos 
vertices dos retangulos: 



B.tO Quais sao as medidas x (0 ^ x <1 2tu) associadas aos 
vertices dos retan gulos abaixo? 



Exercicids cOmplementares de C.4 a C.9 



EXERCICIOS COMPLEMENTARES 

C.l Duas rodas dentadas, com sessenta dentes a maior e 
vinte dentes a menor, estao engrenadas entre si. Quando 
a maior girar 32ft rad. quantas voitas dura a menor? 
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C.2 (Fuvest-SP) Quantos graus mede, aproximadamente, um 
arco de 0,105 rad? 

C.3 (UnB-DF) Quanto mede em radianos um arco de 2 C 15'? 
Sugesiao. Transforme 15' em grau. 

C,4 O poligono AMBNA'PB’Q, abaixo, 6 um oetdgono 
regular. Determine os valores x, — 2k =£ * 27t, associ- 

ados aos pontos A, M, B . N,A', P, B\ Q, 



> 


C.5 Se a e p sao duas medidas, em graus, assoc iadas a um 
mesmo ponto da circunferencia trigonometrica, entao 
podemos aflrmar que: 

a) a = p 

b) a = p + 360° 

c) a = p + 2 ■ 360° 

d) a = p - 2 . • 360° 

e) a = p + k * 360°, para algum k,kE.2, 


C.6 Se ct e p sao duas medidas. em radianos, associadas a um 
mesmo ponto da circunferencia trigonometrica, entao 
podemos afirmar que: 

a) a = P 

b) a = p + 2 jt 

c) a = p + 4 jt 

d) a = (3 — 2 tc 

e) cx ~ p A k * 275, para algum k, k E 7L 

C.7 Qua] e a niedida jt do arco da primeira volta positiva 
(0 ° jc < 360°) que possui a mesma extremidade do 

arco de —40”? 

C,8 Determine a medida.v do arco da primeira volta positiva 
(0° x < 360°) que possui a mesma extremidade do 
arco de — 1 . 1 10°. 


C.9 (UFCE) Dois arcos trigonometricos sao congruos se. e 
Somente se. lent a mesma extremidade. Qua! das medidas 
abaixo 6 de um arco congruo ao arco trigonometrico de 





Caoiwlo S8 

SENO E CO-SENO DE UM ARCO 

TRIGONOMETRICO 


1 . EXTENSOES DOS CONCEITOS DE 
SENO E CO-SENO 

Consideremos na circunferencia trigonometrica urn 
arco AM de medida a. 0° < a < 90°. 


Exemplo 

Como o raio da circunferencia trigonometrica e unitario 
(medida igual a 1), temos que as coordenadas dos pontos 
A, B , A' e B' sao: 



No triangulo retangulo OMP, temos: 

OP 

MP 

Note que as medidas OP e MP sao. respectivamente, a 
abscissa e a ordenada do ponto M. 

Veremos a seguir como ampliar os conceitos de seno 
e de co-seno de um arco (on angulo) para qualquer arco 
trigonometrico. 

Definicao 

3 


OP 

cos a = 

1 

MP 

sen a — — — 



Note que: 


COS 

0° = x A 

= I 

sen 

0° = 

}>A = 

0 

cos 

90° - j 

: B = 0 

sen 

90° = 


= 1 

cos 

180° = 

%■ = - 1 

sen 

180° 

= y A > 

- 0 

cos 

270° = 

X H . = 0 

sen 

270° 

~ I# 

= -1 

cos 

360° = 

X A 1 

sen 

360° 

= .Va 

= 0 


2. VARIAQAO DE SINAL DO SENO E DO 
CO-SENO 


Dado um arco trigonometrico AM de medida a, 
chamam-se co-seno e seno de a a abscissa e a orde- 
nada do ponto M, respectivamente: 



T. O seno de um arco e a ordenada da extremidade 
desse arco. Como os pontos de ordenadas positivas 
sao os do 1- e os do 2° quadrante e os pontos de 
ordeuadas'negativas sao os do 3 9 e os do 4- quadrante, 
temos o seguinte quadro de sinais para o seno: 
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II. O co-seno de um arco e a abscissa da extremidade 
desse arco. Como os pontos de abscissas positivas 
sao os do l 9 e os do 4 9 quadrante e os pontos de 
abscissas uegativas sao os do 2- e os do 3° quadrante, 
temos o seguinte quadro de sinais para o co-seno: 



3. REDUQAO AO 1- QUADRANTE 

O objelj vo desse estudo e relacionar o seno e o co-seno 
de um arco do 2~. do 3- on do 4 <; quadrante com o seno e 
o co-seno do arco correspondente no 1 - quadrante. Para 
exentplificar, utilizaremos a tabeh dos arcos notaveis: 



Observe que essa tabela apresenta senos e co-senos de 
alguns arcos do 1- quadrante. Vejamos como utiliza-la 
nos demais quadrantes. 

Reduqao do 2 q para o 1- quadrante 

M 

Jfr EXERCICIO RESOLVIDO 

R.l Calcular sen 150" e cos 150°. 

Resolucao 

A extremidade M do arco de 150 11 pertenee ao 2" qua- 
drante: 



Tracando per M a perpendicular ao eixo dos senos, obte- 
mos o ponto P, correspondente de M no 1 E quadrante, 
conforme fiaura abaixo. 



Os pontos M e P tem ordenadas iguais e abscissas opostas. 


Logo, temos sen 150° — sen 30° — 


I 


e 


cos 150° — —cos 30° = — 


JJ 


Reduce do 3- para o 1 - quadrante 



EXERCICIO RESOLVIDO 


R.2 Calcular sen 240° e cos 240". 

Resolucao 

A extremidade M do arco de 240° pertenee ao 3 s qua- 
drante: 



A 


Tracando por M a reta que passa peio centra da circuit fe- 
rencia. obtemos o ponto P, correspondente de M no i‘ J 
quadrante, conforme figura abaixo. 



Os pontos M e P tem ordenadas opostas e abscissas 
opostas. 

• JJ 

Temos, entao, sen 240 c — —sen 60° — e 


cos 240° — —cos 60° = — 


1 


i 
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TRICONOMETRIA 


Reducao do 4 s para o 1- quadrante 

JP EXERCICIO RESOLVIDO 

R.3 Caleular sen 330° e cos 330°. 

Resoliigao 

A extre alidade M do arco de 330° pertence ao 4 B qua- 
drante: 



Tracando por M a perpendicular ao eixo dos co-senos, 
obtemos o ponto P, conrespondente deM no I - quadrante, 
conforme f i aura abaixo. 



Senot 


(360° - 330° = 30' 


oo-sen o 
M (330°) 


) 


Os pontos /V/ e P tem ordenadas opostas e abscissas 
ieuais. 


Logo, temos sen 330° = —sen 30° 



e 


cos 330° = cos 30° = 



Conclusoes 


Os senos (ou co-senos) de dois arcos correspondentes 

f£m o mesnio modulo. 

Excmplos 


a) | sen 150° 


sen 30 






|sen 240° 

— sen 60° 1 

_ ^ 


JJ 


i 

2 


2 


jcos 330° 

— 

cos 30° 



Jf 

- - - 

JJ) 





7 

n£- r 


2 


cos 60° 




2 


1 


Assim sendo, conhecendo-se o seno (ou co-seno) de 
um arco do 1 - quadrante, o ca Iculo do seno (ou do co-seno) 
do arco correspondente num outro quadrante se resume, 
simples men te, ao estudo do sinal. 

iM 

Exemplo 

Para o calcuio do sen 2]Q°, basta obtennos o seno do 
correspondente de 210° no 1- quadrante, ou seja, sen 30°, 
e atribuirmos a ele o sinal do seno no 3" quadrante, isto e, 
o sinal negativo: 

sen 210° = —sen 30° 



’ EXERCICIOS BASICOS 


B,1 Observe a circunferencia trigonometrica e calcule: 


a) cos 0 e sen 0 


,, 37t 3 tc 

d) cos — esen — — 


u\ K 71 

b) cos — e sen — 

2 2 

c) cos 7i e sen 7t 


e) cos 2tz e sen 2 tc 



B.2 Calcule o valor da expressao: 


E - 


cos 0° sen 270° + sen 90° cos 180 
sen 2 90° 4- cos 2 180 a 


B.3 Obtenha o valor da expressao: 


„ sen 2x + cos 8x it 

Mm — , para x — — 

sen" 3x 2 


B.4 Com o auxflio da tabela dos arcos notaveis: 



■ j nea 

'‘fcS I 

' t 



1 

2 

Jl 

2 

JT 

2 

SHut g- j* i t w m 

Jf 1 

J 2 

1 

Wr'rV ■ 

2 

2 

2 

Calcule: 




a) sen 120 c 

e) sen 300° 

i) sen 225° 

b) cos 1 20 c 

f) cos 300° 

j) cos 225° 

c) sen 210 c 

g) sen 135° 

k) sen 315° 

d) cos 210' 

h) cos 135° 

1) cos 315° 


d; cos 240° 




Com o auxflio da tabela dos arcos notaveis, calcule: 


a) sen 

5 7C 

d) cos 

4tt 

6 

' 3 

b) cos 

5 k 


1 1 K 

6 

e) sen 

6 


4jt 

f) cos 

1 in 

c) sen 

3 

6 


B.6 Determine o valor da expressao: 


E = 


sen 330° + cos- 300° 


sen 200° + cos 70° + sen 2 240° 

JPi 

Sugestao. Angulos complemen tares. 


B.7 ( UFPA) O valor da expressao 


sen 


4k 

i 


cos 




( 


+ 


sen 


Ik 

"T 


\2 


e: 


a) 1 

b) 0 



B.8 Qbscrvando a figura. class ifi que como V (verdadeira) ou 
F (falsa) cada uma das afirmagoes: 

a) sen (180° — a) = sen a 

b) sen ( 1 80° — a) — — sen a 

c) sen ( 1 80° + a) — sen a 

d) sen (180° + a) = ^-sen a 

e) sen (360° — a) — sen a 

f) sen (360' — a) = —sen a 

g) cos (180° — a) = cos a 

h) cos (180° — a) = —cos ot 

i) cos (180° + a) = cos a 

j) cos (180° 4- a) = —cos a 

k) cos (360° — a) = cos a 

l) cos (360 a — a) — —cos a 



Mesmo que a extremidade do arco de medida ct nao 
esleja no piimeiro quadrante, as relacoes anteriores que 
sao verdadeiras eominuarao verdadeiras. Verifique! 

B.9 De acordo com suas conclusoes no exereieio anterior, 
simplifique a expressao: 

„ _ sen (ISC' 1 — a) — sen ( J80 Q + a) 

sen (360 Cl — a) 

com sen ct ^ 0 

B.10 Dots arcos de medidas opostas. ct e — a, tern extremi- 
dades simetricas em relagao ao eixo dos co-senos. Ob- 
servando a figura, classifique como V (verdadeira) ou F 
(falsa) cada uma das afirmagoes: 


a) cos (— ct) — cos ot c) sen(— ct) — sen a 

b) cos (—a) = —cos ct d) sen (—a) = —sen ct 



Nota 

Mesmo que a extremidade do arco de medida ct nao 
esleja no primeiro quadrante, as relagoes anteriores que 
sao verdadeiras continuarao verdadeiras. Verifique! 

B.ll De acordo com suas conclusoes no exereieio anterior, 
calcule: 

a) sen (-30°) c) sen(-210°) 

b) cos (—45°) d) cos(— 300°) 

Exercictos complementares de C.1 a C.5 

4. relaqAo fundamental da 

TRIGONOMETRIA 

Dado um arco trigonometrico de medida ot. tem-se: 

sen 2 a -t- cos 2 a = 1 

Vamos demonstrar apenas o caso em que a extremidade 
do arco de medida a e um ponto do primeiro quadrante, 
porem e import ante ressallar que a relag ao continua verda- 
deira mesmo que essa extremidade nao esteja no primeiro 
quadrante. 

Demonstragao 

Seja a a medida de um arco com extremidade no L- 
quadrante: 



Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo OMP, 
temos (PM) 2 + (OP) 2 = (OMf. Mas sabemos que 
PM — sen a, OP — cos a e OM — 1 (raio). 

Logo, temos sen 2 a + cos 2 a = 1 . 



/ 
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TRIGONOMETRIA 


UNIDADE 6 


Consequencias da rela^ao 
fundamental 

Da relacao fundamental sen 2 a + cos 2 a = 1 , obtemos 
as relacoes: 

sen 2 a = 1 — cos 2 a e cos 2 a — 1 — sen 2 a 



EXERCICIOS RESOLVIDOS 


3 71 

R.4 Sendo sen a = — e — < a < ft, calcular o valor do 


cos a. 


Resolugao 


sen 2 a -I- cos 2 a — 1 


3 \ 


5 J 




+ cos 2 a = 1 


cos 2 ot = 1 — 


25 


. cos- a = 


16 

25 


. cos a = ± 



EXERCICIOS SASICOS 


5 3 7i 

B,12 Sendo cos a = — e — — < a < 2ft. calcule o valor de 

13 2 

sen ct. 


B.13 Calcule o valor de cos a, sabendo que sen a — 

37t 

que ft < a < — . 


B.14 Quais sao os valores de sen x e cos x, sendo 


sen x — 


- 2 cos x e 


ft 


< X < ft? 


B.15 Obtenha m, m 6 IR de modo que: 


m nr + i 

sen x = — e cos x — — 

5 5 


B.lti Resoiva a equagao na variavel .v: 

.r 2 + 2x + sen 2 a — 0 


ft 


Como — < cl < ft, isto e, a e um arco do 2 a quadrante. 


temos que cos a = 


R.5 Sendo sen a = 2 cos a e ft < a < 
valores de sen a e cos a. 

Resolugao 


3ft 


, determinar os 


sen 2 ct + cos 2 a = 1 (I) 
sen a = 2 cos a III) 

(IT) em (I) => (2 cos a) 2 + cos 2 a = 1 
4 cos 2 a + cos 2 a = 1 5 cos 2 a = I 


. cos* a = 


1 


. . cos a = 


1 


. . cos a = x 


J 5 


Mas. como ft < a 


3ft 


. isto e. a e um arco do 


3- quadrante, temos que cos a — 


M 

5 


Fazendo cos a = — em (?i), temos que: 


sen a = — 


2j5 


= 0 . 


R.6 Resolver a equacao na variavel x: x 2 — 2x + cos 2 a 
Resolugao 

Na variavel x, a equacao e do 2 s gran. Logo, temos: 

A — (— 2) 2 — 4*1* cos 2 ct 

A = 4 — 4 cos 2 a A = 4 (1 — cos 2 a) 

Sabemos que 1 — cos 2 a = sen 2 a: entao A = 4 sen 2 a. 
Logo, temos: 


2 ± V4sen"ot 


. . -V = 


2 ± 2 sen a 


/. x = 1 ± sen ct 


Entao, S = { 1 + sen a, 1 — sen a } . 


B.17 Determine o valor do sen x, sabendo que 


ft 


3 sen 2 a — 4 sen .v + 1 = 0 e que 0 < x < — . Sugestao 

Faga a mudanga de variavel sen .v = y e resoiva a equa- 
gao do 2- grau 3 v 2 — 4y +1=0. 

B,18 Sabendo que 4 cos 2 x + 5 sen x — 5 = 0 e que 


ft 


< x < ft, calcule o valor de sen x. Sugestao. Subs- 


titua cos 2 x por 1 — sen 2 x. 

B.19 Calcule o valor da expressao 

E = sen 2 10° + sen 2 20° + sen 2 30° + sen 2 40° + 
+ sen 2 50° + sen 2 60° + sen 2 70° + sen 2 80° 

B.20 Obtenha o valor da expressao: 




sen 2 240° + cos 300° 
sen 2 10° + cos 2 350° 


Exerctcios complementares de C.6 a C.12 



EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


C.l Calcule o valor da expressao: 


E = 


sen 450 c - cos 540° 
sen 990^ 


C,2 Obtenha o valor da expressao: 


sen 


1 1ft 


sen 


9ft 


E- 


cos 48ft — cos 33ft 


C.3 


(U. Catol ica de Salvador-BA) E verdade que cos 5.240‘ 
e equivalente a: 

a) cos (—20°) d) —cos 20° 

b) cos 20° e) cos 180° 

c) —cos 160° 
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C.4 


(Fuvest-SP-modificado) 

verdadeira? 


Qua! das afinnacoes abaixo e 


a) sen 210° < cos 210° < 


b) cos 210° < sen 210° < 


71 

3 

73 




0 


,/3 


v - 


3 


< sen 210° < cos 210' 


d) 


71 


< cos 2 1 0° < sen 2 1 0° 


e) sen 2 1 0° < 


73 


< cos 2 1 0 


o 


71 


C.5 (Unama) Se x — — o valor da expressao 


sen .v 


cos x -r sen x 


+ 


sen x 


a) -73 


b) -i 


cos x — sen x 

73 


e: 


c - 


e) 73 


d) 


73 


C.6 (Cesgranrio) Se sen x — cos x = — , o valor de 


sen x ■ cos x e igual a: 


a) — 


3 


16 


c) 


d) 


8 

3_ 

4 


e) 


b) -t 

Sugestao. Eleve ao quadrado ambos os membros da 
icualdade. 

1 Tl 

C.7 (Unip-SP) Se sen x = — e 0 < x < — , entao o valor 


de cos 4 x 

9 
6 


a) 


b) 


sen x sera: 


c) 


5 


1 




e) 


C.8 


(PUC-RJ) Sabe-se que Oea medida era grans de uin dos 
anguios agudos de urn trianguio relangulo. 

k + 1 


Se sen O — 


2 


. cos 0 — k, e a hipotenusa do trian 


C.9 


eulo mede 20 cm. determine sna area. 

(U. E. Londrina-PR) Um arco trigonometrico com extre- 
midade no terceiro quadrante tem medida x e 
cos x = 3 sen x. O valor de sen x + cos x e: 


a) 


b) 


c) 


d) 


-27To 


-4, /To 

5 

-75 

10 

-7s 


e) 


5 

-275 

5 


C.10 As raizes da equafao do 2- grau x 2 + x + k 4- 1 = 0 sao 
sen a e cos a. Determine k. Sugestao. A soma e o pro- 
duto das raizes da equaijao do 2- gran ax 2 + bx + c = 0 

. b c 

sao, respeetivamente. S — — — e P = — . 

a a 


sen- x 


1 — cos x 


para cos x A I . e equiva- 


C. 1 1 A expressao E = 
lente a: 

a) E — I — cos x 

b) E — 1 + cos x 

c) E = 1 

d) E = I 4- sen x 
fe) E — 1 — sen x 


C.12 De o conjunta solu^ao da equacao do 2" gran em x 


x 2 + x cos a — 


sen- 1 a 

4 


- 0 


H 
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UNIDADE 6 



' Copiti o 29 1 

EQUA0ES TRIGONOMETRICAS EM SENO 

OU CO-SENO 


1. METODO GRAFICO PARA A 
RESOLIKpAO DE UMA EQUAQAO 
TRIGONOMETRICA I MED I AT A 


Uma equayao do tipo sen x = k (cos x = k), em que k 
6 uma constante real, e ehamada de equayao trigonome- 
trica imediata. Resolve-la em urn conjunto universe U 
significa obter o conjunto S formado por todos os valores 
pertencentes a U que, atribuidos a variavel x, tornam 
verdadeira a sentenya sen x = k (cos x = k). Existem 
varies metodos para a resol uyao de uma equayao imediata. 
Optamos pelo metodo grafico, cujos requisites sao: 

I. Tabela dos arcos not&veis 



■v7TumB J “PI 

afiJI 

: v * » ■ :■> 

. Ll tv- , \ i - 

i Y , r • -jaj -apCr (i t * | 

tr } x - 

V i . I* ■* , d fi | 

njrl 

f A ki ^ t 

■ * p *•" f *' » • d — -rH ri ri ' 

■ 1 h tjjrifti ^ 4 .J* M .JID || 

• i i 1 m Ii ii 

I ft 


1 

Ji 

73 

r jrfWjprj 

2 

2 

2 

M tr jVCi 

7T 

Jl 

I 

o m 

i 2 

2 

2 






il. Simetrias 




III. Coordenadas dos pontos A, B, A' e B' 


A 



{-1, 0) A' 


S'(0, -1) 


A 


n.oy 


>- 


Jr EXERCICIOS RES0LVID06 

R,1 ResoJver a equayao sen x = — . para 0 =£ ,v < 27t. 
Resolucao 

Devemos determiner os pontos da circunferencia irigo- 
nometriea que tem ordenada igual a 7-. conforme figura 
abaixo. 



Assim, os valores de x da primeira volta positiva para os 

1 - 

quais sen x — ~ sao: 


k n 

X — — ou x — 71 — — 
6 6 


571 

6 


Logo, S = 



5tt 

T 
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R.2 Resolver a equagao cos .v — 


para 0 x < 2k. 


Resolugao 

Devemos detenninar os pontos da circunferencia ti-igo- 


nometrica que tem abscissa igual a 


1 



Observe que os pontos que possuem o co-seno igual a 

— -1- pertencem ao 2 s e 3 H quadrante e, portanto, nao 

estao na tabela dos arcos nouiveis, 

Para podermos utilizar a tabela. vamos buscar no 1- qua- 
drante urn arco auxiliar. isto e. o arco (da tabela) cujo 

1 


co-seno e i iiual a 


? 



Hnalmente. pel as siinetrias. transportamos o arco auxi- 
liar para o 2 a e o 3- quadrante. 



X = K~ 


Logo, S = 


K 

7 


Ujt 

3 


OU X = K + 


JL 

7 


4jl 


2tc 4tt 


R.3 Resolver a equagao sen x = I para 0 ~= _v < 2it. 
Resolucao 

Jr 

Devemos determinar os pontos da circunfereiieia trigo- 
nometrica que possuem ordenada igual a I. conforme 
figura abaixo. O tinico ponto da circunferencia que tem 
ordenada 1 e o ponto B. 



Portanto, a = 


it 


. Logo, S — - 


7t 


As fases da Lua 

As fases da Lua resultam de sua posiqao em relagao aos 
rafos solares. 5endo o 5ol (5) r a Lua (L) e a Terra ( I ) os 
vertices de um triangulo cujas medidas dos lados e dos 
angulos estao indicadas na figura abaixo, o seno e o co-seno 
nos permltem calcular a medida do angulo i, chamado de 
angulo de fase, atraves das equacoes; 


d sen / = ci { sen D 
d cos i ~ t/ : — d ] cos D 
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TRIGONOMETRIA 



UNIDADE 6 


R.4 


Resolver a equagao cos x = 0, para 0 =£ x < 2 k. 
Resolugao 

Devemos detemiinar os pontos da circunferencia que 
tern abscissa igual a zero, conforme I'igura abaixo. Os 
pontos de abscissa zero sao B e B' . 



L 020 . 5 


“ 1 * 

71 

A 

— — i 

j 71 

3k | 

( 2 ' 

~\ 


on x = 


3jt 


% 



itr EXERCICIOS BASICOS 


B.I Resol va as equagoes para 0 x < 2ti. 

Jb 


a) sen x ~ 


9 


g) cos X — — I 


b) cos x 



h ) sen x — 0 


c ) cos x — I 


i) cos x — 


M 


d } COS X 


J 2 


i 


e) sen x — 


J2 


j ) sen x = 3 


kj cos x = 


f ) sen .v = — 1 


B.2 


Determine o conjunto sohigaa de cada uma das equa 
goes, para 0° =£ x < 360°. 

1 


a) sen x 


f) cos x = 


V3 


b .1 cos x = — 


9 


ej sen x = — 


Jl 


2 


c ) sen x = i 

d) cos x — 0 

e) sen x — 0 


h) cos x = 

i) cos x = 

j) sen x — 


42 


B3 Qual 6 o conjunto solugao da equacao cos x = 


. no 


7C 

JT > 

~2* 



intervalo 


B.4 Considerando o universe U = [0, 4k J, resol va a equagao 
cos x = — 1 . 

R,5 De o conjunto dos valores de x, 0 ^ x < k. que satisfa- 
cam a igualdade sen x = - 1 . 

Exercicios complementares de C.1 a C.5 


2. EQUACOES NA FORMA FATORADA 

A propriedade do produto nulo gaiante que o produto 
de mimeros reals e igual a zero se, e somente se, pelo 
menos um dos fa tores e igual a zero. Hssa propriedade e 
muito util na resolucao de equacoes na forma fat o rad a, 
como veremos a sesuir. 



EXERCICIO RESOLV1DO 

Resolver a equagao: 

2 cos x sen x - sen x - 0. para 0 «£ x < 2 k 
Resolugao 

Fatorando o primeiro niembro da igualdade pelo caso do 
fator comum, temos que sen x (2 cos x — 1) = 0. 

Pei a propriedade do produto nulo. temos sen x = 0 ou 
2 cos x — 1 — 0. 

Isto e: 

* sen x = 0 



ou cos x 


X 

9 





x — 


3 


ou x — 


3 


Logo, 5= 0, k. 


K 

T’ 


OK 

3 



EXERCiCIOS &AS\COS 


B.6 Resol va a equagao (2 sen x - l)(2 cos x 4- 4 $ ) = 0, 
para 0 =£ x < 2k. 


B.7 Obtenha o conjunto dos valores de x. 0 x < 2 k. tais 
que sen x cos x = 0. 

B.8 Qual e o conjunto solugao da equacao: 

2 sen x cos x — cos x — 0, para 0 *£ x < 2k? 
Sugestao. Futore o primeiro membro da igualdade. 


172 


B.9 Resol va a equag5o: 


• ou sen x = — 1 


sen 2 x cos x — cos x = 0. para 0 € x < 2 k 

B.10 De o conjunto solugao da equacao 

2 sen .v cos x — 2 cos x — sen x + 1 — 0, no universo 
U = [0. 2n[. Sugestao. Fatore o primeiro membro por 
agrupamento. 

Exercicios complements res de C.6 a C.9 


3. RESOLUCAO DE EQUACOES 
TRIGONOMETRICAS ATRAVES DE 
EQUAQOES POUNOMIAIS 

Equagao polinomial e toda equacao que pode ser repre- 
sentada por uni poiinomio igualado a 2 ero. 

Excmplos 

a) 5 f 2 — 4/ — 1 =0 (equacao do 2- grau) 

b) 6 f 3 — 2t 2 — 4/ = 0 (equacao do 3 e grau) 

Certas equacoes trigonometricas podem ser resol vidas 
com o auxflio de uma equacao polinomial, bastando para 
isso uma mudanga de variavel. Observe os exercicios 
resolvidos. 



EXERCICIOS RE50m006 


R.6 Resolver a equagao: 


2 sen 2 x + sen x — l = 0, para 0 x < 2 it 
Resolugao 

Fazendo sen jr = t, temos a equagao do 2 2 grau: 

2f 2 + / - 1=0 A = l 2 - 4 • 2(— 1) A = 9 

1 , . 

=> t = — ou / = — 1 



Como sen x ~ t, temos sen x — — ou sen x = — 1 . 

Resol ven do essas equagoes imediatas. na primeira volta 
positiva, temos: 

■ . 1 

• sen x = — 





ou jc = 


5n 

— 



. 



■ . X = 


371 


. 0 I 71 5 71 3 71 

Logo. S = i — . — . -j- 


R.7 Resolver a equagao: 

2 cos 2 X + sen x — 1—0, para 0 =£ ,v < 27t 

Resolugao 

Quando uma equacao apresenta seno e co-seno, um 
recurso muito util e usar uma das identidades: 

sen 2 x = 1 — cos 2 x ou cos 2 x = 1 — sen 2 x 

para transformar a equagao nouiraequivalente, que ap re- 
sente somente seno ou somente co-seno. 

Na equagao proposta pelo exercfcio vamos substituir 

cos 2 x por 1 — sen 2 x. 

Temos, entao: 

2 { 1 — sen 2 a) + sen x — 1 = 0 
.'.2—2 sen 2 x + sen x — 1 = 0 
—2 sen 2 x + sen x + 1 =0 


Fazendo sen x — r, temos: 


-2 1 2 4 t + 1 = 0 t = 


- 1 ± J9 
— 4 


1 i 

t — — — ou f = 1 




Assim, sen x = - \ ou sen x = 1 . 

Resol vendo essas equacoes imediatas, na primeira v 
positiva, temos: 

1 

* sen x = — — 



• ou sen -v - 1 




f EXERCICIOS BASICOS 


B.I1 Resol va a equagao: 

2 sen 2 x ~ sen x — I = 0. para 0 x < 2ti 

B.12 (FateoSP) O conjunto solucao da equagao 

2c os 2 x + cos x —1=0, no universo U — [0, 2tc], e: 

571 


a) 


b) 


c) 


d) 


e) 


n „ : 

1 3 ’ 


! 7t 

1 6 ' 

71, - 

1 

7U 

l 3 ’ 

6 * 

1 it 

7U 

l 6 1 

3 ’ 

| 71 

2 71 

1 3 * 

3 


3 

5 IT 


27T 

3 


5 71 


IT. 


4tt 5jt 




■T 

J) 


, 2tt 


B. 13 Obtenha os valores de x. 0 x < 2 k, que satisfagam a 
igualdade 2 cos 2 a + 3 sen a - — 3 = 0. 

B.14 Resolva a equagao 2 sen 2 a* — 3 cos x — 0, no universo 
U - [0. 2ttL- 

B.15 Qual e o conjunto solucao da equajgao 

sen 3 x H- cos 2 x — 1 = 0, para 0 =£ x < 2jt? 

B.16 Considerando o universo U — [0, 2tc[ . resolva a equagao 

cos 2 x — sen 2 x— 1 . 


Exercicios complementares de C.10 a C.16 






Ji EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


C.I i UFAC) O menor valor positive de a que satisiaz a equa- 
gao 2 sen x~ l — 0 e: 

, IT JT . 

a) — c) — e) n 

6 3 




C.3 

C.4 


C.5 


€.6 


C.7 

C.8 

C.9 


C.10 


C.11 


(Ceeteps-SP) A soma das raizes da equagao 
9 

cos 4 x = — — ■ para jt < a < 2k 6: 

K> 


a) IT 


c) 3 tc 



3k 

0 


b) 2 tt 



Resolva a equagao sen 2 x — — , para 0 =£ a < 2tt. 


Determine a soma das raizes da equagao sen 2 x = — , 

y 

para 0 ^ x < 2k. Sugestao. Indique por a a raiz perten- 
cente ao I - quadrante. 


Resolva a equacao sen x — cos a', para 0 « x < 2n. 
Sugestao. Procure na circunferencia trigonometrica os 
pontos que tern abscissa e ordenada iguais. 

Resolva a equagao: 

2 sen x cos x = cos a\ para 0 ^ x <2% 

Cuidudo! Nao divida os dois membros por cos x, pois, 
se o fizer. voce perdera a possibilidade de o cos x ser 
igual a zero, e, portanto. perdera raiz da equagao. Obte- 
nha uma equagao equivalente coin um dos membros 
isual a zero. 

Determine o conjunto solugao da equagao: 

cos A' (2 sen a + 3) = 2 cos x, para 0 x < 2jt 


(Faap-SP) Resolva a equagao: 

sen 1 x cos x + sen x cos’ x — 0, para 0 =£ x < 2k 

De o conjunto dos valores de a. 0 *£ x < 2k, que satisfa- 

1 , sen x 


cam a ienaldade sen v + 


— 1 + 


COS X COS A' 

Cuidndo! Imponha a condicao de existencia cos a A 0. 


(Faap-SP) Determine x com 0 *£ x < 2 k, 

tal que 4 sen 4 a — 11 sen 2 a + 6 — 0. Sugestao. Faga 
sen 2 x — y. 

Determine, para 0 ^ v ^ 2 jt. o conjunto solugao da equa- 
gao 3 .sen 2 x + 2 = 3— cos 4 x. 


C.12 Obtenha o conjunto dos valores de a - , 0 =s a < 2tt, que 
satisfagam a igualdade 8 sen 6 a — 7 sen 3 a — 1 — 0. 
Sugestao. Faga sen 3 x — y. 


C.13 Resolva a equagao 2 cos 3 x ~ 6 cos 2 x — cos a + 3 = 0, 
no universo U — [0. 2jt[. Sugestao. Fatore o primeiro 
membro por agrupamento. 

C.14 (Fuvest-SP) O nuniero de raizes da equagao 
sen 4 a + cos 4 x ~ 1 , para 0^.t< 27T, e: 

a) 1 c) 3 e) infinito 

b) 2 d) 4 


Sugestao. sen 4 a = (sen 2 a) 2 = (l — cos 2 a) 2 . 


C.15 Resolva a equacao 2 sen 2 a + 
0 *§t a < 271. Sugestao. sen 2 X = 


sen x 
sen a 


— 1=0, para 


C.16 (UFCiO ) Determine todo x no intervalo [0. 27t[ que satis- 


faga a equacao 


16 


COS.- X 



4 cos 1 





INEQUAQOES TRIGONOMETRICAS EM 

SENO OU CO-SENO 

•••••••••••••••••••A 


1 . METODO GRAFICO PARA A 
RESOLUQAO DE INEQUACOES 
!M EDI AT AS EM SENO OU CO-SENO 

Inequagoes do tipo sen x > k ou cos x > k (ou com as 
relaqoes 5 a <„ ou t), sen do k uma constante real, sao 
chamadas de inequagoes imediatas. Para resolve- las 

uSareraos o metodo grafico, como mostram os exercicios 

■ 

resolvidos a seguir. 



EXERCICIOS RESOLVIDOS 


R.l 


Resolver a inequaqap sen .v 5= 



para 0 =£ x < 2k. 


abscissa menor que — , sao todos entre — - e 




Logo. S — 


x tE IR 



< x < 



Resolugao 

Devemos determinar os pontos da ciicunferencia trigono- 
metrica que tern ordenada maior ou igual a — : 



Os pantos que possuem ordenada 





os que tem ordenada maior do que 

71 5tc 

— — e — — . 



sao todos entre 


Logo, S = \x £ !R 



R.2 Resolver a inequagao cos x < *— para 0 =€ x < 2xc. 

Resolugao 

Os pontos que tem o co-seno menor que isto e, 


R.3 


Resolver a inequa^ao sen x < 



Sa x < 2 k. 


Resolugao 

Devemos determinar os pontos da circunlereneia trigo- 


nometrica que tem ordenada menor que 




A maior diticuldade dessa resolugao e a tnaneira de se 
dar a resposta. Para entender o porque da forma da 
resposta, vamos "esticar" (retificar) a circimferencia: 

# Q Q O 

0 JL 2k 2k 

3 3 


Dessa maneira, pereebemos que o conjunto soluqao e a 
reuniao de dois intervalos, ou seja: 



Logo, S — x £ !R ] 0 


, 71 2tt 
X < — ou — — 


< x < 2 k\. 



' 


TRICONOMETRIA 



A reflexao total, da luz 

As inequagoes trlgonometrlcas estao presente 5 
no estudo da refragao, reflexao e absorgig da luz. Por 
exemplo, quandp um raio de luz monocromatica se 
prepaga num mefo 5 de Tndlee de refragao 2 e atlnge 
a superficie que separa esse meio do ar, para que 
haja reflexao total da luz, a medida G do angulo de 

Inddencia deve satisfazer a inequagao sen 0 > 



M EXERCfCIO BAsiCO 


B.l Resol va as seguintes inequagoes. para 0 *£ x < 2k: 

J 2 


a) sen x > 


h i cos A' > 0 


b) sen x *£ — 


1 


i ) sen _y s= 1 


c) sen x > 0 

d) sen x ^ -~ 


e) cos x 


Jl 


f) COS X > 



g) COS A' 0 


j ) COS X < i 

k) cos x > 1 

l) sen x # 1 

m) cos a 4 - — 

2 


Exercicio complementar C.1 

2. SISTER A DE INEQUAQOES 
TRIGONOMETRICAS EM UMA 
INCOGNITA 


Um sistema de inequagoes trigonometrioas em uma 
incognita e urn conjunto de inequagoes simultaneas. 


Exemplo 


sen x > 


< 


cos x ^ 



Resolver um sistema de inequagoes significa encon- 
trar o conjunto dos valores da incognita que satisfagam 
todas as inequagoes do sistema. simultaneamente. 


jfr EXERCICIO RE50LVID0 H 

R.4 Resolver para 0 ^ x < 2n, o sistema de inequagoes: 


sen a > — 

Y — 

HH ji 

cos x 

L 

Resolucdo 

Resolvendo cada uma das inequagoes do sistema. temos: 
I. sen x > — 



n. cos x =£ 




O conjunto solucao do sistema e a intefseccao das solu- 
goes de (I.) e (II). Retificando as cireunfer&ncias, temos: 


ID* & 

o _rc 

6 

(HI* 

0 

(i n id • 

o 


P 

i 4 

l_7C 

4 


5k 


i 6 


T 

t 

i 

& 

f 


Srt 

6 


7x 

4 


-o 

2k 


-o 

2k 


-o 

2k 


Lo^cx S — \x £E IR 


31 


x < 


5tc 





EXERCICIOS &ASICOS 


B.2 (Mackenzie-SP) Resolvendo o sistema < 

para 0 $ x < 2%. obtem-se: 
a) 


sen x 


cos ,v < 


0 


1 


b) 


c) 


IT 

T 

< J 

^ 5rt 
r< 3 

,, 71 
d) 4 

< x *£ % 

K 

6 

< ; 

r 7t 

, K 

e) 3 

< A *£ Tl 

7T 

4 

77t 

< X < 

4 




sen x > 


B.3 Resolva. para 0 =£ x < 2 it, o sistema < 


cos x 


J2_ 

2 

2 


B.4 Determine, para 0 =£ x < 2 n. o eonjumo soluyao do 

f sen x > 0 


sistema 


cos .v =£ 0 


B.5 Resolva, para 0 ^ x < 2jt. o sistema < 


sen x > - 


cos x < 


B.6 (Cefet-PR) No universe U — [0, 27t[, o conjunto soluyao 


, 1 J3 , 

d e ss sen x < — ^ — e: 


a) x G IR 


b) x G IR 


7C 

~6 

7t 

6" 


.v < 


it 


^ JT 2lt 

a - < e — — 


s=x < 


5tt 

6 


c) 


x 


d) ix 


c E IR 

n 


7t 

2jt 

,571 

=£x< 

ou — — 

X < — 

6 

3 

3 

6 J 

e ir 

■ K 

^ X < 

jt 

2% 

e — 

_ 3jc \ 



5 

3 

e ir 

n 


K 

2n 

, ^ 5rc | 

■£ x < 

CHI 

< X *£ —z~ 

6 


3 

3 

6 


1 J 3 

Sugestao. A dupla desigualdade — ^ sen x < — - — e 


equivalentc ao sistema 


sen x 


1 


sen x < 




Exerdcios compiementares de C.2 a C.5 


3. RESOLUCAO DE INEQUACOES 
TRIGONOMETRICAS ATRAVES DE 
INEQUACOES POLINOMIAIS 

Chaina-se inequayao polinomial na incognita x Loda 
inequayao cjue pode ser colocada em unia das formas 
P{x) > 0. P(x) ^ 0. P(x) < 0, P(x) ^ 0. Pi y) 0. em. que 
P{x) e um polinomio. 

Exemplos 

a) x 2 — 5x + 6 > 0 (inequacao do 2° grau) 

b) x 3 — 4x z + 3x ^ 0 (inequayao do 3 e grau) 

Certas inequayoes trigonometricas podem ser resolvidas 
atraves de inequayoes polinomiais auxiliares. bastando 
para isso uma mudanya de variavel. Resol veremos algumas, 
como modelos. 



EXERCICIOS RESOLVIDOS 


R.5 Resolver a inequacao 2 cos 2 x — cos x < 0, para 
0 ^ x < 2 jl 


Resolucao 

Jc 

Fazendo a mudanya de variavel cos x = t, temos: 

2f 2 - t < 0 

A funyao fit ) — 2 F — t teni q grafico: 


-b- 


0 


f — 1 

' n 


/ 


J- 

V 1 


/ 


\S 


Observe que/(f) < 0 para 0 < r < 


1 


Logo, 0 < cos x < 


o • 


it 

2 2L 



Assim, o conjunto soluyao e: 

„ , ^ ,r, i K ^ ^ K 3k _ 5k 

S = (x G IR | — < x < — ou < x ^ — f- 



EXERCICIOS BASICOS 

B.7 Resolva a inequacao: 

2 sen 2 x — sen x < 0. para 0 *£ x < 2 tt 


et. 

I- 


B.8 Obtenha, para 0 x < 2ji, o conjunto soluyao da ine- 
quayao 2 sen 2 x — Jl sen x ? 0, 


B,9 (U. F. Juiz de Fora-MG) Resolva a inequayao: 

2 sen 2 x — 3 sen x 4- 1 > 0, para 0 =£ x < 2 ti 

B. 10 Determine o conjunLo dos valores de x, 2 jt. de 

modo que 2 cos 2 x — 2 sen 2 x — 1 < 0. 

B.ll Resolva, para 0 =*x< 2 jt, a inequayao; 

2 sen 2 x + 5 cos x — 4 > 0 

Exerdcios compiementares de C.6 a C.8 
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C.l 


EXERCICIOS COMFLEMENTAPES 

(FGV-SP) Para que valores reais de a tem-se que 
a:- + 2x + 2 sen a > 0 para qualquer niimero real x? 

K 

a) Qualquer a, a > — 


b) Qualquer a, a > 


K 

T 


c) Qualquer a, ™ < a < K 


4 


3 


d) Qualquer a, < a < — 

3 3 

e) Qualquer a, < a < 


C.2 (F. Taubate-SP) Se jcos x < — e 0 < x < %, entao: 


a J — < x < — 


I . . 5tt 

d) — < x < 


b) 0 < x < 


O 0 < x < 


K_ 

1 

71 


6 


V 71 . 2ft 

e) "T < -v < 

J J 


C.3 Resolva a inequaeao sen x cos x > 0, para 0 =£ x < 2 k. 

_ \a > 0 [ a < 0 

Sugestao. ah > 0 <=> ou 

\h >0 Ur < 0 

C.4 Determine o conjunto solugao da inequagao: 

sen x cos x =£ 0. para 0 x < 2k 


C.5 Obtenha o conjunto dos valores de v. 1 « 
satisfagam a desiguaidade: 


C.7 


p J h 


f 


sen x - 


1 


\ 




{ 


cos X 


fn 

- 


V 


<0 


Sugestao. ctb < 0 $=> I ou 

[b <0 


a < 0 
,b> 0 

C.6 (FGV-SP) A solugao da inequagao J2 cos 2 x > cos x no 
intervalo [0, 7t] e: 

V fV - . K Jl 

a) 0 4i< — ou — < x *£ ft 

4 2 


K 


2k 


b) 0 < x ^ — ou 

-J J 


X < 7t 


v A . .> 7t 2 % ^ ^ 

c) 0 < X < — OU < X < 7t 


3 


m ft 2k 

d) < x < 


3 


e) n.d.a. 

(F. F. C. L. Santa Ceci'lia-SP) Se x 
sen x > sen 2 x, entao: 

a) 0° < x < 90° 

b) 0° <x< 180° 

c) 90° < x < 270 9 

d) 120° < x < 240° 

e) 0° < x < 1 80° e x i- 90° 


]0°, 360° f e 


C.8 Resolva. para 0 x < 2tc. o sistema < 


2 sen 2 x — 1 < 0 
I 

COS X 


CapiiBlo 31 

TANGENTE DE UM ARCO TRIGONOMETRICO 


1 . EXTENSAO DO CONCEITO DE 
TANGENTE 

Para compreendermos a definite que vira a seguir, 
consideremos na circunferencia trigonometric a urn arco 
AM de medida 30°: 



A medida do §ngulo A 0M tambem e 30°. 

Seja t a reta perpendicular ao eixo das abscissas pelo 
ponto A : 



O prolongamento do raio OM intercepta a reta t no 
ponto T. No triangulo .407, temos que; 



Como 04 = 1 , pois 04 6 0 raio da circunferencia tri- 
gonometrica, obtemos: 



Para estendermos o c once i to de tangente de uni 
arco trigonometrico, consideremos como eixo das tan- 
gentes o eixo real t, perpendicular ao eixo das abscis- 
sas, com origem 4 e a mesma orienta^ao do eixo das 

ordenadas. 



Defini^ao 

Dado um arco trigonometrico AM, M # B e 
M ^ B' , de medida a, chama-se tangente de a 
(tg a) a ordenada do ponto T obtido pela intersec - 
^ao do prolongamento do raio OM com o eixo das 
tangentes. 




Observe que o ponto M nao pode coincidir com B 
nem com B', pois os prolongatnenlos dos raios OB e OB 
nao interceptani o eixo das tangentes. Por isso dizemos 
que nao existe tangente de um arco corn extremidade em 
B ou B' . 



Assim, a tg 30° e a medida do segmento AT. 


TRIGONOMETRIA 


UNIDADE 6 


Em res u mo, a varia§ao de sinaJ da tan genie e dada por: 


Variacao de sinat da tangente 

I. Se um arco AM tiver extremidade no 1- ou no 3- 
quadrante, entao o prolongamento do raio OM intercept 
tara o eixo das tangentes em um ponto de ordenada posi- 
tiva: 



H. Se um arco AM tiver extremidade no 2 9 ou no 4 y 
quadrante, entao o prolongamento do raio OM intercep- 
tara o eixo das tangentes em um ponto de ordenada nega- 
tiva: 



Por (I) e (11) dizemos que a tangente e positiva para ar- 
cos do 1 9 e do 3 9 quadrante e negati va para arcos do 2- e 
do 4 Q quadrante. 



3 EXERCICIOS RESOLVIDOS 

R.l Catcular os vaJores de: 

a) tg 7t b ) tg 0 

Resolugao 

a) A extremidade do arco de medida it rad e o ponto A'. 
Prolongando o raio OA\ interceptamos o eixo das tan- 
gentes no ponto A, cuja ordenada e zero. Logo, tg ti = 0. 



b) A extremidade do arco de medida 0 rad e o ponto A. 
Prolongando o raio OA , interceptamos o eixo das Tan- 
gentes no ponto A. cuja ordenada e zero. Logo. 

tg 0 = 0. 



R.2 Determinar o sinal do produto: 

P - tg 13° ta 190° ta 352° 

Mhb 

Resolucao 

Os arcos de medidas ! 3°, 1 90' e 352° tern extremidades 
no i no 3- e no 4 ,J quadrante, respectivamente. 

Logo, tg 13° > 0; tg 1 90° > 0; tg 352° < 0. 

Assim. temos que P < 0. 




Teorema 


Se cos a# 0, entao tg a = 


sen a 
cos a 


Denionstra^ao 

Faremos a demonstracao apenas no 1- quadrante 



A OTA ~ A OMP 


AT 

~OA 


PM 

OP 


Mas leinos que: 


Lose, 


ts a 

i_ 

1 


AT ~ 
OA 
PM 
OP 

sen a 
cos a 


ts a 
1 

sen a 
cos a 


(c.q.d.) 


r EXERCICI 0 RESOLVIDO 


R.3 Sabendo que tg a = 2 e que ji < a < 
os vaiores de sen a e cos a. 


3 Tt 


determinar 


Resolngao 


tg a = 2 

sen 2 a + cos 2 a = 1 


sen a 




. < 


COS 01 

sen 2 a + cos 2 a 


= i 


sen a = 2 cos a (I) 
sen 2 a 4- cos 2 a = ] (II) 


Substituindo (I) em (II), temos: 

(2 cos a) 2 + cos 2 a — 1 .'.4 cos 2 a + cos 2 a — 1 

. , , . . 2 1 . JJ 

. . 5 cos- a = I . . cos- a — - . . cos a = ± 


D 


5 


Como a pertence ao 3- quadrante. temos 

JT 


2. REDUQAO AO I s QUADRANTE 

Vamos estudar as relacoes existentes entre tangenles 
de arcos do 2-, do 3- ou do 4- quadrante com os arcos cor- 
respondentes no l 2 quadrante. 

Para exemplificar. usaremos a tabela de arcos notaveis: 



/T 

v J 


J3 


I 


- 


EXERCICIO RESOLVIDO 


R.4 Com o auxflio da tabela dos arcos notaveis. calcular: 
a) tg 120° b) tg 210° c) tg 300° 

Resolugao 

a) O correspondente, no I" quadrante, da extremidade 
M do arco de 120° e o ponto P . extremidade do arco 
de 60°. 



Como os trijuigulos OTA e OT'A sao congruentes. se- 
gue-se que os pontos T e T' tem ordenadas opostas. 

Logo, conclufmos que tg 120° = — tg 60° — — */3 • 

b) O correspondents, no l 2 quadrante. da extremidade 
M do arco de 2 1 0 C e o ponto P, extremidade do arco 
de 30°. 


COS tt = 



tg 210° = tg 30 


Fazendo cos a = — 


sen a = — 


iJJ 

5 



em (I), temos 


Observe que a ordenada do ponto T e simultaneamen- 
te a tg 210° e a tg 30°, isto e: 

J3 


ta 210° = tg 30° = „ 

■«- w Tj 
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c) O correspondente, no I" quadrante, da extremidade 
M do arco de 300° e o ponlo P, extremidade do arco 
de 60°. 



Como os triangulqs OTA e OT A sao congruentes, se- 
gue-se que os pontos T e V tem ordenadas opostas. 

Logo, conclumios que tg 300° — — tg 60° — — -/3 . 

Reducao ao 1 - quadrante 
(generaiiza 9 ao) 

Dado um arco de medida a, com extremidade no I s 
quadrante, temos: 




> tg a = tg (ISO 5 + jst) 





Se a for uma medida em radianos, essas relates de- 
vem ser expressas como: 

tg (7t - a| = -tg a 

tg (n + a) = tg a 
tg (2k — a) — — tg a 

Nota 

Exislindo a tangente de a, mesmo que a extremidade 
do arco a nao seja ponto do 1 2 quadrante, as tres relaqoes 
anteriores continuam verdadeiras. Verifique! 



EXERCICIO RE50LVIP0 


R.5 Simplificar a expressao. com tg ex # 0: 




tg (180° — a) — tg (180° + a) 


tg (360° — a) 

Reaolugdo 

Sabemos que tg (180° — oi) = — tg a, 
tg (180° + a) = tg a e tg (360° — a) = — tg a 


Assim, £ = “ - * « 


tg a 


E= 


tg <v 


E = 2. 


3. ARCOS DE MEDIDAS OPOSTAS (a E -a) 

Dois arcos de medidas opostas (a e —a) tem extremi- 
dades simetricas em relaqao ao eixo dos co-senos. 
Observe: 
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Note que os prolongamentos dos raios que passam pelas 
extremidades dos arcos a e —a interceptam o eixo das 
tangentes em pontos de ordenadas opostas, conforme fi- 
2 ura abaixo. 



Assim, ta ( — a) - — tg a. 


% 


I 1 EXERCiCIO RESOLVIDO 


R.6 Calcular o valor de tg (—60°). 
Resolucao 

Sabemos que Ig (—a) = — tg a. 
Logo, tg (—60°) = — tg 60° m — J3 


W EXERCICIOS BASICOS 


B.l Caicule: 
a) tg 1 80° 


b ) tg 360' 


e) tg 270 ( 


B.8 


(U, E. Londrina-FR) A medida a de um angulo e igual 
ao triplo da medida do sen suplemento, Nestas condi- 
$oes, tg a e igual a: 

a) 1 c) 0 e) — 1 

J2 


b> 


d) — 


J 2 


B.9 Simpiifique a expressao: 

2 tg (180° + a) - tg ( 180° — a) n 

E = — — — . para tg a =£ 0 

5 tg (360° — a) v 6 


B.10 Simpiifique a expressao: 

_ tg (tc H- a) — tg (27t 


— a) 


tg (2n — a) 4- tg (7t — a) 


, para tg ot 4 0 


B.l i Caicule: 

a) tg (—45°) 


b ) tg (— 120°) 


c) tg (-300°) 


B.12 Caicule: 


a) Lg 


b) tg 


i 


% 


\ 


{ 


\ 3 J 

r hi 1 

l "T" y 


C) tg -- 


V 


Of- 

ft 


C.l 


9 EXERCICI05 COMPLEMENTARES 


(PUC-MG) O arco que tern medida .v, em radianos, e tal 
que 

— < x < 7t e tg x = — J2 . O valor do seno de x 6: 


a) J3 


e) 



H 

UJ 



O 

Xj 


c£ 

I- 


B.2 Sabendo que tg o = — 3 e que 
valores de sen a e cos a. 


n 


< a < K. caicule os 


b ) 


d) 


B.3 Sabendo que sen .v — — 


B.4 


ternune tg x. 


3 3 7t * 

— e que — — < .v < 2%, de 

mJ JtL 


Com o auxiiio da tabela dos arcos notaveis, caicule: 

a) tg 150° c) tg 330° e) tg 225 

b) tg 240° d) tg 135° f ) tg 3 1 5 


B.5 Caicule o valor da expressao E = c 
x = 120°. 


ig 2x + tg 3,vr 


1 — tg 2 x 


, para 


B.6 Com o auxflio da tabela dos arcos notaveis. caicule: 


c) 0 


C.2 


C.3 


. 271 

a) tg 

v . 37t 

c tg . 

4 

C.4 

, , lljt 

b) e 

5 6 

j, 47T 

d) tg yp 

C.5 

B.7 (U. E. Londrina-PR) O 

valor da expressao 


27t . 3ti 

cos — — + sen • M ■ 

3 2 

-Cl 571 ' 

+ tg — — e: 

4 - 

C.6 

4 2 — 3 
a > 2 

d) T 


b) i 

e) f 



(Fuvest-SP) Se tg x 
de cos .v — sen x e: 

7 


~ eir< a - < entaoo valor 


a) 


5 


u -2 


e) - 


1 


e) - 


Sabendo que 2 sen x + cos x — tg x cos X, determine o 
valor de tg .v. Sugestao. Devemos ter cos .v # 0, pois. 
caso eonlrario, nao existiria tg.v. Assim sendo. podemos 
dividir ambos os membros da igualdade por cos r. 


C.4 Em que duadrantes o produto sen x tg x e positive? 


cos a > 0 e tg a < 0. determine a que quadrants perte li- 
ce a extreoiidade do arco de medida a. 


. F. Uberlandia-MG) Obedecidas as condifoes de 
. * • tg (~-v) . 1 


existence, a expressao 

identica a: 

a) 2 cos x 

b) — 2 cos x 

c) cos x 


+ 


sen x 


cos (— .v) 
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EQUAvOES E INEQUA£OES 
TRIGONOMETRICAS EM TANGENTE 


1. METODO GRAFICO PARA A 
RESOLUQAO DE UMA EQUAQAO 
IMEDIATA EM TANGENTE 

Equaqoes do tipo tg .y = k, sendo k lima constante real, 
sao chamadas de equacoes imedialas. Para resolve-las 
usaremos o metodo grafico, do mesmo modo que fizemos 
para o seno e co-seno. Os requisites para esse metodo 
sao: 

I. Tabela dos arcos notaveis 



III. Os valores de rg Q e tg 7t 



Os prolongamentos dos raios pelos pontos A ou A' en- 
contram o eixo das tangentes no proprio ponto A. Logo, 
temos tg 0 = 0 e tg it = 0. 






EXERC!C(OS RESOLViDOS 


R.l Resolver a equa$ao tg x = 1, para 0 ^ x <~ 

Resolugao 

Marcamos no eixo das tangentes o ponlo P de ordenada 
igual a 1 . 


IT. Simetrias 





Tra^amos por P a reta que passa pelo centre da cireunfe- 
rencia trigonometrica. Tal reta intercept a circunieren- 
cia nos pontos M e N. Os valores da primeira volta posi- 
tiva associados aMouA/ sao as raizes da equncao. 




Logo, x — 



OU X = TC + 



Assirn, S = 




5k 


R.2 Resolver a equagao tg x — — i, para 0 *l§ x < 2n. 

Resolugao 

Marcamos no eixo das tangentes o ponto P de ordenada 
igual a — 1 e tragamos por P a reta que passa pelo centra 
da circunferencia, obtendo M e N, 



As raizes da equacao sao os valores assoc i ados a M ou 
N, na primeira volta positiva. Tais valores nao estao na 
tabela dos arcos notaveis, pois M e N estao fora do l 2 
quadrante. Busquemos, entao. no 1 Q quadrante. o arco 
auxiliar. isto e. o arco (da tabela) cuja tangente e 1 . 



Final mente, pelas simetrias, transportamos o arco auxili- 
ar para o2- e para o 4“ quadrante. 



Logo, X = K 

K 

T 

II 

ou x = 2k — - 

4 

_ 7tt 

4 

Assirn, S ~ 

f 3 it 
i 4 ’ 

7 IT \ 

4 * 




£ 3 Resolver a equagao tg .v = 0, para 0 *£ x < 2it. 
Resolugao 

Marcamos no eixo das tangentes o ponto P de ordenada 
zero e a seguir tragamos por P a reta que passa pelo cen- 
tra da circunferencia trigonometrica: 



Tal reta intercepta a circunferencia nos pontos A e A' 
Logo, x — 0 OU JC — 7 t. 

Assira, S = ( 0, 7t ) . 



EXERC\C\Oe BASICOS 


B.l Resol va as equagdes para 0 ^ ,v < 27t: 


a) ig x — J-3 


b » tg x = 


V3 

3 


) tg x — — J3 


d) tg x — — 


e) tg x = 0 


f ) tg 2 x — 1 


J 3 


B.2 Determine o conjunto solucao da equacao: 

tg 2 x — ig x = 0, para 0 x < 2rc 

Sugestao. Fatore o primeiro membra e antique a propri 
edade do produto nulo. 


B.3 


B.4 


B.5 


B.6 


(U. Catolica de Salvador-BA) Quantas sao as solucoes 
reais da equagao 3 tg 2 x — tg x ~ 0, se x pertence ao 
intervalo [0, 27t]? 

a) Uma. c) Tres. e) Cinco. 

b) Duas. d) Quatro. 

(PUC-PR) A soma das raizes da equagao 

sen x = • cos jc no intervalo [0, 27t] e: 

2ji 


a) n 


b) 


rut 


c) 


d) 


3 

7tc 


e) 


K_ 

T 


3 3 

Sugestao. Na equacao, o valor do cos x e certamente 
diferente de zero, pois se cos jc = 0 tem-se que sen x ~ 1 
ou sen .v — -l, e, nos dots casos, a sentenga 

senjc = V3 cos jc e falsa. Assirn, e permitido dividir 
ambos os membros da equagao por cos x. 

Considerando o universo U — [0, 2it[, resolva a equagao 
sen jc = cos x. 

(Cesgranrio) O niimero de raizes da equacao tg jc = 4 no 
intervalo [0, 2k] e: 

a) 2 b) 1 c) 3 d) 4 e) 0 


Exercfcjos compiementares de C.1 a C.4 
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TRICONOMETRIA 


2. METODO GRAFICO PARA A 
RESOLUCAO DE INEQUAQOES 
IMEDIATAS EM TANGENTE 

Inequagoes do tipo tg x > k (ou com as relates 5 s , <, 
^ ou =£), sendo k uma constante real, sao chamadas de 
inequagoes imediatas Para resolve-las usaremos o me- 
todo grafico, como mostram os exercfcios resol vidos a 
seguir. 


EXERCICIOS RE50LVID06 

R.4 Resolver a inequagao tg x ^ i , para 0 x < 2n. 
Resolugao 

Determinemos, inicialmente, os arcos que tern tangente 
igual a 1: 



Pelo ponto de ordenada 1, do eixo das tangentes, e por 
todos os pontos. desse eixo, com ordenadas maiores que 
L vamos tragar retas que passam pelo centro da circun- 
fereneia: 


Resolugao 

Determinemos, inicialmente. os arcos que tem tangente 
igual a J3 : 



Por todos os pontos do eixo das tangentes que possuem 
ordenadas men ores que J3 , vamos tragar as retas que 
passam pelo centro da circunferencia: 



Os pontos de intersecgao dessas retas com a circunferen- 
cia trigonometrica formam o conjunto solugao da ine- 
quagao. 

Logo: 



Os pontos de intersecgao dessas retas com a circunfe- 
rencia trigonometrica formam o conjunto solugao da 
inequagao. 


Logo: 


S — I a fR 


Tt 


X < 


7E 


OU 


OJt 


X < 


3jt 


R.5 Resolver a inequagao tg j c < V3 , para 0 x < 2 k. 


S = {x£ IR 0 =S * < ~ ou 4- < a- < — ou 


3k 


< x < 2 k 



• EXERCICIOS BASICOS 


B,7 Resolva as inequagoes para 0 

a) tg x 9= J3 

b) tg x < 1 

c) tg x s* — 1 

,, , J3 

d) tg a- == - — — 


x < 2 k: 


e) tg x > 


J 3 


f) tg x ^ 0 

g) tgj < 0 

B.8 (Mogi-SP) Resolvendo o sistema de inequagoes 


ter v 
' v 


sen x > 


1 


, , para 0 *£ x < 2k, obtem-se: 


186 


Tl 


ou 


2tc 

T 



4 



X < 


K_ 

T 


^ k 2 k 
x < — ou — 


a< 

« a < 


3ti 

4 

5 71 
6 



< A' < 




*£ A < 




<X *S 



< A < 


5tc 

T 


B.9 Considerando o universo U = [0, 2n[, determine o con- 
junto solugao de — 1 < tg a* *£ t . 

Exercicios complementares de C.5 a C.7 


Jr' EXERCiCiOS COMPLEMENTARES 

C.1 De o conjunto solugao da equagao 

(tg 2 x - 3)(sen x 4- 1) = 0, no universo U = [rt, 2 jt]. 

C.2 Resolva a equagao tg 2 a: — (l + Jz )tg x + Jz ~ 0, 

no conjunto universo U — [0, 2Jt[. 

Sugestao. Faga a mudanca de variavel tg x = y e calcule 
a soma e o produlo das raizes da equacao do 2- grau: 

y 1 - (1 + Jz)y + JJ = 0 


C.3 (Acafe-SC) No intervalo [0. 2it[, a soma das raizes da 

I 2 

equacao 1 + — - — = e: 

1 v tg~ x tg A 

a) 7t 

b) 2 ti 

, 57C 



e) 0 


C.4 Determi ne, para 0 *£ x < 2k. o conjunto solugao da equa- 
gao sen x tg x + sen a — tg a cos a — cos x - 0. 

C.5 (UFBA) Determine os valores de a. a E [0, 2tc] de modo 
que | tg A‘| < JZ . 

C.6 (UESC) Resolva a inequacao tg 2 a — tg x < 0 para 
0 ^ a < 2 k . 

C.7 Determine a. 0 =£ a < 2n. de modo que a equagao do 2 <J 
grau 4a 2 — 4a — tg a = 0 admita raizes reais. 


UNIDADE 6 


Capitu o ,33 

AS RAZOES RECIPROCAS DO SENO 
DO CO-SENO E DA TANGENTE 


) 


1 . CO-TANGENTE, SECANTE E 
CO-SECANTE DE UM ARCO 
TRIGONOMETRICO 


s tres ‘ novas" relacoes tem relativa importancia na 
trigonometria, pois sernpre que exigidas podem ser subs- 
titufdas por expressoes em seno, co-seno oil langente. 

Indicamos a co-tangente de urn arco a, a secante de a 
e a co.-secante de a pelos simbolos cotg a, sec a e eossec a. 
respectivamente. 

Defmigoes 


COtg QL 


sec a - 


cos a 
sen a 

I 


, para sen a 4- 0 


cos a 


. para cos a + 0 


cossec a = 


1 


sen a 


, para sen ot 0 


Observe, pela definicao de cotg a, que : se alem de 
sen ci ^ 0 tivermos tambem cos a + 0, entao: 


cotg ot = 


i 


lg a 


n 

■a 


, m 


EXERCICIOS RES0LV1D05 


R.I Calcular: 
a) cotg 30° 

Resolugao 


a) coia 30° = 


b) sec 180° 


b) se 

c 180° 

c) 


73 


_ cos 30° 


— M 

sen 30° 

1 





1 

1 

= -i 

cos 180° 

“1 

r - * 

_ I 

= i 


c j cossec 90° 


sen 90° 


1 


R.2 Resolver a equacao sec x = 2, para (i ^ * < 2 jt. 
Resolugao 

Condigao de existencia cosx =£ 0. 


sec .r — 2 <=> 


1 


COS X 


_ 7 


i . , COS X 


l 

-) 



Tc 5it 

* i -£ OH JC i 

3 3 


Loso, S — 


K 5tc 


JT 


R.3 Sabendo que cotgx — 2 e 0 < x < — . calcular cossee x 

Resolugao 


cos .v 


= 7 


i sen x 

sen 2 x + cos 2 x = 1 
cos x — 2 sen x <I) 
i 2 x + cos 2 x - I (U) 


Substituindo (I) em (II), temos: 

sen 2 x 4- (2 sen x) 2 — 1 sen 2 x + 4 sen . 2 x 

5sen 2 x= I sen 2 x = — 


= 1 


. . sen x = 


~ 5 


Como x e um arco do 1 2 quadrante, temos sen x = 


J5 




Logo, cossec x = 


1 


I 


5 


sen x 


is 


J5 


= J5 



EXERCICIOS BASICOS 


B.l Calcule: 
a) cotg 45° 


b) sec 0' 


c) cossec 270° 


B.2 Calcule o valor da expressao: 


E — sec 60° + cossec 30° — cota 2 30° 
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B.3 (Cefet-PR) Se f(x) — JJ • cossec (2x) 4 cos (8a), 


I 


31 




e isuai a: 


3 

a) ~ 


b) 0 


c) I 


d) 


e) 2 


B,4 Resolva a equacao cossec x — J2 para 0 x < 2 tc. 
B.5 Determine o conjunto solucao da equacao; 


tg .v + cotg x = 2 sec x. para 0 x < 2k 


B.6 (U, E. Londrina-PR) Se x 6 tal que k < x < 

sec x — — J 5 . entao o valor do sen x e: 


3rc 


a) 


■j 3 


c) 


e) - 


730 


5 


b) 


2 JJ 

5 


d) — 


2J5 


K 


B.7 Sendo cossec x = 3 e •— - < x < 7 t, calcule tg x. 

B.8 (U. Catolica-GO-modi ficado) Simplificando-se a expres- 

sec x 4 sen x , , , , ~ i 

sao , obedecidas as condicoes de 

cossec x 4- cos x 
existSncia, obtetn-se: 

a) tg x c) cossec x 

b) sec x d) sen x 

Exerclcios complementares de C.1 a C.6 


e ) cots x 


2. IDENTIDADES 

Consideremos o conjunto universe) IR, dos numeros 
reais. Observando as igualdades: 

3x = 6 e (x 4- 5) 2 = x 2 4- lOx 4- 25 

percebemos que a primeira se torna uma proposi^ao ver- 
dadeira apenas para x = 2 e que a segunda se toma 
verdadeira para qualquer vaior real atribufdo a variavel 
x. Por is$o dizemos que a primeira igualdade nao e Lima 
identidade em R e que a segunda e uma identidade em IR. 

Definifao 

Uma igualdade em uma variavel x, fix) — g(x), e 
uina identidade num conjunto uni verso U se, e so- 
mente se, a sentenca /(a) = g(a) e verdadeira para 
quaiquer valor de a, a E U. 


Exemplos 

a) Sao identidades no uni verso U ~ IR as seguintes igual- 
dades: 

• sen 2 x 4- cos 2 x 1 
» x 4- x = 2x 

• (x 4 1 )(x — 1 ) = X 1 — 1 


b) Nao sao identidades no universe U — IR as seguintes 


igualdades: 


x 


= 1, pois a sentenya nao se torna verdadeira 


para x = 0; 

• Jx* n. x, pois a senten$a nao se torna verdadeira 
para valores negalivos de x, como. por exemplo, 
x = —3. 

• tg x cos x = sen x, pois a sentenca nao se torna ver- 
dadeira para valores que nao tern tangente, como. 

por exemplo, x = 

Nota 

Uma igualdade fix) = g (x) pode nao ser identidade 
em um uni verso U e ser identidade em outro uni verso V. 


Exemplo 

A igualdade 


x 


= 1 nao e identidade no universe 


V = IR, porem e identidade no uni verso V = IR*. 

Tecnicas para demonstracao de 
identidades 

Existem varias tecnicas para se denionstrar uma iden- 
tidade. Apresentaremos duas. 

I. Para provamios que uma sentenca fix) = g (x) e 
identidade em um universo U, podemos seguir os 
seguintes passos: 

* pas so I : provamos que fix) e g(x) estao defin idos em U: 

• passo 2: eseolhemos um dos membros da igualdade 
fix) ~ g (x) e, a partir dele, obtemos o outro membro. 



EXERCICIO RESOLVIDO 


R.4 Demonstrar que a igualdade tg x 4 cotg x = sec x cossec x 
e identidade no universo: 

U = {x £E IR | sen x # 0 e cos x # 0} 
Resolugao 

Passo 1: Para existir a expressao tg x 4 cotg x. deve-se 
ter cos x 4 Oe sen x ¥= 0. Logo, o primeiro membro da 
igualdade esta definido em U. 

Para existir a expressao sec x cossec x, deve-se ter 
cos x =£ Oe sen x + 0. Loan, o seaundo membro da 

L„_ 

igualdade esta definido em U. 

Passo 2: Partindo do primeito membro da igualdade. 
temos: 

primeiro membro — tg x 4 cotg x = 


sen x 

COS X 


4 


COS X 

sen x 


sen 2 x + cos 2 x 


cos x sen x 


I 


1 


I 


cos x sen x cos x sen x 
= sec x cossec x — segundo membro 

Pelos passos 1 e 2, provamos que a igualdade e identi- 
dade em U. (c.q.d.) 

II. Podemos provar que uma sentenca fix) = g (x) e 
identidade em U, a partir de outra identidade 
h(x) — t(x). em U. 


UNIDADE 6 


I® 



R.5 


EXERCICIO RESOLVIPO 

Demonstrar que a igualdade sec 2 a- = I -I- tg 2 a e identi- 
dade no uni verso U — {a E IR cos a # 0 } . 

Rcsolucao 

Sabemos que a igualdade sen 2 a + cos 2 x = 1 e identi- 
dade em IR e. porta n to. tambem o e em U, pois U C IR. 
Dividindo-se arabos os membros dessa igualdade por 
cos 2 a, com cos a 0. temos: 


sen- a cos- x 


1 


COS- A 


S" A 


COS- A 


tg 2 A + 1 = sec 2 A 


(c.q.d.) 



B.9 


EXERCICIOS? EASICOS 

Verifique sc as sentencas abaixo sao oil nao identidades 
nos respectivos conjuntos universo: 
a) 2(a + 3) - 2a + 6 em U = [R 

0 

A 

0 


b) 


0 em V = iR 


C) 


= 0 em U = [R :i: 


A 


d) tg x cotg a — 1 em U 
e ) tg a cotg a — 1 em U - 


= iR 


{a £ IR j sen a ¥= 0 e cos a ^ 0 } 


B.10 Demonstre que cada uma das igualdades e identidade no 
respectivo universo U ; 

a) 1 + cotg 2 a = cossec 2 a em U — {a E IR | sen a # 0} 
bj (tg a + cotg a) sen a = sec x em 
U = {a E IR | sen a cos a =£ 0} 

c) ( 1 + sen A)(cossec x — 1 ) sec a = cotg a em 
U — [a E IR | sen x cos a =£ 0} 

d) sen 4 a - cos 4 a - sen 2 a - cos 2 a em U = IR 

e) (sec 2 a l)(cossec 2 A — 1) = I em 
U = [,\'E IR | sen a # 0 e cos a # 0} 

$ tg a cos a = cossec a sen 2 a em 
(J = (a E fR | sen a cos a =£ 0} 

Sugestao. Transforme essa igualdade na igualdade 
equivalente tg x cos x — cossec a sen 2 x ~ 0. 

B.l l A igualdade sen 2 a = 2 sen x e uma identidade em 
V - IR? Justifique sua resposta. 

B.12 Detemiine o mais ampio universo U. U C IR, de modo 
que a igualdade cos a sec a = 1 seja identidade em U. 

Exercicios complementares de C.7 a C.9 


3. IDENTIDADES NOTAVEIS 

Duas identidades merecem destaque devido a suas mul- 
tiplas aplicacoes em resolusoes de problemas. Sao elas: 

a) sec 2 a = 1 + tg - a para cos a ^ 0 e 

b) cossec 2 x — 1 + cotg 2 a para sen a ¥= 0 


Demonstrates 

Sabemos que sen 2 a + cos 2 a = 1 (I) e uma identidade 
em IR. 

a) Supondo cos a ¥= 0 e dividindo ambos os membros 
de (I) por cos 2 a, temos: 


sen- a cos- a 

— r * r 


1 


2 


COS A COS- A 

tg 2 A + 1 = sec 2 A 


1 


COS X 


(c.q.d.) 

b) Supondo sen i ^ 0 e dividindo ambos os membros 
de (T) por sen 2 a, temos: 


sen- x cos- x 

-f — 


1 


sen- a 


sen- a 


sen- a 


1 + cotg 2 a = cossec 2 A 


(c.q.d.) 


p,i* 


Jr exercicios resolvidos 


3?t 


R.6 Sabendo que tg a = 3 e que k < x < . calcular sec a. 

Resolucao 

Sabemos que sec 2 a = 1 + tg 2 A". Substituindo a tg a por 
3, temos: 


sec 2 a — 1 + 3 2 sec 2 a «* 10 sec x — ± *f\0 

Como a e um arco do 3 y quadrante e a secante tern o mes 
mo sinai do co-seno. temos: 


sec a 


= -710 


R.7 


Resolver a equa^ao sec 2 a + tg a = I para 0 ^ a < 2ju, 

Resolugao 

Condiqao de existencia cos x + 0. 

Substituindo sec - a por 1 + tg 2 A, temos; 


1 + tg 2 a + tg a = 1 

tg A (tgA + 1) = 0 


tg 2 X + tg A = 0 


Entao, temos: 
• tg A = 0 



.'. A = 0 OU A = 7t 
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tg -xM - 1 


C.2 



. 37t Ik 

. , X — — ■ — OU X — — — 


Temos, enlao. como conjunto solucao: 


S' = 0, ft. 


3ft 7ft 


4 ’ 4 



EXERCICIOS 3A6\C0S 


B.13 Sabendo que cotg x = J\5 e que 0 < x < calcule 
o valor da cossec x. 

B.14 Determine o valor da tg x, sabendo que sec x — J5 e 

44 <*<2n. 


B.15 Determine o valor de a sabendo que sec x = a + 1 e 


tg x — a. 


B.16 SimpHfique a expressao E — 


e cos x A — 1 . 


t£- x 


1 + sec x 


, com cos x A 0 


B.17 (UFRS) A expressao tg 2 5° — sec 2 5° vale: 

a) 0 b) 1 c) — 1 d) 5 

B.18 ( U n ic ap-PE- mod i ficado ) Resolva a equaqao: 

(1 + tg 2 vjcos x = 2 para 0 x < 27t 

B.19 Resolva a equagao sec 3 x + tg x — 1 = 0 para 
0 x < 2ft. Sugestao. sec 3 x — 1 + tg 2 x. 

Exercicios complementares C.10 e C.tl 


e) —5 



EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


c,i 


(U. F. Uberlandia-MG) Se a 
gao verdadeira? 

a) cossec a > 0 

b) cotg a = 0 

c) sen a < 0 


- 4.520 s , qua! e a afirma- 

d) tg a = 0 

e) cos a > 0 


(UDESC) A expressao mais simples para 
1 + — 


"J ^ 


cos- x cosec 2 x 


— sec- x e : 


a) 1 

b) -l 

Nota 


c) 0 

d) tg x 


e ) sec - x 


A co-secante de urn arco de medidax pode ser simbolt- 
zada por cossec x ou por cosec .v. 

C.3 (UFMG) Determine todos os valores de x pertencentes 
ao intervalo |0. 7t[ que satisfazem a equagao: 

3 tg x + 2 cos x — 3 sec x 

C.4 Resolva a equagao sec 2 x — 3 sec x + 2 = 0, para 
0 =£ x < 2Tt. 

C.5 Obtenha o conjunto dos valores de .v, 0 x < 2 k, de 
modo que cotg 2 x + cotg x — 0. 

C.6 Simplifique a expressao: 

_ _ (sec 2 x — 1 ) (cossec 2 x — 1) 

h, — — 


1 + tg 2 X 

com sen x A 0 e cos x A 0. 

C.7 Determine o valor de k de modo que a igualdade 

(cos x + sen x) 2 + k senx cos x — I “0 seja Lima iden- 
tidade em IR. 


C.8 (FGV-SP) A expressao 
para senx A 0. e identica a: 
a) 


sen x 


1 + cos x 


Hr 


1 + COS X 

sen x 


b) 


COS X 
] 


d) 2 cossec x 


e) 


COS X 


sen x 
c) sec x 


1 -I- sen x 


n .tit t/-* Pm a - cossec x - sen x 

C.9 (PUC-SP) A expressao , com 

sec x — cos x 

cos r#0e sen x A 0. e identicamente igual a: 

a) cotg 3 x 

b) sec 2 x 

c) sen 2 x + cos x 

d) tg 2 x + sec x 

e) cossec 3 x 

C.10 Determine o conjunto solugao da equagao: 

sec' 1 x — 2 tg 2 x = 2 para 0 ^ x < 2ft 
Sugestao. sec 2 x — 1 + tg 2 x => tg 2 x = sec 2 x — 1. 

C.ll (UFPR) Se cos x A 0, a expressao sec 4 x — tg J x — 1 e 
identica a: 

a) tg 2 x c) 2tg x e) 1 

b) -tg 2 x d) 2tg 2 x 

Sugestao. sec 4 x = (sec 2 x) 2 . 


ce, 

I- 
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-• CdpCbulo 34 

RESOLU?AO DE EQUA0ES E INEQUA^OES 

TRIGONOMETRICAS EM IR 


1. ASSOCIANDO NUMEROS REAIS A 
PONTOS DA CIRCUNFERENCIA 
TRIGONOMETRICA 

Cada poolo da circunfereneia tri- 
gonometrica e extremidade de infini- 
tes arcos trigonometricos. Por exem- 
plo. na circunferSncia ao ]ado, consi- 
derando as inlinitas voltas que pode- 
mos girar nos dois sentidos, o ponto A 
e extremidade dos arcos de medidas: 

. . . - 4jt rad, — 2 ji rad, 0 rad, 271 rad, 471 rad, 6k rad, 8rc rad. 



didas l rad, 2 rad. 3 rad e 5 rad. que pertencem ao L e . ao 
2 2 , ao 2" e ao 4 s quadrante, respeelivaniente. 



Associando cada numero real x a extremidade do arco 
de medida a rad, vamos identilicar o conjunto do.s numeros 
reais com o conjunto das medidas era radianos, por exem- 
plo. associamos: 

° o numero real 0 a extremidade do arco de medida 0 rad; 

* o numero real 1 a extremidade do arco de medida 1 rad; 

• o numero real — a extremidade do arco de medida 



° o numero real ji a extremidade do arco de medida n rad; 
etc. 


Medidas em radianos 
associadas a pontos da 
circunfereneia trigonometries 


Numeros reais 
associados a pontos da 
circunfereneia 
trigonometries 




m 

J EXERCICIO RE50LVID0 

R.1 Detemiinar o stnal do produto P — sen 1 sen 2 cos 3 cos 5. 

Resolugao 

Os numeros reais 1 , 2, 3 e 5 sao identificados com as me- 


Assim. sen 1 > 0: sen 2 > 0: cos 3 < 0; cos 5 > 0. 
Logo, P < 0. 


2. EXPRESSAO GERAL DOS NUMEROS 
REAIS ASSOCIADOS A UM PONTO DA 
CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA 


Os infinites numeros reais, em or- 
dem crescenle, associados ao ponto 
A’ da circunfereneia trigonometrica 
ao lado sao: 

... —Sit, ~37t, —7i, % 3jt, 57i, ... 

Essa sequencia e uma progressao aritmetica, infinita 
nos dois sentidos, cuja razao e 2k. Urn termo geral dessa 
sequencia e representado pela expressao que indica a 
soma de um termo qualquer da P.A. com urn multiplo da 
razao. Por exemplo: 

x = % + k • 2it, kE.'£ 

Note que atribuindo a k todos os valores do conjunto dos 
numeros inteiros 7L — {..., —3, —2, — 1, 0, 1, 2, 3, 
obtem-se todos os temios da P.A. 

•a 

* 

k — —2 => a' = — 3rc 
k = — 1 =s> x — — TT 
k - 0 x — 7t 
k = 1 => jc =3tc 

k = 2 => x —5 k 



Por isso. a expressao a — k + k ■ 2k, k G 7L representa 
todos os niimeros reais associados ao ponto A’. Ha outras 



maneiras de se apresentar um terrno geral dessa P.A. 
Observe: 

x — — K + k * 271 , 1:62 

.v = 3 tc 4- k ■ 2jl k E 7L 
x — 5 k + k * 2jc. kElL 
etc. 


Generalizando 

Seja a um numero real associado a um ponto M da 
circunferencia trigonometrica. Uma expressao capaz 
de representar todos os numeros reais associados ao 
ponto M 6 x — ol 4- k * 2jc, kETL. 



3. EQUAQOES E INEQUAQOES 
TRIGONOMETRICAS 

Em capitulos anteriores, ja estudamos a resolucao de 
equacoes e inequagoes trigonometricas era intervales 
limitados, como, por exemplo. [0, 2 tu[. Os exercrcios 
resolvidos a seguir mostram a resolucao de equacoes e 
inequagoes trigonometricas em IR, isto e, nas infmitas 
voltas da circunferencia trigonometrica. 




EXERCIC10S RESOLVIDOS 

R.2 Resolver em IR a equagao sen x — 1 . 
Resolucao 


■> 


O ponto da circunferencia trigonometrica que possui o 
seno (ordenada) igual a I e o ponto B. 0 conjunto solugao 
da equagao e form ado pelos infinitos numeros reais (nie- 
didas em radianos) associados ao ponto B. A expressao 
geral desses numeros e: 

X = ~ + | ■ 2h* ke TL 


Logo, temos como conjunto solugao: 



f 


R 


-V = 



0 


+ k * 2k. k S= 2 i 


R.3 Resolver em IR a equagao sen x — — . 
Resolugao 



As expresses gerais dos numeros reais associados aos 
pontos M on N sao: 


x = + k ■ 27 t ou x — k • 2jt, k 

6 6 


% 


Temos como conjunto solugao: 

f 

K 


5 = 


x e IR 


x = — 4- k • 2it ou 
6 


-V = 


5 k 
~6~ 


4 k * 2k, k'EZ 



B.l 


EXERCICIO BASICO 

Resolva em IR as equagoes: 

a) sen 0 — — 1 

b) sen x — — r 


3 


c) cos X — 1 

d) sen X — - - 


1 


e) cos x ~ \ 

f ) sec x = 2 

g) 2 sen 2 X — 3 sen x 4- 1 

h) sen 2 a 4- 2 cos x + 2 : 


= 0 
- 0 



EXERCIC10S RESOLVIDOS 


R.4 


Resolver em iR a inequagao sen a - > — . 
Resolugao 



Na primeira volta positiva a solugao e: 


K 



< X < 


~6 
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ID 

LU 




Nas infinitas volias a solugao e: 


M- + k • 2n< x < 4? — I- k * 2ji, com ktzlL 


Logo, temos: 

S = {x G IR |^- + k • 2n < x < + k-2n,kG X 


R.5 Resolver em IR a inequacao cos .v 
Res o lug do 


n * 



Retificando as infinitas voltas da circunferencia iriirono- 
metrics, um dos intervalos representados peio arco colo- 
rido e: 


K 


7C 


Para descrever os infinites intervalos que formam o con- 
junto solugao S da inequacao, basta adicionar k * 2k a 
cada extremo do intervalo acima. Assim, temos: 


s= fvEiR I--?- & ¥ 


+ k ■ In. kEX 



EXERCICIO BAS! CO 

B.2 Resol va em IR as inequacoes: 

73 


a) sen x > 


d) sen x 


1 

o 


b) cos x 


l 


e) cos x 


72 


c) COS X < — 


4 . 


EXPRESSAO GERAL DOS NUMEROS 
REAIS ASSOCIADOS A DOIS PONTOS 
DA CIRCUNFER§NCIA 
TRIGONOMETRICA SIMETRICOS EM 
RELACAO A ORIGEM DO SISTEMA 
CARTESIANO 


Observe os numeros reals associ- 
ados aos pontos A e A ' da eixeunfe- 
r6ncia trigonometrica ao lado, colo- 
cados em ofdem crescente: 

... — 3jt, — 2n, — it, 0, k, 2n, 3n, ... 



Essa seqiiencia e uma progressao aritmetica infinita 
nos dois sentidos cuja razao e n. Um ternio geral dessa 
seqiiencia e representado por uma expressao que indica a 
soma de um termo qua loner da P.A. com um multiplo da 
razao. Por exemplo: 

x = 0 + kit, k £ TL 


ou, simples mente: 


a" — kit, k (=. %. 


Genera] izando 


Seja a urn numero real assoc i ado a um dos pontos 
M ou M' da circunferencia trigonometrica. simetri- 
cos em relacao a origem do sistema caitesiano. Uma 
expressao capaz de representar todos os mimeros 
reais associados a esses pontos e: 

x = a + kn. k £ 7i 




R.6 


EXERCICIOS RESOLVIPOS 

Resolver em IR a equagao cos x — 0. 
Resolugdo 

O cos .v e igual a zero sc x for um 
numero real assoeiado ao ponto 
B ou B' . Esses pontos sao sime- 
tricos em relagao a origem do sis- 
tema: logo, os numeros reais as- 
sociados a eles formam, em or- 
dem crescente. uma P.A. de ra- 



zao ji. 


Temos, entao: 

' + kit, k G 7l 

j: = - 

Portanto. o conjunto solucao da equacao e: 

5 = IxElR 

a — "zr ”f" /cTt* k £ Zj 


2 

d 


R.7 Resolver em IR a equagao tg x = I. 
Resolugdo 



Os pontos M e M' sao simetricos em relacao a origem 
do sistema; logo, os mimeros reais associados a eles 
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E.3 



R.8 


formam. em ordem crescente, uma P.A. de razao n, 
Temos, entao: 

jc = + kTt,k<=% 

4 


Portanto, o conjunto solucao da equagao e: 


5= IR 



+ k 7t, k £ 7L 


EXERCICIO BASICO 


Resolva em IR as equaeoes: 
a) sen x — 0 


b) tg.v= J3 

c) tg a* = - 1 

d) cos 2 x = 1 

e) sen 2 A' = 1 

f) [sen A‘j — I 

g ) 2 cos 2 x — cos x — 0 

h) sen 4 x — 2 sen 2 x + 1 



EXERCICIO RESOLVIDO 

Resolver em IR a inequa^ao tg x ^ 1 . 
Resolugao 



Na primeira volta positiva a solucao e: 


n 

4 




3rc 

2 


Nas infinitas voltas a salu^ao 6: 

— + k - 271 *£ A- < ~ + k • 271 
4 2 


ou 


5 TT 

T 


+ k • 2 k ^ x < 


3jt 

T 


+ k • 2rc. com k^TL 


Note, porem, que. como os dois intervalos na circunfe- 
rSncia sao simetricos em rela^ao a or i gem do sistema. 
podemos dar uma uniea expressao para os dois inter- 
valos, isto e: 


— + kn M x < — + kit, k e 7L 
4 2 


x G IR 


JT 


7T 


+ /ctx ^ x < 4- kn. k 6 71 

4 2 



EXERCICIO BASICO 

R.4 Resolva em IR as inequalities: 

a) tg a- > JT c) tg jf < 1 


b) tg x ^ — J 3 


5. NUMEROS REAIS ASSOCIADOS A 
PONTOS QUE DIVIDEM A 
Cl RCU N FE RSNCI A TRIGONOMETK1CA 
EM PARTES IGUAIS 



Observe os numeros reais associ- 
ados aos pontos A, B, A' e B' da 
circunfereneia Irigonometriea, colo- 
cados em ordem crescente: 




Essa seqiidncia e uma progressao aritmetica infinita nos 


dois sentidos euja razao e 



Urn termo geral dessa se- 


quencia e representado por uma expressao que indica a 
soma de um termo qualquer da P.A, com um multiple da 
razao. Por exemplo: 



fc G TL 


ou, simplesmente: 






General izando 


Seja cr um niimero real associado a um dos n pon- 
tos A j, A 2 , A 3 . ..., A„ que divideni a circunfereneia 
trigonometries em n partes iguais. Uma expressao 
capaz de representar todos os numeros reais assoc ia- 
dos a esses pontos e: 


X — € it + 


k * 2k 


n 


, k G X 





Logo, S 


TRIGONOMETRIA 
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EXERCICIO RESOLVIDO 


R.9 Resolver em 1R a equagao 2 sen 2 x — 1 =? 0. 
Resolucdo 


2 sen 2 .V — 1=0 


sen-' x 




« . sen x — — 


i 


. . sen .v = n 


-* M 



Os ponlos M. N. P e Q dividem a circunferencia em qua- 
tro arcos de medidas iguais: logo, os numerbs reais asso- 
tiados a esses pontos. em ordem crescente. formam uma 

D . , ~ 2ie k 

P.A. de razao r = 


A 


9 ■ 


71 7T 

Assim, x — —— 4- A • — . k E TL. O conjunto solucao e: 


S = lx E IR 


x — 


K 


4 


4- k 


K 


, AE TL 



EXERCICI05 BASI COS 

B.5 Considerando o universo U — IR, resolva a equagao: 

sen x cos a* = 0 

B.6 De o conjunto dos valores de x, x E IR. que satisfacam a 
igualdade (2 cos 2 x — I ) sen x cos x = 0. 

B.7 Resolva em IR a equagao tg 2 x — I = 0. 

B.8 Determine no universo U — ]— 4-«.[ o conjunto solu- 
gao da equagao (sec 2 x — l)(eossec 2 x — 1 ) = 0. 

B,9 No universo U = R, qua! e o conjunto solucao da equa- 
gao 2 sen 2 x 4- sen x — 1 = 0? 

n 

W EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


(Fatec-SP) Se x e tun numero real tal que 
sen' x — 3 sen x = — 2. entao x e isual a: 

W 1 

a) ~ + Ate, k E TL 


C.1 


b) 


i^J 

aTE 


4- A rc. k E TL 


C.9 


c) 


3 TC 


4- k 2 k, k E 25 


7E 


d) — 4- k 2 k, kEZ 


e) 


K 


4- Arc, k E TL 


C.2 Resolva em R a equagao: 

cos x sen x — J2 


x — sen x 4- ^ 2 =0 


sen x > 


C.3 Resolva em IR o sistema de incquagbes - 1 


cos x 


2 

1 


C.4 Resolva em IR a equagao sen x tg x = sen x. 

C,S Determine o dormnio da fungao/(x) — Lg x. 

Sugestao. Lembre-se da eondigSo de existencia. 

C.6 Qual e o domfnio da fungao/(x) — cotg a ? 

C.7 (U. F. Ouro Preto-MG) As solugoes gerais da equagao 


senx = 


cos x sao: 


IE 


a) x = (4A + 1) — , A inteiro. 

b) x — {Ik 4- A inteiro. 

4 


C) X 

d) x 


2Arc. k inteiro. 
Ate. A inteiro. 


IE 


e) x = (3A 4- 1 ) — , A inteiro. 


C.8 i U. F. Sao Carlos -SP) A solugao de 
tg 2 9 4- sen 2 0 — 3 cos 2 9 = 0 e: 


7E 


a) Ate ± — para todo A inteiro. 


b) 


A 71 

T 


para todo A inteiro. 


c) (2A 4- I ) rc para todo k inteiro. 

IT 

d) Ate ± — para todo k inteiro. 

4 

e) A equagao nao admite solucao. 


(U. E. Londrina-PR) A fungao dada por 

f(x) = (tgx) * (cotgx) esta definida se. e somente se: 

a) x e urn numero real qualquer. 

b) x ^ 2 Arc, onde A E 22 

c) x # Ate. onde A E TL. 

Arc 


d) x 


e) x # 


2 

Ate 

T 


, onde k E TL. 


. onde A E TL. 
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TRANSFORMACOES TRIGONOMETRICAS 


1 . SENO, CO-SENO E TANGENTE DOS 
ARCOS DE MEDIDAS a+ b£a- b 

Dados dois arcos trigonometricos de medidas a e b, 
podemos calcular o seno, o co-seno e a tangente da soma 
ou da diferenca desses arcos atraves das identidades a 
segnir, conhecidas por formulas tie adicao de arcos. 

(I) sen (a + b ) — sen a cos b + sen b cos a 


(IT) sen (ci — b) — sen a cos b — sen b cos a 


(III) cos (a + b) = cos a cos b — sen a sen b 


(IV) cos (a — b) = cos a cos b + sen a sen b 


(V) 


|o (a 4- b) = 


tg a + tg b 
1 — tg a tg b 


(Obedecidas as condicoes de existeneia.) 


(VI) tg (a - b ) 


_ tg a - tg b 
1 + tg a tg b 


• POT = SRT ; pois SR / OP 

* TNR — TOP, pois os triangulos TNR e TOP sao seme- 
lhantes 


seii b — 


• A ONR ^ 


cos b - 


RN 

ON 

OR 

ON 


RN 


[ 

OR 

I. 


RN = sen b 
OR = cos b 


* \R UO^ sen a — 

• ARSN cos a — 


OU 

OR 

SN 

RN 


Oil 

cos b 

SN 
sen b 


OU — sen a cos b 

SN = sen b cos a 


Como sen (a + b) ~ OV - OU + UV e UV = SN , con- 
duimos que sen (a + b) = sen a cos b + sen b cos a. 

(c.q.d.) 

Notas 

1. Essa demonsrraqao pode ser repetida para os demais 
quadrantcs com as devidas corre^oes de sinais. 

2. DemonsPa-se a identidade (II), a partir da identi- 
dade (I), fa 2 endo sen (a — b) = sen [a + (—&)]• 

3. Demons! ra-se a identidade (HI), a paitir da identidade 
(II), fazendo: 

cos (a + b) = sen [90° — (a + £>)] = sen [(90° — a) — &] 


(Obedecidas as condicoes de existeneia.) 

Demonstracao da identidade (I) (apenas no primeiro 
quadrante) 

Dados os arcos trigone metri cos AM e AN de medidas 
a e a + b, respectivamente, trace mos as perpendic-u lares 
auxiiiares. conforme fisura: 

w 



4. Demonstra-se a identidade (IV), a paitir da identida 
de (III), fazendo cos (a — b ) = cos [a + (—/?)]. 

Demonstracao da identidade (V) 


tg ( a + b ) = 4 


(u + b) 


cos (a b) 

_ sen a cos b + sen b cos a 
cos a cos b — sen a sen b 

Dividindo o numerador e o denominador da ultima 
exp res sao por cos a cos b (cos a cos b =£ 0). temos: 


tg (a + b ) = 


sen a cos b 
cos a cos b 


+ 


sen b cos a 
cos a cos b 


cos a cos b 
cos a cos b 


sen a sen b 
cos a cos b 


tg a H- tg b 
I - tg a tg b 


(c.q.d.) 


A demonstracao da identidade VI e analoga. 



TRIGONOMETRIA 



r EXERCICIOS RESOLVIPOS 


HI 


R.2 


R.3 


Calcular cos 75", 

Resolugao 

Escrevendo 75° como a soma dos arcos notaveis 45° e 
30°, temos: 

cos 75° = cos (45° 4jf 30°) = 

— cos 45° cos 30° — sen 45° sen 30° = 


Jl Jl Jl 


1 


76 

T 


2 

J2 


J 6 - Jl 

4 


Loeo, cos 15° — 


76-72 

4 


Calcular sen 15°. 

Resolugao 

Escrevendo 1 5° como a diferen^a entre os arcos notaveis 
45° e 30°, temos: 

sen 15° = sen (45° — 30°) = 

— sen 45° cos 30" — sen 30" cos 45" — 

72 73 I 72 


2 

76 


2 

72 


76-72 


Logo, sen 15° = 


76-72 




Demon strar que sen 

em IR. 

Resolugao 


71 ) 

— + X “ cosxe uma identidade 




sen 


K_ 

IT 


+ X 


e cos x estao definidos em IR 


/ 


primeiro membro — sen 


71 


+ x 




K , 7t 

= sen — cos a + sen a - cos — 

= cos X = sesundo membro 


R.4 Resolver em IR a equacao: 


= 1 cos a 4- sen a * 0 = 


(c.q.d.i 



( , Jt 1 

+ cos 

( K 1 

sen 


x 4- — 


l 4 J 


l 4 J 


72 


Resolugao 


A C 


n , n 
— 4 sen — 

4 4 


cos x 4- 


+ COS A' cos 


K 

J 


sen a" sen 


K 

J 


72 


72 , 72 

7. sen x * — - — + — r — cos x + 


+ COS X 


fo 

- 

0 


? 


sen x ’ 


72 72 



1 , ■ 72 

COS A + COS A ■ — — 




f 

i 

I A 

2 2 2 V 

COS A + COS A =1 .'.2 COS A — 1 COS A — 


N 


f2_> 

2 J 

1 



a = m. 7L. + k * 2k, k 

%7j 


TL 


7E 


+ k • 2m k G 2: 


R.5 


Logo, 5 = A 6E (R I A — ± 

i J 

Calcular tg 75". 

Resolugao 

to 45° + ta 30° 

tg 75° - tg (45° + 30°) = S 15 


1 4- 


73 

3 


I - tg 45° tg 30" 

3 4- 7^ 

~~ 3 + 73 


3 


1 - 1 


73 


3 - 73 3 - 73 


R.6 


3 % 

Racionalizando, temos tg 75° — 2 + a/T- 

Sendo tg a — 3, calcular tg (45° 4- a). 
Resolugao 

tg 45° H- tg a _ 


tg (45° 4- a) - 


[ + 3 


1 — tg 45" tg a 


1-1*3 


= -2 


Logo, tg (45° + a) = - 2. 



EXERCICIOS SASICOS 


B.l Calcule: 

a) cos 15° 

b) sen 75° 


c) cos 105° 

d ) sen 165" 


SKBtt 3 71 

B.2 Sabendo que sen a — — e que 0 < a < — , calcule 

5 L 


cos 


7t 


\ 


3 


H- a 


J 


B.3 Sabendo que cos a = 


i- e que <x< 2 k, calcule 


sen 


re ^ 

T ’J 


B.4 (U. E. Londrina-PR) A ex press ao cos 




3 71 

T 


4 * X 


J 


equivalente a: 
a) —sen a 
bj —cos A 


c) sen a ■ cos a 

d ) cos .v 


e) sen x 


B.5 (Cefet-PR) A expressao 

5k 


sen^— + cos ( a + In) • sen 


5 k 


a 


e igual a: 

a) cos 2 a 

b) sen 2 a 


c) sec 2 a 

d) cossec 2 a 


e) ts 2 a 
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B.6 (Unifor-CE) O valor da expressao 

eos x ■ cos v + sen .v • sen v, para x — 


a) 


b) 


V 


l O 

f 5 


c) - 


d) 1 


m 


7t 7C 

T e 3' = “57T* e: 

5 All 


e) 



B.7 


Demon St re as seguintes identidades: 




a) sen 


3tt 


\ 


+ x 


— —COS A' 


b) cos (—at) — cosx Sugestao. cos <&~x) — cos (0 — x) 

c) sen ( —x) — — sen x 


B.8 Resoiva a seguinte equaqao em IR: 



f 71 


Jt j 

sen 

X 

+ cos 

X — — 


{ 6 J 


3 J 


, Jt ' 

+ sen 

K ) 

X + — 

X — 

\ 4 J 


^ 4 J 


= J1 


B.9 Determine, no universo U = IR, o conjunto soluqao da 

All _ V2 

equaqao sen ~ — ■ ~ 

B.10 Calcule tg 15°. 

B.l I Sendo tg a = 2 v3 , calcule: 

a) tg (60° + a) b) tg (60° — a) 

B.12 O quadrilatero ABCD da figura abaixo e um retangulo. 
Calcule a soma a + (3. 



2 cm 


B.13 Sabendo que tg a e tg [3 sao raizes da equacao do 2“ grau 
ax 1 + bx + c = 0, determine o valor de tg (a + [3) em 
fungao de a, bee (sendo a #= c). 

Exercicios complementares de C.l a C.10 


2. SENO, CO-SENO E TANGENTE 
DO ARCO DUPLO 

Observe os arcos de medidas x c 2.v na circunferencia 
trigonometric a a seguir: 



A ordenada do ponto Peo sen x. e a ordenada do ponto 
Q 6 o sen 2x. 

Voce acha que, para qualquer valor de x, o sen 2x e o 
dobro do sen a? Ou seja. sen 2x = 2 sen jc? 


Facilmente se percebe que nao, pela figura. 

Alias, para um valor conveniente de jc, o sen 2x pode 
ser ate igual a sen jc. For exemplo, se fizermos x = 60°, 
entao 2a* - 120° e teremos sen 120° = sen 60°, ou seja, 
sen Zr = sen x para jc = 60 1: . Conclusoes analogas sao ob- 
tidas para o co-seno e para a tangente. 

Vamos estudar tres identidades, em IR. que nos auxi- 
liarao nos calculos de sen 2x, cos Zc e tg Zt. Sao elas: 


a) 


sen 2jc — 2 sen x cos x 


an 


cos 2x = cos 2 jc — sen 2 jc 


m 


. n 2 tg A 

tg 2x = 


1 — tg 2 x 


(Obedecidas as con- 
diedes de existencia. ) 


Demonstrates 

Fazendo 2x = x + x e usando as formulas de adiqao de 
arcos, tern os: 

(I) sen Zc = sen (jc + jc) — sen jc cos jc 4- sen x cos x — 
= 2 sen x cos x 

(U) cos 2x - cos (x + x) = cos x cos x — sen x sen x = 


= cos 2 x — sen 2 x 


(HI) tg 2x = tg (x + x ) 


_ tg x + tg x _ 2 tg x 


1 — tg x tg x 


1 — tg" x 



(c.q.d.) 


EXERCICIOS RESOLVIDOS 


R.7 


3 K 

Sabendo que sen x — e que — < x < n, calcular 

sen 2x. 

Resolugao 

Sabemos que sen 2x = 2 sen x eos x. 

Pela rela^ao fundamental sen 2 x + cos 2 x = 


Q \2 Q 

+ cos 2 x — 1 A cos 2 X = 1 - 


v J J 


25 


1, temos: 

16 

25 


cos x— ± — 


Como x e um arco do 2- quadrante. temos cos x = 


Assim, sen 2x = 2 


Logo, sen 2x = 


5 






4_ ' 

5 > 


24 

25 ' 


4 

5 


24 

25 


R.8 


Sabendo que cos x = calcular cos 2x. 

Resolugao 

Sabemos que cos 2x - cos 2 x — sen 2 x. 
Substituindo sen 2 xpor 1 — cos 2 x, temos: 

cos 2x — cos 2 x — (1 — cos 2 x) = 2 cos 2 x 

' 1 t 


- 1 


Logo, cos 2x = 2 


- 1. 


j 


* . cos 2x — — 


1_ 

9 


TRIGONOMETRIA 



UNIDADE 6 


1 

.9 Sendo cos x = — , calcular cos Ax. 

4 

Resolugao 

cos Ax — cos (2 * 2x) = cos 2 2x — sen 2 2x * 
= cos 2 2x — (1 — cos 2 2x ) — 2 cos 2 2x — 1 
= 2 (cos 2 x — sen 2 x) 2 — 1 = 

— 2 [cos 2 x — ( I — cos 2 x)] 2 — 1 = 

- 2 [2 cos 2 a- - 111 - ! 


Substituindo cos x por temos: 


cos 4v — 2 


/ 1 V 
2 — 

L l A J 


- 1 


Logo, cos 4x 


17 

32 


R.10 Resolver em IR a equagao sen 2.x — 2 sen x. 
Resolugao 

2 sen x cos x = 2 sen x (: 2) 
. ' . sen x cos x — sen x 
sen x cos .x — sen x — 0 
sen x (cos x — 1 ) = 0 

Entao, temos: 

• sen x ~ 0 



• ou cos x — l 



Observe que o conjunto (H) dos valores da forma 
x — kin esta conti do no conjunto (I) dos valores da for- 
ma x — kn, k E 7L. Como o conjunto solugao deve ser a 
reuniao de (I) e (II), temos: 

S — [x e IR | x = ft tGZ) 

R.l 1 Resolver a equagao sen x cos x = — : 

a) em IR b) para 0 x < 2n 

Resolugao 

a) Multi pi icando por 2 ambos os membros da igualdade, 
obtemos: 

2 sen x cos x — 1 
sen lx — 1 


Para facililar. vamos fazer a mudunga de variavel 
2x - a. Feito isso, resolvemos a equagao sen a — l 
nas infmitas voltas da circunferencia. obtendo: 


a = 


71 


+ k ' 27t, f E Z 


Finalmente. retomamos a variavel original a. Para 
isso. basta substituir por 2x a variavel auxiliar a da 


igualdade anterior, isto e: 


71 


2x = — + k • 2n , iGZ 


. . x = 


7t 


+ &7T, ^ 


Portanto. o conjunto solugao da equagao e: 


s = x e ir 


7t 1 

x = + fcjt, k E 7L\ 

4 J 


b} Para obter as raizes da equagao na primeira voita posi- 
tiva, basta airibuir a k, na igualdade anterior, valores 
inteiros de modo que 0 =£ x < 2 tc. Observe: 


k = 0 


x — 


K 


k — 1 — > x — 


571 

T 


Nenhum outro valor de k nos interessa. pois para qual- 
quer outro inteiro k teremos um valor de x fora do 
intervale [0, 2rc[, Portanto, o conjunto solugao, nesse 

intervalo. 6 5= j—% ~- 

{ 4 4 

R.12 Dado que sen x = a, calcular sen 3x, em fiingao de a. 

Resolugao 

Fazendo 3x = X + 2x e usando as formulas de adigao de 
arcos e de arco duplo, temos: 

sen 3x = sen (x + 2x) = 

= sen x cos 2.x + sen 2x cos x = 

— sen x (cos 2 x — sen 2 x) + 2 sen x cos x' cos x ~ 

— sen x ( 1 — sen 2 x — sen 2 x) + 2 sen x cos 2 x = 

— sen x (1 — 2 sen 2 x) + 2 sen x (1 — sen 2 x) — 

— sen x — 2 sen 3 x + 2 sen x — 2 sen 3 .x — 

— 3 sen x — 4 sen 3 x 

Finalmente, temos que sen 3x — 3a — 4a 3 . 

R.13 Sendo tg x = 5, calcular te 2x. 


Resolugao 


2 x 

te 2x = 


2 • 5 


1 - tg 2 x 
10 . 


24 


igzx 


9 v “ — 


1 - 5 2 
5 


12 



EXERCICIOS $AS\COS 


B.14 Sabendo que sen x = 
cule sen 2x. 


5 ^ _ 3n . 

e que 7 t < x < —t— , cat 
13 2 


L 


B.15 Sabendo que cos x = calcule cos 2x. 

5 


7t 


B.16 Sabendo que sen x = 2 eos x e 0 < x < calcule: 


a) sen 2x 


b) cos 2v 







B.JL7 Sabendo que cos x — a, calc tile em fun^ao de a: 
a) cos 2x b) cos 4x 

1 TC 

B.18 Sabendo que sen a = — e que 0 < x < — . ce 

Bl/ Jar 


sen 4 a, 


B.I9 Demonstreque 


cos 2 x 


cos x - sen x 


— cos .v — sen x e iden 


lidade no uni verso U — {.v £ IR sen a - cos a). 


_ —9 


sen ’ a e 


B.20 Demonstre que cos x sen 2a — 2 sen x — 
uma identidade em IR. 

B.2I Resolva a equagao sen 2 a = 2 cos x, em R. 


B.22 Determine, em IR. o cunjunto soluyao da equa?ao: 

sen 2.v — 3 cos x = 0 

B.23 Considerando o universo U ~ IR, resolva a equa^ao: 

cos 2 a — sen 2 a + 1 = 0 

15.24 Obtenha o conjunto dos valores de x, a £ IR, que satis 
facam a isualdade cos 2x — sen x. 


B.25 Sendo tg x — 2. calcule ta 2v. 


4 


B.26 (Mackenzie-SP) Se sen x — — e tg a' < 0, entao tg 2x 


vale: 


a) 


b) - 


c) - 


8 


e) - 


4_ 

3 


7 


d) 


8 

3 


Exercicios complementares de C.11 a C.20 


3. FORMULAS DE TRANSFORMAQAO 
EM PRODUTO 

Voce jd estudou. em algebra, alguns casos de fato- 
ra^ao, como. por exemplo, a diferenca de dois quadrados, 
isto e, a 2 — b 2 = (a 4- b){a — b). 

Vainos estudar agora quatro casos de fatoragao de 
expressoes trigonometricas: 


i , „ p + q p — q 

I. sen p + sen q = 2 sen ■ ■ cos 


ti o p ~ 4 p + q 

E. sen p — sen q — 2 sen cos 


... , ^ p + q p — q 

m. cos p + cos q — 2 cos cos — — 


2 


n/ „ ~ P + 4 P ~ q 

IV. cos p — cos q = — 2 sen . sen ^ 


? 


2 


Essas formulas sao conhecidas como formulas de 
prostafercse ( prosthaphaeresis, que. em grego, significa 
“adi^ao e subtragao”). 

Demonstracao 

Sabemos que: 

A) sen (a; + y) = sen jc cos y + sen v cos x 

B) sen (x — y) = sen x cos y — sen y cos x 


C) cos (a* + y) = cos x cos y — sen a sen y 

D) cos (a — y) = cos x cos v + sen x sen y 

Somando, membro a membro, (A) e (B): 

I. sen (jc + y) + sen (x — y) — 2 sen x cos y 

Subtraindo, membro a membro, (A) e (B): 

II. sen (a + y) — sen (a — y) = 2 sen y cos x 

Somando, membro a membro, (C) e (D): 

III. cos (a + y) + cos (a — y) = 2 cos a cos y 

Subtraindo, membro a membro, (C) e (D): 

IV. cos (a + y) — cos (a — y) — —2 sen x sen y 

Fapamos agora em cada uma das igualdades (I), (II), 
(III) e (IV) as seguintes mudangas de variaveis: 


x + y — p 
x — y — q 


Resolvendo o sislema. temos: 




P + 4 

2 


e v 


4 


Entao efetuamos as mudanqas de variaveis em (I), 
(IE) e (IV): 


I. sen p + sen q = 2 sen 


P + 4 


cos 


P ~ 4 


p — q p + q 
II. sen p — sen q = 2 sen — - — cos — — — 


_ p 4- q p — q 

111. cos p + cos q = 2 cos — - — cos — - — 


l v; „ p + q p~ q 

IV. cos p — cos q = — 2 sen — - — sen — - — 


(c.q.d.) 



EXERCICIOS RE50LVID0S 

R.I4 Fatorar a expressao sen 5.v + sen 3 a*. 
Resolucao 

Pel a formula (I) de transform a$3o em produto: 

sen 5a + sen 3a ~ 

~ 5 a + 3a 5a — 3a 

— 2 sen cos — 


- 2 sen 4a cos a 

R.15 Fatorar a expressao cos 3a + cos lx . 

Resolugao 

Pela formula (III i de transfomia^ao em produto: 

cos 3a + cos 5a — 

_ 3a + 5a 3a — 5a 

— 2 cos cos r - 




= 2 cos 4a cos ( —a) 

Sabemos que cos (—a) = cos a. Entao, substituindo, 
temos cos 3a + cos 5a = 2 cos 4 a cos a. 




TRIGONOMETRIA 
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R.16 Fatorar a expressao cos 10° — cos 40°. 

Resol ucdo 

Pela formula (IV) de transformagao em produto: 

cos 10° — cos 40° — 

. 10° + 40° 10° -40° 

— —2 sen sen = 

2 2 

— —2 sen 25° sen (— 15°) 

Sabemos que sen (—15°) = —sen 15°. Logo, temos: 
cos 10° — cos 40° — 2 sen 25° sen 15° 

R.17 Fatorar a expressao 1 — sen 80°. 

Resohicdo 

y 

Fazendo 1 = sen 90° e aplicondo a formula (II) de trans- 
formagao em produto: 

sen 90° — sen 80° = 

„ 90° - 80° 90° + 80° 

= 2 sen cos = 

2 2 

= 2 sen 5° cos 85°. 

R.18 Resolver, em 1R, a equagao sen 5x = sen 3.v. 

Resolugao 

sen 5x — sen 3x = 0 

Fatorando o prime! ro membro da igualdade, temos: 

2 sen .v cos Ax = 0 

Entao: 

• sen x — 0 



X — kn, k £ 

• ou cos 4x = 0 (fazemos 4x = a) 





Substituindo a por 4x: 


A ^ r J * ^ 

4jc = — + kn x = 


8 


. kn + . r ,. 

+ — — , 1:GA 


Logo, 5 = a: G [R | x = kn ou 
x= -y + k G 7L\. 


R.19 Resolver, em 1R, a equagao sen 3.v — sen x = 2 cos 2x. 


Resolugao 


sen 3x — sen x — 2 cos 2x = 0 


Fatorando o primeiro membro: 

(sen 3x — sen x) — 2 cos 2x = 0 =$ 

Aplica-se a formula II de 
transformagao em produto 

T 

2 sen x cos 2x — 2 cos 2x = 0 
.*.2 cos 2x(sen x — 1 ) == 0 
cos 2,r = 0 ou sen x — 1 

Resolvendo cada uma dessns equagoes: 
* cos 2x = 0 (fazemos 2x — a) 



* sen x = 1 



x = -y- + k ’ 2n. (£2 


A trigonometria e a astronomia 

Ate o final do seculo XVI o desenvolvimento da astronomia esbarrava em catculos longos e tediosos.. tais como 
o produto sen 16° ■ cos 4°, em que sen 16° = 0,275637355 e cos 4° = 0,99756405, Nessa epoca, os astro- 
nomos passaram a usar as formulas de prostaferese que transformam a muitiplicacao em adiqao ou subtraqao. 
Afinal, adicionar ou subtrair e, geralmente, mais rapldo do que multiplicar. Uma dessas formulas e: 

senfx += y) + sen |x — y) = 2 ■ sen x * cos y 

For exemplo, usando a formula aclma e os valores sen 20° = 0,34202014 e sen 12° = 0,20791169, pode- 
se calcular o produto sen 16* • cos 4 D da seguinte maneira: 


sen (16° + 4°) + sen (16° - 4°) = 2 * sen 16° • cos 4° 
sen 20° + sen 12° = 2 • sen 16° • cos 4° 


0,54202014 + 0,20791 169 = 2 • sen 16° ■ cos 4 Q 


0,54993185 = 

. 0,54993183 

2 


2 • sen 16° • cos 4° 
= sen 16° ■ cos 4° 


sen 16° ■ cos 4° - 0,274965915 


m 

ift / / 

JT EXERCICI 05 &AS1C05 

B.27 Fatore as expressoes: 

a) sen 4x + sen 2.x 

b) sen 6x — sen 4x 

c) cos 8x + cos 2x 

d) cos 5x — cos x 

e) sen 1 0° + sen 20° 

f) — 1 + sen 20° 

g) cos 10° — 1 

h) i — cos x 

B.28 Fatore a expressao sen 10 fJ + cos 20°. Sugestao. Trans- 
forme a expressao nuina soma de senos (ou co-senos) 
usando a propriedade: “Se dois arcos sao complemen- 
tares. entao o seno de um deles e igual ao co-seno do 
outro”. 

B.29 Tnmsforme em produto a expressao: 

cos 5x + cos x - 2 cos 3x 

B.30 Escreva a expressao a seguir na forma fatorada: 

sen 6x + 2 sen 4x + sen 2x 

B,31 Obtenha uma expressao fatorada equivalente a: 

cos x + cos 3x + cos 5.v + cos lx 


B.32 


Simplifique a expressao E = 


sen 3.v + sen x 
sen 2.v 


B.37 Ccinsiderando o universo U ~ IR, resolva a equacao: 

sen 5x — sen x - 2 cos 3x 

B.38 De o conjunto solupao da equa£ao sen 5x = sen x, para 
0 x < 2n. Sugestao. Inicialmente resolva a equafao 
em 1R, e, depois, atribita valores inieiros convenientes a 
variavei k do termo geral. 

Exercicios complementares de C.21 a C.25 



EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


C.l Calcule o valor da expressao: 

E — sen 3x cos x — sen x cos 3a* para x 



C.2 Sabendo que cos x — — eque 270° < x < 360°, calcule 
o valor da expressao E ~ cos (71 + .v) + sen x. 


C.3 


Sabendo que cos a = 



e que a e b sao 


medidas de arcos do l fl quadranie, calcule: 

a) sen (a + b) 

b) cos la — b ) 


C.4 (UFPE) Tndique o valor da constante A na identidade: 

cos 9 + Jj sen 0 = A cos ( 0 — 60°) 


B.33 


.... _ „ sen 4 A' + sen 2 a 

Simplifique a expressao E — — . 

cos 4x — cos 2x 


B.34 Resolva, em IR, a equaijao cos 5a = cos x. 

B.35 Determine, em IR, o conjunto solu^ao da equacao: 

sen 3a: — sen x 


C.5 (FEI-SP) A expressao sen {a + b) sen [a — b) 6 equiva- 
lente a: 

a) cos b — cos a 

b) sen b — sen a 

c) cos- b — cos 2 a 

d) sen 2 b — sen 2 a 

e) cos 2 a — cos 2 b 



(U. F. Pelotas-RS) Sen do a + p = — . 


determi ne o va- 


lor de (cos a + cos fJ) 2 + (sen a — sen (3) 2 . 


B.36 Obtenha o conjunto dos valores de x, x E IR. que satis- 
fa^am a igualdade cos x + cos 5x = 2 cos 3x. 



C.1 1 ( U. F, Santa Maria-RS) O valor da expressao 


4 sen a cos x cos 2x para x — 


C.1 7 (Fuvest-SP) O valor de (tg 10° + cotg 10°) sen 20° e 

a) 4" 

b) 1 

c) 2 


C.7 (Fuvest-SP) 


C.12 (U. F. Santa Maria-RS) Se tg.v = — — e 

< x < entao cos 2x vale: 

2 4 



Hall 

ill 

10 

0.174 

0,985 

1 1 

0,191 

0.982 

12 

0,208 

0,978 

13 

0.225 

0.974 

14 

0,242 

0.970 

15 

0,259 

0.966 

16 

0.276 

0,961 

17 

0.292 

0,956 

18 

0.309 

0,951 

19 

0,326 

0.946 

20 

0,342 

mm 


V. ' 

I 

£ 



21 

0.358 

0,934 

22 

0,375 

0.927 

23 

0.391 

0,921 

24 

0.407 

0.914 

25 

0,423 

0,906 

26 

0,438 

0,899 

27 

0.454 

0,89 1 

28 

0,470 

0.883 

29 

0,485 

0.875 

30 

0.500 

0.866 





A Lima d island a de 40 m, uma Lorre d vista sob um an- 
gulo a. Como mostra a figura. 

a) Usando a tabela dada, determine a altura da torre, 
supondo o. — 20°. Efetue os calculos. 

b) Se o angulo a vales.se 40 '. como se poderia calcular a 
altura usando os dados da tabela? Indique os calculos. 


C.8 Simplifique a expressao E = ® ' v ® ^ 


1 + tg x tg (.v — y) 
satisfeitas as condicoes de existfncia. 

C.9 Demonstre que tg (90° + a) = —cotg a, satisfeitas as 
condigoes de existencia. Cuidado! 


C.10 (UFCE) Se a + y = entao, o produto 

4 


C.I3 (PUC-RJ) Se tg 3a - 4, entao tg 6 a e igual a: 
a) 8 

8 


Sugestao. tg 6.v = tg (2 * 3a). 


C.14 Determine a medida do seamento AD na fieura; 


Sugestao. Teorema do angulo externo de um triangulo. 

C.15 (UFCE) Sabendo que cos a = a, calcule cos 3a, em fun 
9 §o de a. Sugestao. Veja exercicio R.12. 

C.16 (Fuvest-SP) O valor de (sen 22°30' -t- cos 22°30') :! e: 

3 


2 + JJ 


2+ Jl 


204 



C.18 (Vunesp) Determine todos os valores de.v, 0 x < 2 it, 
para os quais se verifica a igualdade (sen a - + cos .v) 2 = 1 . 
Sugestao. Veja exercfcio R. 1 1 . 

C.19 (UFPI) Se a e a medida de um arco do primeiro qua- 

. Ct - 1 

dr ante trisonometrico e sen — = — s entao o valor do 

2 3 

sen a e: 


a) 


b) 


2J2 

9 

4.72 




d) 


3 

I 


7 


D 


e) 


Sugestao. sen a = sen 






a 1 

T J 


C.20 (Fuvest-SP) Se cos 


x 


entao cos x vale: 


a) - 


bj 


c) 


d) 


e) 


3 

8 


8 


J14 

4 

1_ 

8 


V 34 


Cj21 (F. R. Nuno Lisboa-RJ) Sendo a — b = calcule o 


valor da expressao y — 


sen a - sen b 
cos a + cos b 


C.22 (U. F. Pelotas-RS) A expressao — 


sen x + sen y , 


A' — sen v 


e equi- 


valente a: 


a) tg 




x + y 

o 


tg 


X — V 


b) tg (2 a + 2y) tg (2? — 2y) 


c) 1 


ia 


v + y 


d) 


tg 


.v 


V 


0 


e) 0 


C.23 (Cefer-PRJ T ransformando em produto a expressao 

sen- 4a — sen- Zv, obtdm-se: 

a) —sen Zv sen 6.v d) sen Zv cos 6x 

b) sen Zv sen 6 a e) sen 6x cos Zv 

c) — sen Zv cos 6x 

Sugestao, Diferenqa de dots quadrados. 

C.24 Adigoes e subtra^oes de tangentes tambem podem ser 
transformadas em produto. Demonstre as seguintes 
formulas de transformacao em produto. em que sao 
obedecidas as conduces de existential 

. , . sen ( p + q) 

a) tg p + tg q ■= - 


cos p cos q 


, , - „ ... sen (p — i 

b) igp « tg q — ! 


cos p cos q 


C-.25 Usando as formulas do exercfcio anterior, transforme em 


produto as expressoes: 
a) te 3.v +- tg a 


b) ts 5a - tg 2v 
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Ccipftulo 36 


AS FUN^OES 



, CO-SENO E TANGENTE 


1. CONCEITUAQAO 

A cada numero real x podemos associar um unico seno, um unico co-seno e uma unica tangente. Desse modo, defi 
nimos tres fi^oes trigonometricas f(x) = sen x, g (a ) = cos a - e h(x) — tg x: 


f{x) — sen x 



IR 

/ 

f 


g(x) — cos x 
[R 


/ 


X 



COS X 


D = IR 
Im = { v E IR 




X 

D — \R 

Im = { y E IR — 1 ^ j 1 } 


— tg x 


D 


IR 




D = A £ IR 


Till = IR 


X n 


tg x- 


7t 


Ick, k £ 7L 


2. GRAFICO DA FUNCAO y = sen x 



Note que a funcao seno satisfaz as condicoes: 


sen (2k 4- a ) =* sen x 


sen (4k + a) = sen x 


sen (6jt + ,v) = sen x 


sen (k ' 2k + x) = sen x, com kSX 


O menor numero positivo p tal que sen (p + .v) _ sen x 
6p ~ 2 k. Por isso, dizemos que a funcao seno e periodica 
e seu penodo e 2k. 



EXERCICIOS RESOLVIPOS 


• • 'V.- • • -v 





R.l 


Esbocar o grafico da funcao y = 2 sen x. 

Resohtgao 

Para um esbogo do grailco, basta atribuirmos ao arcox 
os valores Q, , k, j|p- e 2% e calcularmos os corres- 

pondentes valores de y: 




0 

0 

TC 

9 

2 

Im 

K 

0 

3k 

-2 

2 


2 n 

0 


O if\£Z 

ZvD 




Marcando no piano cartesiano os pontos (0* 0) ? 


f 


n 


? 


V 


J 


3 TC >l 

, (ft. 0), [ — 2 e (2iu. 0), lenios: 



O grafico da fungao passa por esses pontos e tern a forma: 



D = IR; Im = {y £= IR | — 2 ^ y ^ 2} ; p = 2jt 

Observagao 

Constnumos apenas um perfodo do grafico, porem nao 
perca de vista que essa figura se repele tanlo ate o +<» 
como ate o — °° oa diregao do eixo das abscissas. 

Esbogar o grafico da fungao y = 3 + 2 sen x. 

Resolucao 



0 

3 

71 

~2 

5 

TZ 

3 

2% 

"2 

1 

2n 

3 



D — IR; Im — {y G IR [ 1 ^ y ^ 5] ; p = 2% 


R.3 


Esbocar o grafico da fungao y = sen 2x. 

Resolucao 

Quando o arco da funcao seno for da forma ax + b. com 
a ¥= 0 e a # 1 on a — 1 e b i= 0, devemos construir uma 
tabela com tres colunas: a primeira para o arco ax + b, a 
segonda para valores dev e a terceira para va lores de y. 
No exereieio em queslao, a tabela deve ter a forma: 



Y 

V 

-*■ 

J 




Para obtennos um period© da fungao, atribufmos ao arco 
2x os valores 0, - , it, e 2ic, e a seguir determina- 

Jh# Am* 

mos os valores correspondentes de x e y: 



0 


n 


n 


3tc 


2tc 


(0 


if 


\ 


K 




n_ 

2 


f 3 it 

t 4 


(it 


0) 


J 




A 


0 


J 


\ 


-1 


J 


0) 



HA Es bocar o grafico da funcao y — sen 

Resolucao 


/ 


K 


\ 2 


.X 


J 



0 


71 



71 


3tt 


2% 


( 


it 


v 2 



0 


1) 


0 





f 

\ 


3tc 


j 


1) 


0 




) 



D = IR; Im = {y (E IR | — 1 =£ y 5 ^ l}; p — 2% 
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R.5 Determinar os valores reals de m de modo que exista a 
igualdade sen x - 5m - 1 . 

Resolugdo 

Sabemos que - 1 ^ sen x I . Logo, — 1 =5 5m — 1 *£ 1 . 
Somando I a cada mernbro dessa dupia desiguaidade, 
temos: 

— I ^ 5m — 1 m 1 
+1 - I E 1 

0 s 5 m ss 2 

Dividindo os membros dessa ultima desiguaidade por 5, 

2 

obtemos 0 m — . 

Fortanto, a igualdade sen x = 5m — l so existe para 
m & 1R e 0 ^ m ^ ~ . 


B.2 Para que valores reais de m a equagao sen ,v — 3m — 1 
admiie solugao? 

B.3 Determine os valores reais de m de modo que exista a 
igualdade 2 sen x ~ 3 mMb 1* 

Exercfcios complementares de C.1 a C.3 


3. GRAFICO DA FUNQAO y = cos x 


Sabemos que cos x = sen 


7t 


X 




; entuo o grafico 


1 


V = cos x 6 o grafico da fungao y — sen 
exercicio R.4 vinios que esse grafico e: 


JU 

2 


JC 


. No 


/ 


O processo respiratorio 

Em urn modelo para descrever o processo respi- 
ratorio, considera-se que o fluxo de ar f na traqueia, 
em a mbos os sen tides — inspiracao e explragao — , 
e a pressao interpleural P — pressao existente na 
calxa toraciqa produ2ida pelo dlafragma e por muscu- 
los intercostais — sao fungoes period icas do tempo 
t, havendo entre elas uma dlferenca de fase. Essas 
funcoes sao descrltas, para t > 0, por: 



Eft) = A sen (wt) 


PC t) = c - sr t 


k 


(a j 


em que k, A Be C sao constantes reais posit! vas e 
to e a frequ^nda respiratoria. 


ft g 

1 EXERCICIOS BAS1C0S 




B.l Esboee o grafico de cada uma das fungoes: 

a) y = 4 sen x 

b) v = —4 sen x 


c) v = 


sen x 


d) y = sen 4x 


e) y = 3 sen 


x 


f) y = 3 sen 


x 


n 


\ 


g) v = — 2 sen 


x 4- 


JC 

7 


h) v = 4 + 2 sen x 

i) y — 3 — 2 sen x 

j ) v = 2 + 5 sen 2x 

k) y — —3 + 2 sen 


x 


■~v. 


m 


Jf- EXERCICIOS RESOLVIDOS 

R.6 Esbogar o grafico da fungao y — 2 cos x 

Resolugao 




d 

.2 

71 

0 

2 

71 

— 1 

3ti 

2 ~ 

0 

2 k 

r 2 



D = iR; Im = [y €= 1R —2 =£ y US 2}; p ~ 2% 




R*7 Esbocar o grafico da fun^ao v — 3 cos 2*. 
Resolugao 




R,8 Esbocar o grafico da fim^ao y = 1 1 + 2 cos x\. 
Resolucao 

Jr 

Fuse I. Inicialmente, vamos construir o grafico auxiliar 
Y = 1 + 2 cos x. 




0 

3 

71 

I 

2 

n 

-1 

3p 

1 

2 

2tc 

3 



Fuse 2. Agora vamos construir o grafico de 


v — 


1 + 2 cos.vi. Para isso. ha si a. no grafico anterior: 


• transfonrtar cada ponto de ordenada negativa eni seu 
simetrico em relacfio ao eixo das abscissas. 

Assim. teremos o grafico de v = 1 1 + 2 cos ,v 




B.4 


EXERC1C106 BASi COS 

Esboce o grafico de cada uma das funebes: 

a) y — 4 cos x 

b) y — —4 cos a 

c) y ~ cos 4x 

d) y = 3 cos -+- 


e) v — cos 




A* 


7U 




4 J 


f) y = —2 cos 




K 


\ 


X + 

4 


e) v = 4 + 2 cos x 
h) y = — 3 + cos .v 
ij v = 2 + 5 cos 2x 

j ) y = 2 + 3 cos 


TE 




4 J 


k)y = cos 


H 


V 2 


x 


1) V 

m) y 


3 + 4 cos x 
~ Icos A* 


B.5 O grafico da riincao v = b cos mx e: 



B.6 

B.7 


Determine os valores de b e m. 

Para que valores reais de m podemos ter cos x = 2m — 5? 


(FURRN) Se fix) 
imagem d e/6: 

a) ] — 1 , 1 [ 

b) [3, 5] 

Sugestao. — ! ^ 


— 4 — cos (a + 1 ), entao o conjunto 


conservar os pontos de ordenada nao-negativa; 


c) [0. 1[ 

d) ] — 4. 4] 

(.v + E ) sS I . 

Exercicios complementares C.4- e C.5 


e) [0, +«*>[ 
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4. GRAFICO DA FUNQAO y = tg x 



As retas verticals que passam pelos pontos .... - 


K 


K 


3 tc 5 n 


. ... nao tem ponto comuin com o grafico, e 


2 2 2 2 

quando A' se aproxima indefinidanaetite de uma dessas retas, a distancia entie ela e o grafico tende a zero. 
Essas retas sao chamadas de assintotas verticals do grafico. 



R.y 


EXERCICIO RESOLV1DO 

Esbocar o grafico da funcao v — tg 2 a:. 

Resolugao 

Pai:a esbogar nm perfodo do grafico, atribumios ao arco 


2x os vaiores — 


a tabela: 


7t 

2 ' 




TC 


, Assina. teinos 


! .'j) ra 



7 1 

71 

3 

2 

_ T 

TZ 

n 

— 1 


— — — 

4 

8 

0 

0 

0 

71 

71 

1 

4 

8 

7T 

71 

l 

2 

4 


O grafico passa pelos pontos 




ji 


8 


- 1 


, (0, 0) e 


71 


8 ’ 


A 


J 


e, como nao existe a tg 2x para x - - 


n 

~4 


A — 


K 


- . temos que duas assintotas verticals passam pe- 


los pontos de abscissas — — e 71 


4 ' 4 * 
Logo, nm perfodo do grafico e: 

y A 


K_ 

4 


K 


S' / 


1 / 
/ 


• — 


-1 


a 

r 


/ i 


0 _n_ 

~8 


n 

T 


O dommio e obtido impondo-se a condi?ao de existencia 
para a tg 2x, isto e: 

2x* ~ + hz, k G TL /. x # — + kn 


4 


Logo, o domfnio e o conjunto: 
D = {x E 1R 1 X # ~~ 


+ 


k k 


2 


O conjunto imagem e Im = (R. 

O perfodo da funcao e a distancia entre duas assfntotas 


consecutivas. istoe: 



7t 

T 


K 

T J 


K 


P = 


K 


EXERCICi 0 $AS>\ CO 


B.8 Esboce o srdfico de cada nma das funcoes: 


a) v — ta 3x 
bj V = tg 4* 


c) v — — tg 2x 


d) v = tg x 


e) y - - tgxj 


f) y = Itg 2x 


Exercicio complementer C,6 



C.2 


C.3 


EXERCICI05 C0MFLEMENTARE5 


C.l Se 


3rt 


x 2 Ji, delermine os vaJores de m de mode 


que sen x = 3m - 1. Sugestao. Desenhe o intervalo 
3 ti 


, 271 


na circunfereneia ti-iaonometrica e determi- 


ne a variacao do sen x. 

(AEU-DF) Considere que as fases da Lua sejam regidas 
aproxi madamente pela funcao: 


fUl = -7T + 


) 




sen 


d • it 
14 


on de / corresponde a fraeao da superffeie lunar visfvel 
iluminada no “d-esimo " dia de uma observacao. Assina- 
le e classifique como V ou F cada uma das afirmativas 
seguintes. em relapao a funcao dada. 
a) No dia imediatamenie anterior ao do inicio da observa- 
cao a Lua. apresenta 50% de sua face visfvel iluminada. 
bj No setimo dia da observacao teremos "Lua cheia". 

c) No 49° dia da observacao teremos “Lua nova ’. 

d) A Lua apresentara 75% de sua face visfve) iluminada 
no 23 2 dia da observacao. 

e) Um astronomo amador considera que as melhores noi- 
tes de observacao da Lua sao as que precedem ou suce- 
dem as noites de Lua nova, devido a maior sombra que 
as montanhas lunares projetam em sua superffeie. Nes- 
te caso, o astronomo podera proceder a uma dessas ob- 
servaedes “ideais” na noile do 15" dia da observacao. 

(Cefei-PR-modificado i Um garoto amarra uma pedra a 
um barbante de 3 dm de comprimento e a gira num piano 
[3 vertical e perpendicular ao soio. Observe na figura a 
altura h e a medida rx. em radianos, do angulo formado 
pelo barbante e uma reta horizontal contida no piano |3. 
Construa um sistema de eixos cartesiano ortogonal. con- 
siderando que cada uztidade represente 1 dm. e desenhe 
o gratico que descreve os valores de h em funcao de a. 
(Considere inedidas algebricas negativas para h quando 
a pedra estiver abaixo da horizontal que passa pelo extre- 
mo fixo do barbante.) 


C.4 Sabendo que 


C.5 


7t 


WM it, determine os valores reais de 


m de modo que cos x = 


3m — 1 


(U. F. Santa Maria-RS) Considere as afirmativas refe- 
rentes a funcoes trigonometricas. classiticando cada uma 
como V ou F. 

• A fun c So y = 2 cos 3.r tem domfnio IR e imagem 

[-Ml. 

• Para qualquer nurnero real v. x % kK, k E 7L , a sentenca 

sen 2x 2 , . , . , , 

— — e uma identidade. 

sen- x tg .v 

ts-r* 

• Dos gnificos a seguir. o que melhor representa a fun- 
Cao y — sen 2*- e o indicado pela letra (a). 


ec 

I- 





A seqiiencia conreta e: 


" j a 

J 

h 

a) V 

F 

F 

c) V F V 

e) F — F 

1 

h. 

b) F~ 

V - 

F 

d) F — V —V 



V 






HI I £ 

| \ M 


C.6 Esboce o grafico da funcao: 

tg X 


m = 


1 + tg .V 


+ 


tg X 
1 - tg X 
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Capitulo 37 


RESOLUCAO DE TRIANGULOS 


1 * APLICAQAO DO CO-SENO N A 
RESOLUCAO DE TRIANGULOS 

Teorema (lei dos co-senos) 

Sejam a. bee as medidas dos lados de um triangulo e 
a a medida do angulo oposto ao lado de medida a . 



(a < 9tn 



(a > 90”) 



(a - 90°) 


Entao, tern os 


a~ — b- + c 2 — 2 be cos 


a 


Demonstraeao 

Demostraremos apenas o caxo em que a < 90°, dei 
xando os outros dois casos como exerefeios. 



Sejam: 

• CH a aJtura relativa ao !ado AB ; 

• AH a projecao ortogonal do lado AC sobre o lado AB: 

• BH a projeqao ortogonal do lado BC sobre o lado AB. 

Aplicando o teorema de Pitagoras nos triangulos retangu- 
los HBC e HAC, temos: 

h 2 + (fi — m) 1 — a 2 (I) 
h 2 + m 2 = b 2 (ii) 


Subtraindo membro a membro as igualdades (T) e (11): 


(c — m ) 2 — m 2 = a 2 ~ b 1 
c 2 — 2cm + n& — m- = a 2 
.‘.a 2 b 1 + c 2 — 2 cm QE) 


-b 2 


Do triangulo MAC, temos: 


cos ct = 


m 


=4> m = b cos a (IV) 


Substituindo (TV) em (III), enconLranios, final mente: 


a 2 = b 2 + c 1 — 2 cb cos 


a 





EXERCICIOS RESOLVIPOS 


R.I Determinar o valor de x na ficura. 


60‘ 


8 


Resolugao 

Pel a lei clos co-senos: 


x 2 = 3 2 + 8 2 — 2 ♦ 3 ■ 8 cos 60' 


.’.x 2 = 9 + 64-48 


A x 2 = 4 9 


o 


Logo, x — 7. 

R,2 Determinar o valor tie x na fieura. 


120 


Resolucao 

Pcla lei dos co-senos 


x 1 = 2 2 + 4- - 2 * 2 


r = 4 + 16 — 16 
A x 2 = 28 


Logo, x = 2 Jl . 


(c.q.d.) 


4 cos 1 20 ° 
f I \ 

l 2 
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R.3 


De terminal o valor do cos a a a figura. 


Cal c i lie a medida.v na fieura. 

I - 




Resolucao 

Pela lei dos co-senos: 

6 2 = 3 2 + 4 ; - 2 • 3 • 4 cos a 

36 = 9 + 16 — 24 cos a 24 cos a =— 1 1 

. 11 

L02Q. COS a. — — ~z~r . 


Uma outra maneira de se calcular o 
comprimento de um tune I a ser const ruTdo 

Para calcular o comprimento (: de um tunel que 
sera construtdo iigando dois pontos A e S da base de 
uma montanha, pode-se usar o teorema de Pitago- 
ras, conformeja vimos no capTtulo 8. Uma outra ma- 
neira e usar a lei dos co-senos. Consldera-se’ no pia- 
no da base da montanha um ponto C e calcuiam-se 
as medidas G4 = k CB = y e m (ACB) — a , confor- 
me a figura. Atraves da lei dos co-seno5 obtem-se o 
comprimento €. 



M 

J? EXERCfCIOS BASICOS 

B.l Determine o valor de ,v na figura. 


B.3 



B.4 Obtenha o cos « na figura 


/ a 

/ _ _ _ _ _ . _ . 

— — - 12 

B.5 Dois lados consecutivos de urn paralelogramo medem 
5 cm e i 0 cm e form am entre si um Snsulo de J 20 p . Cal- 
cule as medidas das diagonals desse poh'gono. 

Exerci'cios complerbentares de C.1 a C.3 


2. APLICACAO DO SENO NA 
RESOLUQAO DE TR1ANGULOS 

Teorema (lei dos senos) 

Sejam AS = c, AC = b eBC — a, as medidas dos lados 
de um triangulo ABC. 



Entao, temos: 



B.l (PUC-RS) Determine v na figura. 


a 

sen A 

em que Re o raio da circunferencia circunscrita ao 
triangulo. 


h 


c 


sen B 


sen C 


- 2 R 



Demonstra^ao 

Demonstraremos apenas o caso em que o centro 0 da 
circunferencia circunscrita e inteiior ao triangulo. As 
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demon straqoes para os casos em que o centra O pertence 
a um dos lados on e exterior ao triangulo ficarao como 
exercfcios. 

A 



Sendo BD urn diametro dessa circunferencia, temos 
que o angulo DAB e reto, pois esta inscrito numa semicir- 
cunferencia. Assim, temos: 


jr 'll. 

sen D = 


c 


2 R 


Porem, os angulos D e C sao congruentes, pois estao 
inscritos na mesina circunferencia e detenu inam o mes- 
mo ai'co. Logo, temos que: 


-■ -- 

sen D — sen C = 


2 R 


==>2 R = 


sen C 


Tra^ando por A um diametro AD, temos analoga- 
mente: 

b 


2 R = 


sen B 


Traeando por C um diameu*o CD", temos analoga- 
menle: 


2 R = 


Portanto, conclufmos que: 


ci 


a 


sen A 


sen ,4 


sen B 


sen C 


= 2 R 


(c-q.d.) 





EXERCICIOS RESOLVIDOS 


R.4 Determinar o vaior de a: na figura. 



Resolu^do 

Pel a lei dos senos, temos: 


x 


5j 2 


sen 30° 


sen 45 


? 


5JJ 

M. 


R.5 Determinar o valor de a na figura. 



Resolugao 

Peia lei dos senos, temos: 
4 4^3 


sen a 


sen 120“ 


sen a 


4.JJ 

4 3 


. . sen a = 


Como men medida de um angulo agudo, temos que 
ct - 30°. 

R.6 Calcular a medida do raio da circunferencia cireunscrita 
ao triangulo ABC da figura. 

A 



Resolucdo 

5 

Sendo R a medida do raio da circunferencia cireunscrita 
ao triangulo, temos pela lei dos senos: 


8 


sen 60 ' 


= 2 R 


8 


J 3 


= 2 R 


16 


8 


JJ 


2R R - ~^= 

J 3 


Logo, R ~ 


8. 73" 



EXERCICIOS BASICOS 


B.6 Determine o valor de x na figura. 



4 

B.7 Sabendo que cos ot = — , calcule o vaior de x. 


Logo, x = 5. 


2 a 


a 
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B.8 Determine a medida a, sabendo que a < 90°. 


/ > 



B.9 (Fatec-SP) 0 raio da circunferSncia circunserita ao trian- 
gulo ABC , indicado abaixo, tem comprimento: 


a) 3 cm 

b) 1 2 cm 



No triangulo MNQ tem os sen a = 

h — a sen a (IB 



ou ainda: 


Substituindo (II) ein (I), obtcmos a area do triangulo em 
fun^ao de a, b e cx: 



ba sen a 

2 


ou seja: 


A = — ab sen a 
2 ' ^ " 

Observe que esse calculo foi feito para a < 90°, porem, 
o resultado vale tambem para ot - 90° ou a > 90°, 

(Verifique!) 


J| EXERCICIO RESOLVIDO 

R.7 Calcular a area de cada urn dos triangulos: 

a) /''X. 

4 cm X^ 

5 cm 


Exerefcios complementary de C.4 a C.6 


3. CALCULO DA AREA DE UM 
TRIANGULO EM FUNCAO DAS 
MEDIDAS DE DOIS LADOS E DO 
ANGULO COMPREENDIDO POR ELES 


Para calcular a area do triangulo; 



vamos indicar por h a medida da altura relativa ao 
lado NP: 


M 



b 


Assim, temos que a area A desse triangulo e dada por; 



b) 


6 cm 


120’ 


8 cm 


Resolucdo 


1 


a) A = — • 4 • 5 cm 2 = 1 0 cm 2 


b) A = — -6*8 cm 2 = 24 cm 3 



EXERCICIOS BASICOS 


B.lO Calcule a area de cada um dos trianeulos 


a) 5 


cm 


/ 


/ 


45 




3V2 cm 


b) 


7 cm 




15G‘ 


S cm 


B.l 1 Calcule a area do paralelogramo ABCD: 


B 


5 cm 
30 Q 


D 


9 cm 
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B.12 Calcule a area do segmento circular colorido no cfrculo 
de centro O. abaixo; 



Sugestao. Subtraia da area do setor circular AOB a area 
do triangulo AOB. 

Exercfcio complemerttar C.7 


m „ , 

J/,'- EXERCICIOS COMPLEMENTARES 

Cl (Cesgranrio) Deseja-se medir a distancia entre duas ci- 
dades B e C sobre urn mapa. sem escala. Sabe-se que 
AB — 80 km e A C = 120 km, era que A e uma cidade co- 
nhecida. como mostra a figura. 



Logo, a distancia entre B e C, era km. e: 

a) menor que 90. 

b) maior que 90 e menor que 100. 

c) maior que 100 e menor que 1 10. 

d) maior que I 10 e menor que 120. 

e) maior que 120. 

C-2 (Unicamp-SP) A agua utilizada na casa de um sitio e 
capfada e bombeada do rio para uma caixa-d’agua a 
50 m de distancia. A casa esta a 80 m de distancia da cai- 
xa-d’agua e o Angulo formado pelas diregoes caixa- 
d'&gu a/bomba e caixa-d ' Agua/casa e de 60°. Se se pre- 
tende bomhear agua do mesmo ponto de captagao ate a 
casa. quantos metros de encanamento sao necessaries? 


C.3 


(Fuvest-SP) Um triangulo T tern os lados com medidas 
iguais a .4, 5 e 6. O co-seno do maior angulo de T e: 






C.4 Um triangulo ABC de perfmetro p esta inscrito numa cir- 
cunferencia de raio r. Calcule. era fungao de/? e r, o valor 
de sen A + sen B + sen C. 

C.5 (Unicamp-SP) Observadores nos pontos A e B localizam 
um foco de incendio era F. Conhecendo os Angulos 
FAB - 45°, FBA = 105 a e a distancia AB =15 km, de- 
termine as distancias AF e BF. 


B 



C.6 (UnB-DF) A figura abaixo ilustra a vista de cima de uma 
peea triangular dc madeira OPQ. com Angulo POQ igual 
a 60°. colocada entre dois pregos muito finos.4 e B, fixa- 
dos no solo e distantes 40 cm, um do outro. Gira-se a 
pega sobre o solo, de maneira que ela fique sempre era 
contato com os dots pregos e com o solo, fazendo com 
que o ponto O descreva um arco de circunferencia. con- 
forme tracejado na figura. 



Com base na situacao ap re sen tad a e sabendo que, na po- 
sigao em que a distancia entre A e O e maxima, o trian- 
guloAOB e retangulo, classifique como V ou F eada um 
dos itens abaixo. 

a) Na posigao em que o triangulo AOB e isosceles, a dis- 
tancia entre A e O e maior que a distancia entre A e B. 

b) A distancia entre A e O e sempre inferior a 50 cm. 

c) HA apenas uma posigao na qual O esta a uma distancia 
de 10 cm de A. 

d) Ha exatamente duas posigoes nas quais O esta a uma 
distancia de 43,7 cm de A. 

C.7 Calcule a area da regiao colorida no circulo de centro O: 



B 
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Copftulo 38 



1. INTRODUCAO 

Em urn observatorio meteorologico. imi cientista foi 
incumbido de registrar, de hora em hora, a temperatura de 
uma regiao durante os quatro primeiros dias do mes de 
junho. Depois de realizado o trabalho. o meteorologista 
apresentou um relatorio com a seguinte tabela: 








18 

16 

19 

17 


17 

16 

18 

17 


i6 ; 

18 

20 

19 


16 

17 ' 

20 

18 


17 

19 

19 

20 


18 

19 

17 

20 


18 

20 

21 

f 19 

‘t * , 

19 

20 

21 

19 


20 

21 

23 

21 


20 

22 

21 

22 


21 

1 21 

22 

| 23 


23 

21 

20 

23 


22 

20 I 

21 

22 


22 

21 

22 

20 

^ A - 

21 

23 

21 

21 


20 

21 

20 

19 


20 

21 

21 

20 


19 

20 

21 

20 


18 

19 

22 

21 


19 

20 

22 

20 


18 

19 

| 20 

19 


17 

18 

19 

18 

’ p.i ‘ 

17 

18 

18 

17 


17 

18 

16 

15 


na qual cada elemento da linha i e coiuna jea tempera- 
tura, em graus Celsius, da regiao na hora / do dia j. 

Note a simplicidade dessa tabela. Se quisermos, por 
exemplo. saber qual foi a temperatura as 9 h do dia 3 de 
junho, basta olharmos para a mterseccao da linha 9 com 
a coiuna 3 e encontraremos 23 °C. 

Tabelas como essasao denominadas matrizes. Vamos 
formalizar uma estrutura algebrica para as matrizes, ou 
seja, def iniremos igualdade e operaqoes com elas. 


2. MATRIZ 


Chama-se matriz do tipo m X n (le-se “m por «”) toda 
tabela de numeros dispostos em m linhas e n cotunas. Tal 
tabela deve ser representada entre parenteses ( ), entre 

colchetes [ ] ou entre barras duplas 11 [|. 


Exemplos 


<0 ^3 x 2 





Matriz A do tipo 3x2 


Matriz B do tipo 2x2 


Matriz C do tipo i x 3 


Convencao 

3 

Indicamos por o elemento posicionado na linha i e 
coiuna j de uma matriz A. 


Exemplo 


Na matriz A , :{ 2 



4 

6 


. temos que: 



> 


• o numero 9 esta posicionado na linha 1 e coiuna 1; in- 
dica-se esse elemento por a ] ,, ou seja, a u =9; 

• o 4 esta posicionado na linha 1 e coiuna 2; indica-se 
esse elemento por« t i, ou seja, a 12 = 4; 

• o 5 esta posicionado na linha 2 e coiuna 1 ; indica-se 
esse elemento por a 21 , ou seja, a 21 =5. 


Analogamente temos = 6, fl 31 = 1 e a n = —3. 


Representagao generica de 
uma matriz 

Podemos representar generieamente uma matriz A do 
tipo m X n da seguinte maneira: 

/ x 



«!1 

£ 

a i3 

... a 


a 2 1 

a 22 

(tjfe 

... a 

m X ii 

ft 

ft 

ft 

■ 

m 

* 

a m2 

m 

> 

... a 


Como essa represen taqao e muito extensa. vamos con- 
vencionar uma forma abreviada. Essa matriz pode ser 
representada, simplesmente, por A = X; , ou. quando 

nao houver possibilidade de confusao quanto ao tipo da 
matriz, por A = (a, y ). 






R.i 


« ' 

§ EXERCIC10 RESOLVIDO 


fijfcJ&C 


a, - 5 1 


Representar explicitamente a matriz A = (a^ < 3 tal que 

’ J- 

Resolucdo 

lmcialmente. vainos escrever genericamente uraa matriz: 


2X3 :A = 






a 


a 


II a \2 fl 13 

21 a 22 ^23 J 


Cada elemento a,, dessa matriz deve ser calculado pela 
lei a t} = 5i — j. Temos, portanto: 


a 


= 5 * 1 - 1 = 4 a 2i — 5 * 2 — 1 = 9 


a [2 = 5 ■ 1 — 2 = 3 a 2 i = 5 • 2 — 2 = 8 
% = 5 • 1 - 3 = 2 :% = 5 ■ 2 - 3 = 7 


Assirru a matriz e A = 


4 3 2 




9 8 7 


7 


As matrizes e a engenharia 

ha engenharia, um probiema relevante consiste 
em estudar o desiocamento de uma esfera lisa num 
meio fluido. hesse estudo interverm as segulntes 
grandezas: forga resultante (F), velocidade (v), dia- 
metro (D), da esfera, massa esperfflca (p) e vlseosl- 
dade (ti) do flu Ido. 

Atraves da Inter-relagao dessas grandezas obtem- 
se uma matriz ehamada de matriz dimensional. 
Algumas propriedades dessa matriz permitem o es- 
tudo do tenomeno cujos resultados serao uteis, por 
exemplo, na construgao de submarinos e avioes. 


3. MATRIZES ESPECIAIS 
Matriz quadrada 

Matriz quadrada e toda matriz cujo numero de linhas 
e igual ao numero de eolunas. 

Exemplos 


Exemplo 


Nc 


A = 




a | j 

Cl 2 1 

a 3i 


Cl j 2 


Cl 22 

Cl^’A 

a 32 

a 3?> ) 


Diagonal secundaria 


Diagonal principal 




Observe: 

0 na diagonal principal os elementos a possuem i = /: 

0 1 3 , £122 ® O33 

* na diagonal secundaria os elementos a tj sao tais que 
i + j = 3 + 1 (em que 3 e a ordem da matriz A): 

a 2 2 e ^13 

Matriz identidade 

Chama-se matriz identidade de ordem n, que se 
indica por a matriz: 


In X M tal que a it — 


IJ 


1 , se / = j 
0, se i # j 


Note, pela definipao, que: 

• a matriz identidade de ordem Id/,— (1); 

• toda matriz identidade de ordem maior do que 1 tera 
todos os elementos da diagonal principal iguais a 1 e 
todos os demais elementos iguais a zero. 


Exemplos 


r 


a) I 2 ~ 

( 

1 

O 



u 


b )h = 


\ 


\ 


1 

0 

0 


0 

1 

0 


0 

0 

1 


J 


Matriz nula 


Matriz nula do tipo m X n, que se indica por Q„, K ,„ e 
a matriz: 


0 mx „ = x » tal que %=0, V i, j, 1 =£ i 


ijJm X 

el ^ j =£ n 


rn 


Em outras palavras, matriz nula e qualquer matriz que 
possui todos os elementos iguais a zero. 

Exemplos 


a) A 2 x 3 


f 

1 

0 

2 

-1 

3 

4 

e uma matriz quadrada de 

0j x 2 = 

r 

0 

0 

> 

0 

0 

b) O 2 x 2 

( 

f 0 

0 ) 

v 6 

8 

-3, 



v 0 

0 

J 


l 0 

oj 


ordem 3. 


b )#,*,= 


f 

3 

ft 

\D 

^ 4 

0) 


e uma matriz quadrada de ordem 2. 


c) C, x j = (8) e uma matriz quadrada de ordem 1 . 

Numa matriz quadrada A de ordem n, os elementos a ;i 
tais que / = j formam a diagonal principal da matriz, e 
os elementos a,, tais que /+/ = «+ 1 formam a diagonal 
secundaria. 


4. MATRIZES TRANSPOSTAS 

Chama-se transposta da matriz A = (aA,, x que se 
indica por A’, a matriz: 

= (bp),, x m tal que b }i = a ip V i, j , m 

el ^ j ^ n 

Ou seja, cada coluna i de A 1 e, ordenadamente, igual a li- 
nha i de A. 
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Exemplos 


a) A 3 


X 2 




\ 






2 

3 


/ 


. i 


5 

0 

At — 

^ 2X3 

9 

— 

5 

8 

l 

8 

6 j 


3 

0 

6 v 


b)fi lx4 = (6 0 8 4) 3ft xl « 


^ 6 ^ 


0 

8 

4 




) 


5. ELEMENTOS CORRESPONDENTES EM 
MATRIZES DO MESMO TIPO 

Dadas duas matrizes do mesmo tipo, A — (a i; ) m x „ e 
B = (Z? A„ x dizemos que o elemento da linha r e coluna 
s de A e o correspondente do elemento da linha r e colu- 
na ^ de B, V r, s . 


Exemplo 


Nas matrizes A — 


f 

a \\ 
V c h\ 


Cl [2 

Cl 22 


\ 

Cl ^ 
a 23 J 


e 


B = 


f b„ bn b ^ 




11 u 12 J 13 

/?2I ^22 £*23 


■y 


temos que: 

• f if j : s o correspondente de /? , , ; 

• a i2 e o correspondente de b n \ 

• £t, ? e o correspondente de b , 3 ; 
etc. 

6. IGUALDADE DE MATRIZES 

Dadas duas matrizes do mesmo tipo, A = 

B = (b A tl x dizemos que A = B se, e somente se, todo 

-I 

elemento de A e igual ao seu correspondente em B. 

Em simbolos: 


ijJm X n 


A = B & a rs — b rs 


V r, s, 1 ^ r rn e 1 


s 


n 



EXERCICIO RESOLVIDO 


R.2 Determinar os numeros reais x e y tais que: 






2x — y 
3 


8 

x + y 


\ 


■/ 




\ 


5 8 
3 1 


\ 


J 


devemos ter . 


Resolugao 

Duas matrizes do mesmo tipo sao iguais se, e somente 
se, seus eletnentos correspondentes sao iguais. Assim, 

2x — y — 5 (I) 

x + y = 1 (II) 

Somando, membro a membro, as igualdades (It e (II), te- 
mos 3x = 6 => x — 2. 

Substituindo x = 2 em (II), temos 2 + v = 1 => y — — 1 . 
Logo, x - 2 e y - -1. 



B.l 


B.3 


EXERCICIOS &A6IC05 

Um conglomerado e composto por cjnco lojas. nume- 
radas de 1 a 5. A tabela a seguir apresenta o faturamenio 
em do! ares de cada loja nos quatro pri metros dias de 
janeiro: 


1 .950 

2.030 

1 .800 

1.950 

1.500 

1 .820 

1.740 

1.680 

3.010 

2.800 

2.700 

3.050 

2.500 

2.420 

ro 

0 

0 

2.680 

1.800 

2.020 

2.040 

1.950 


Cada elemento a i} dessa matriz e o faturamento da loja 
i no dia j. 

a) Qual foi o faturamento da loja 3 no dia 2? 

b) Qual foi o faturamento de todas as lojas no dia 3? 

c) Qual foi o faturamento da loja i nos 4 dias 7 

B.2 Um tecnico de basquetebol descreveu o desempenho dos 
titulares de sua equipe, em sete jogos. atraves da matriz: 


18 

17 

18 

17 

21 

18 

20 

15 

16 

18 

18 

22 

21 

18 

20 

19 

20 

21 

14 

14 

22 

18 

22 

20 

20 

18 

22 

23 

19 

18 

12 

14 

20 

17 

18 


Cada elemento a„ dessa matriz e o numero de pontos 
marcados pelo jogador de numero / no jogo j. 
a) Quantos pontos marcou o jogador de numero 3 no 
jogo 5? 

b ) Quantos pontos marcou a equipe no jogo 4? 
c) Quantos pontos marcou o jogador de numero 2 em 
todos os jogos? 

Represents explicitamenle cada uma das matrizes: 

a) A = (a ;/ ) 3 x 2 tal que a iS ~ i + 2 j 

b) A = (a,j) 2 x g tal que a l} — (- l )' + *■ 

1 , se / = j 

c) A = (a ff ) 2 x 3 tal que a ;j ~ l . ' 

i + ;,se i r j 

0, se i = j 

2/ + se i > j 

■ 1 ^ * 

A ^ t < ./ 


d) A = (a t jb x 3 tal que a i{ - f 


B.4 Sendo a matriz A = (a^) 2 x 3 tal que = 

obtenha A'. 

B.5 Para que valores reais x e y tem-se que: 

/ \ f 


!■ se 1 = j 

A se / * j 


\ 


3.r + v 2 3 

4 5x — v 6 




7 

4 


3 




J 


B.6 (Fatee-SP) Sejam X = 


( . 


/ 


-2a 


\ 


\ 


a 


— O 


ci J 


e 




Y = 


a) a 


b) a 


V 

— 1 


2 

“8 


4 




2/ 


, onde a e IR. Se X — Y. entao: 


c) a = 


J_ 

n 


et n.d.a. 


— —i 


d) a = “4 


4 
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B.7 



(UFPI) U ma matriz A e simetrica se e somente. se, for 


Definiqao 


igual a sua transposta, isto €, A A 1 , 




Seja A — 




3 

4 


2x 


\ 


X" 

X + V 


x - 2 
x + 2 v 
5 


Se A e simetrica. 


j 


o valor de lx + v e: 
a) 4 b) 2 


c) 0 


d) -2 


e) -4 


Obtenha .v. x G 1R. de modo que a matriz: 


A soma de duas matrixes do mesmo tipo 
A = Xs eB = (bij) m * que se indica por A + B, 
e a matrix C : x „ tal que: 

Cjj ~ Ofj + b :j> V/, j, 1 e 1 ^ j n 

Em outras palavras, eada elemento da matriz C e igual a 
soma de seus correspondences em A e B. 


Exempio 


.v 2 — 5x + 6 

0 “ 


( 

1 


. \ 




( 



s o 

X" — 6x + 8 j 



4 

3 


2 

3 

5 



3 

7 

8 




6 

8 

*ij 


V 4 

-3 

1 ) 


^ 10 

5 

2 J 


sej a igual a matriz nula de ordem 2. 


B.9 Determine a, a £ IR, de modo que a matriz: 





a 2 - lx + 1 3 
A 2 - 3 A - 4 


0 

I 


\ 

J 


sej a igual a matriz idemidade de ordem 2. 
Exercicios complementares de C.1 aC.3 


Propriedodes da adi^ao de matrizes 

Sendo .4, B e C matrizes do mesmo tipo, valem as qua- 
tro propriedades descritas a segu ir. 

A.1 Associativa: (A + B) + C = A + {B + C), o que 
quer dizer que a soma dessas matrizes pode ser indicada 
simnlesmente por A + B + C, isto e. sem parenteses. 

A.2 Comutativa: A + B = B + A. 


7. AD IQ AO DE MATRIZES 

Uma enipresa e formada pelas lojas A e B. concessio- 
narias de automoveis. Realizado um estudo sobre a acei- 
taqao de dois novos model os de vefculos nos quatro 
primeiros dias de Janeiro, foram obtidos os seguintes 
resultados: 


2 : 

5 1 

A 

5 

e l = 

3 

0 2 

3 ] 

, i ; 

l 5 

3 j 


U 

2 4 

5 j 


sendo que: 

• a matriz A descreve o desempenho da loja A. de modo 
que eada elemento a -6 o numero de unidades vendidas 
do modelo i no dia /; por exempio, o elemento = 5 
nos diz que foram vendidas cinco unidades do modelo 
2 no dia 3; 

• a matriz B descreve o desempenho da loja B, de modo 
que eada elemento b i; . e o numero de unidades vendidas 
do modelo i no dia j. 

Como representariamos, matricialmente, a quantidade 
vendida desses dois modelos. nas duas iojas, nos prime!- 
ros quatro dias de janeiro? Basta construir uma matriz 
Ci x 3 , na qua! eada elemento C u seja igual a soma de seus 
come spoil dentes nas matrizes A e B . ou seja: 


A.3 Elemento neutro: A + 0 = 0 + A = A , em que 0 
e a matriz nula do mesmo tipo da matriz A. 

A.4 Elemento oposto: para toda matriz A existe a 
matriz A' tal que A+A'=A'+A = 0, em que 0 e a 
matriz uula do mesmo tipo de A e A'. 

As matrizes A e A' sao denominadas matrizes 
opostas. Indicamos esse fato por A' = —A (le-se ‘W e 
igual h oposta de A”) ou por A = —A’. 

Nota 

A oposta de uma matriz A = (a y ) mXn e a matriz: 

-A = (b v ) m m tal que b^- -a ip Vjy, t mi m m 
e 1 s j ss n 

\ 

2 -* U 

0 1 J 


Exempio 

A oposta da matriz A « 


f 




3 

-2 


A = 


( 


\ 


— J 


2 1 
0 -1 


s 


j 


8. MULTIPLICACAO DE NUMERO POR 
MATRIZ 

Definicao 



2+3 3+0 

1+4 2+2 


1+2 5 + 3 ^ 

5 + 4 3 + 5 j 


'5 3 3 8 

[ 5 4 9 8 j 


A matriz C e denoniinada "matriz soma de A e B'\ 


O produto de um numero k por uma matriz 
A = x que se indica por M, e a matriz 
(bjj) m x tai que: 

b „ = kcijj , Vi, j, 1 i =£ m e 1 j + n 

Ou seja, eada elemento da matriz B e igual ao produto de 
sen con'espondente em A, pelo numero k. 


Exemplo 


Nota 


2 

\ 

-5 



8 

x 

-20 

3 

0 

: — 


12 

0 

1 

6 > 



4 

24 J 


Para ganhar tempo, obtenha cad a elemento da matriz 
diferenca. fazendo a diferenca entre os elemento s corres- 
pondentes das matrizes A e B, nessa ordem. 


Propriedades da multiplicacao de 
numero por matriz 

Sendo A e B matrizes do mesmo tipo e sendo r e s 
numeros, tem-se que: 



UJ 

Z 

z 


EXERC1C10 RESOLVIDO 




R.3 Dadas as matrizes A = 


v 2 


4 6 

-8 


X 


J 



/ 



f 


N.l r(sA) s= s(rA) ~ (rj)A 
N.2 r(A + B) ■= rA + rB 
N.3 (r + $)A = rA + jA 

N.4 ! * A = A 


B - 


1 2 3 

t 8: 1 -9 


X 


J 


. determinar: 


Q 


B 


9. SUBTRAQAO DE MATRIZES 


a) A 

Resolugao 

/ 

aj A + B — 


b) 2A - B 


No exemplo introdutorio do item 7 (Adicao de matri- 
zes), se quisennos uma matriz que re presente o desem- 
penho da loja A emrelacao a loja B. basta subtrairmos de 
cada elemento da matriz A o seu correspondents em B. 
obtendo: 


V 


3 

2 


4 

-8 


6 

3 


S / 


J 


\ 


l 

8 


7 


3 

-9 


\ 


/ 



4 

6 

x 

9 1 

10 

-7 

-6, 


</» 

< 


f 


b) 2A - B = 2 


f 


D = 


V 


2-3 3-0 1-2 5-3 
1-4 2-2 5-4 3-5 


\ 


V 2 


4 

-8 


6 

3 


x 


( 


J 


1 

8 


2 

1 


3 

-9 


A 




J 




/ 




i 


V 


-3 


3 -1 
0 


X 


{ 

6 

OO 

\ 

12 j. 

-1 

— 2 

CO 

1 

4 

-16 

6 J 

OO 

-1 

9 J 




1 

"2 A 


5 

6 

X 

9 




X -4 

-17 

15 j 


Assim, por exemplo: 

• o elemento a n = — 1 nos diz que a loja A vendeu uma 
unidade a menos do modelo 1, no dia 1 , do que a loja B\ 

• o elemento a ]4 = 2 nos diz que a loja A vendeu duas 
unidades a mais do modelo I , no dia 4, do que a loja B. 
A matriz D e chamada de matriz diferenca de A e B, 

nessa ordem. 






5 


EXERCIC10S BAS1C05 


3. JO Dadas as matrizes A — 


Definicao 


r 


4 

“1 

2 

3 

s 6 

j 

- j 


A diferenqa de duas matrizes do mesmo tipo A e 
B, nessa ordem, que se indica por A — B, € a matriz 
A + (-B): 

A - B = A + ( -B ) 


B - 

( 

2 

6 

\ 

5 

i 

e C = 

f 

1 4 

A 

-1 


[-4 



l 2 6 

3 J 


, determine: 


a) A + B 


I 


Em palavras mais simples, a diferenca A — Be igual a 
soma de A com a oposta de B, 


b)5A 
1 


d) 5A — ~ • B 

e) B — C' 


c) — ■ B 


f) 1C + A f — B' 


Exemplo 


8 

\ 

0 


f 

6 

x 

2 

4 

6 

- — 


3 

6 

A 

-2 

/ 



12 

~ 9 j 


B.tl (UFES) Os valores de x e v que satisfazem a equacao 
matrieial: 


f 


A 

f 

X 


r 

\ 

b 

A 

-2 


+ 

3y 

7 


4 

c 4 

2a- 

J 


X 1 

-y j 


, 5 

1 J 


f 

8 

5 


( 

-6 

X 

2 


( 

2 

X 

3 

4 

6 

+ 

-3 

-6 

— 

1 

0 ' 

9 

~ 2 J 


Cl 

1 

9 j 


- 3 

7 J 


sao: 

a) x— — 1 e y = — 1 

b) x = I e v = 1 


c) A - — 2 e y — — 1 

d) x = 2 e v = 2 


Nota 

Equacao matrieial e qualquer equagSo envoi vendo 
matrizes. 
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UNIDADE 7 


B.12 Determine a maLriz X ta) que: 


/ 


4 I 
6 2 


5 


~ I 


\ 


/ 


+ X = 3 


f 


V 


1 

0 


2 

1 


-1 

1 


$ 


J 


B. 13 Obtenha as matrizes X e Kiais que: 


X+Y = 


r 2 s' 


-1 


e X - Y = 


j 


/ 




8 1 
1 2 


\ 


) 


Exercicio complementar C.4 


10. MULTIPLICAQAO DE MATRIZES 

O comprador de Lima empresa deve adquirir de seus 
fornecedores tres tipos de produtos, denomimidos: produto 
i . produto 2 e produto 3. Para isso, fez orgamento com dois 
fornecedores. denominados: fomecedor ] e fomecedor 2 . 

Resum in do os dados coletados nesses ore amen to s, o 
comprador constrain tres matrizes A, Be C, sendo que 
cada elemento a {j da matrix A = ( 100 200 300) indica 
a quantidade de unidades do produto j que o comprador 
deve adquirir. Cada elemento b tj da matriz: 


B = 


r 


\ 




58 

62 

53 

59 

55 

61 


) 


representa o piece, eni rears, de cada unidade do produto 
i, cobrado pelo fomecedor j: e cada elemento c fj da matriz: 

C = ( 100 • 58 + 200 ■ 53 + 300 ■ 55 + 100 • 62 + 200 ■ 59 + 300 ■ 61) 

indica o valor do orcamento com o rornecedor). 

A matriz C e chamada de matriz produto de A por B , 
nessa ordem. e representa-se A ■ B — C ou AB — C. 
Obsei-ve que. desse modo. os dados nuinericos dessa 
consul ta de preeos podem ser apresentados por: 


{ 


(100 200 300 ) 




58 

53 

55 


62 

59 

61 


3 


= (32.900 36.300) 


J 


Multiplicacao de linha por coluna 

Antes de definirmos a multiplicagao de matrizes, vamos 
definir produto de linha por coluna. 

Definigao 

Sejam as matrizes A - {a y ),„ x *efl = (b^ x 
Consideremos a linha i de A e a coluna j de B, isto e: 


( a ;i a i2 


a rt 


a ik ^ e 


f 


\ 


v\ j 

b n 

by 


b kj J 


O produto da linha pela coluna e: 


"f tTj i2 b 2j "f" ^0^3/ d - ... '[■ a ik b 


f-j 


Ou seja, multiplicamos, ordenadamente, os elementos da 
linha i pelos elementos da coluna j e somamos os resul- 
tados obtidos. 

Exemplo 

Sendo as matrizes: 


f 


A = 


( 


\ 


2 5 8 

1 4 -3 


A 


e B = 


J 




4 

3 

1 


3 

6 

2 


4 

1 

0 


3 


J 


Temos que: 

* o produto da primeira linha de A pela primeira coluna 
de B e o numero: 

2*4 + 5*34-8* 1 — 31 

■ o produto da primeira linha de A pela segunda coluna 
de B 6 o numero: 

2*3+5*6 + 8*2 = 52; etc. 

Podemos, agora, definir produto de matrizes. 

Definigao 

O produto da matriz A = | a ; j) m x k pela matriz 
B = {b i} ) k x que se indica por AB ou por A • B, 6 a 
matriz C = (c^) m x „ tal c|ue cada elemento c ; - e igual 
ao produto da linha i de A pela coluna j de B. 

Exemplo 


/ 

\ 

f 4 

3 

\ 
4 1 

2 5 

£ 

3 

6 

1 

l 1 4 

-3 ) 

1 1 

2 

Oj 


( 


\ 


2 - 4 + 5 ■ 3 + B - l 2-3 + 5- 6 + B- 2 2 • 4 + 5-1 +8-0 

1 • 4 + 4 • 3 + (-3) - I 1 ■ 3 + 4 ■ 6 + (-3) - 2 1 - 4 + 4 • J + (—3) ■ Oj 


f \ 

31 52 13 


f 13 21 8 J 


Observe que, se A e B sao matrizes, entao: 

• existe o produto AB se, e somente se, o numero de co- 
lunas de A for igual ao numero de linhas de B. 

Exemplos 

a) Existe o produto A 3X4 * B 4X5 , 

t_J 

Iguais 

b) Nao existe o produto A-, x 3 * B 4 x 2 . 

Diferentes 

• a matriz C tal que C — AB possui 0 mesmo numero de 
linhas de A e o mesmo numero de colunas de B, isto e: 

A-rtt x* B k x h x j, 

t 1 u 


Exemplos 

a ) ^3X5 ‘ ^5XS = Ql XS 


b) $ 1 X 4 * B4 x 1 — 1 Cj J, 
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EXERCICIOS RESOLVIPOS 


R.4 Sendo A = 

a) A • I 3 
Resolugao 


f 3 2 6 ^ 
, 4 9 8 ; 


. deterrainar: 


b) U • A 


( 


a) A * L = 


^ 3 2 6 ^ 

k 4 9 8 j 


\ 


V 


I 0 0 
0 I 0 
0 0 1 


J 


( 3 
V 4 

b) % ■ A = 


2 6 
9 8 




J 


. Note que A • /, = A. 


f 

1 

0 

f 

o 

J 

2 

6 ' 

V 

0 


V 

4 

9 



M.2 Propriedade distributiva a direita: sendo A, B 
e C mairizes de tipos m X «, m X enX /c, respectiva- 
mente, tem-se que (A + B)C = AC -F BC, 

M.3 Propriedade distributiva a esquerda: sendo A. 
B e C matrizes de tipos m X re, re X A e n x A', respectiva- 
mente, tem-se que A(B + C) = AB + AC. 

M.4 Sendo A uma matriz do ripo m X re, tem-se que: 
Al n = A e J m A — A. (Veja exercfcio R.4.) 

M.5 Sendo A e B matrizes de tipos m X re e re X A, 
respectivamente, e sendo r urn numero qualquer, tem-se 
que (rA)B = A(rB) = r(AB). 

M.6 Sendo A e B matrizes de tipos m X n e re X A, 
respectivamente, tem-se que (AB)' = B'A'. 


3 2 6 


V 


4 9 8 


. Note que /, • A = A. 


9 



EXERCICIOS SASICOS 


R.5 Detemiinar a matriz X tal que 

f 5 0 

x = 

9 


( \ 
2 1 


V 

2 6 

Resolucao 

,4 l ; 


j 

B.14 Dadas as matrizes A • 

4 2 

, B = 

t — i o j 

Inicialmente, vamos deterrainar o tipo da matriz X : 


^3 5 j 





f 

f 

5 

1 

• X 

9 

c = 

l 4 

1 , 


l 7 J 

\ 


4 


e Z) = ( 1 — 2), determine: 


a) AB 


b) BC 


c ) CD 


2X2 mX/i 2X1 

L_i t } 

0 numero de colunas da primeira matriz deve ser igual 
ao numero de Iinhas de X; portanto to = 2, 

O numero de colunas da matriz X deve ser igual ao 
numero de colunas da matriz produto; portanto n = 1 . 


B.15 Sendo as matrizes A = 


f 


\ 


1 

0 


o 

A 'mmf 
6 


3 

1 


\ 


J 


e 


B = 


Assim, a matriz X e do tipo 2 X 1. Seja X — 


a 


f 


\ 


3 

0 


1 

2 

V 

1 

4 

) 


caleule: 


Temos, entao: 


( 


V 


5 1 
4 1 


V \ 
a 


J 


v bj 


9 

J 


5a + b 




4 a -i- b 


J 




\ 



a ) A- B 

b) B • A 
e) (A • By 


d) B l ■ A' 

e) A • B’ 

f) A ■ A 


g) 4 ’ A 


Como duas matrizes sao iguais se. e somente se, sens 
elementos correspondentes sao iguais, temos: 

5a + b = 9 (I) 

4a + b = 7 (II) 

Subiraindo membra a membra as igualdades (I) e (II), 
obtemos a — 2. 

Substituindo a — 2 em (I), temos: 

5 • 2 + b = 9mb = -1 

f \ 

2 


Logo, a matriz procurada € X = 


l 


B.I6 Que relagao existe entre os resultados (A • By e R f • A : 
obtidos no exercfcio anterior? 

Nota 

A conclusao desse exercfcio vale para quaisquer matri- 
zes A e B, desde que exista A * B. 

B.17 (U. E. Londrina-PR) Sejam as matrizes A e B, respecti- 
vamente, 3 X 4 tp X q. Se a matriz A -Be 3X5. entao 
e verdade que: 

a) p = 5 e <7 = 5 d)p — 2eq — 4 

b ) /> = 4 e <7 = 5 t) p = 3 e # = 3 

c)p = 3eq = 5 


) 


B.18 Determine a matriz X tal que 


Propriedades da multiplicacdo 
de matrizes 

M.1 Propriedade associativa: sendo A, B e C matri- 
zes de tipos m X re, n X k e k X p. respectivamente, tem- 
se que (AB)C ■ A(BC), A propriedade associativa nos 
permite indicar o produto entre essas matrizes simples- 
mente por ABC, isto e, sem parenteses. 


{ 

2 

> 

i 

X = 

9 I 


2; 


, 14 J 


B.19 (Faap-SP) Dadas as matrizes A — 






2 1 
0 3 


J 


B - 

( 

1 

V 

0 



0; 


, determine a matriz X tal que AX = B. 



UNIDADE 7 


B.20 Sendo ,4 uma matriz. quad rad a de ordem n. define-se: 

A° = /„; A l =A; 

A* = A ■ A • A * ... ' A, Vk, k e IN, k ^ 2 


k fatores 


e) (A') f = A, qualquer que seja a matriz A. 

f) A' # A, qualquer que seja a matriz A. 

g) Se a matriz A e do tipo 2X3, entao A' e do lipo 3 X 2. 

C.4 (FGV-SP) Determine a matriz B tal que: 


50 


Dada a matriz A — 

f 

sl 


* • W: 

f 

1 

\ 

7 



, determine: 

B = 




-3 -J 


ri - 1 

v 0 

2/? + l j 


a) A 0 

b) A 1 


c) A 2 

d) A 3 


e) A iS 

f) A 35 


Exercicios complementares de C.5 a C.11 



C.l 


C.3 


EXERCICIOS COMPLEMENTARES 

(SUPRA) l)m triangulo equilatero de lado 1 tern seus 
vertices numerados eomo mostra a figura. A matriz 
3 X 3, na qual cada termo a tj represents a distancia entre 
seus vertices de numerq®; i t j, 6: 


1 

A 


/ 


\ 


/ 

/ 


/ 


\ 


\ 


\ 


/ 



0 

0 

0 


? 

2 

2 

a) 

0 

0 

0 

c) 

2 

2 

2 


0 

0 

0 


2 

2 

2 


0 

1 

1 


3 

3 

3 

b) 

1 

0 

1 

d) 

3 

3 

3 1 


1 

1 

0 


_3 

3 

3 


C.2 (FEI-SP) Qual £ o valor regi strado na 1 1~ coluna da 28 3 
linlia do quadro abaixo descrito parcial mente? 


a) 44 

b) 28 

c) 54 

d) 45 

e) 27 


1 

2 

3 

■ ft * 

2 

3 

4 

«■!* 

3 

4 

5 


4 

4 

4 

■ 

4 

4 

4 ft 

ft 

-ft 



Classifique cada alinnagao como V ou F: 
a i Toda matriz identidade e necessariamente quadrada, 

b) Existe matriz identidade que nao e quadrada. 

c) Toda matriz nula e necessariamente quadrada. 

d) Existe matriz nula que nao 6 quadrada. 


C.5 (FGV-SP) Sendo A = 


0 

1 


0 


, obtenha a matriz: 


A 2 + A’ 


C.6 (Acafe-SC) Dadas as matrizes A — 


~ 

Cl 

0 

0 

cl 


B - 


2 b 
b 2 


. o valor a + b, de rnodo que AB — /, sendo 


l a matriz identidade, valent: 

1 


a) 2 

b) 0 


c) 


d) 1 


e) 


C.7 Dadas as matrizes A “ 

determine: 
a) AB 



. \ 

f 


, \ 

1 

l 

e B — 


1 

1 

V 1 




-1 

-1 J 


b ) BA 


C.8 Sendo A, B e C matrizes. classifique como V ou F cada 
uma das seguintes afirmacoes: 

a) Se existe o produloA * B. entao existe o produto 5 ■ A. 

b) Existe o produto A • A f . 

c) Se existent os produtos A ■ B e B • A, entao 

A ‘ B - B • A, 

d) Se existe o produto A * B, entao (A * B)‘ = B'A 

e) Se existe o produto (A * B)C, entao (A ■ B)C — A{B • 
C). 

f) Se existe a expressao A(B + C), entao 
A(B + C) = AB A- AC. 

C.9 (UFCE) De exemplo de ties matrizes 2 X 2. A, B e C tais 
que a matriz A nao seja nula. A’ B — A- C& Bi^C. 


f 


C.10 (UFES) Considere a matriz A = 




9 

73 


73 

n 


J 


Determine A l * WB . 

C.ll (Fuvest-SP) Dadas as matrizes: 

1) A = (fly) 4 x jj definida por = i — j 

2) B — * y , definida por — i 

3) C = (c*), C = AB 
O elemento C 63 e: 

a) -112 c) -9 

b) —18 d) 112 


e) Nao existe, 
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Capftulo 39 

SISTEMAS LINEARES 


1. INTRODUCAO 



Urn litre de alcool custa 60 centavos e ! litro de gaso- 
lina custa 80 centavos. Se 1 iitrode uma misturade alcool 
e gasolma custa 75 centavos, quanto de alcool content 1 
litro dessa mistura? 

Para resolver esse problema, vamos supor que a e y se- 
j am , respect i vamente, as fragdes de alcool e de gasolina 
que compoem 1 litro da mistura. Assim, devemos ter: 

X + V = 1 v = 1 — x (I) 

60a- + 80v = 75 “ 1 60 a + 80y = 75 (D) 

mf *■ 


Substituindo (I) em (II), obtemos: 

60a + 80(1 - a-) = 75 /. 60a- -h 80 — 80 a = 75 



Logo, cada lido de mistura content 0,25 € de alcool. 
Recorremos a esse exemplo pratico para mostrar o 
quanto sao frequentes, em nosso dia-a-dia, sistemas de 


equacoes do L B grau, tais como 


a + y = 1 

60a + 80 y = 75 
Para um estudo geral desse tipo de sistema necessita- 
mos de algumas nogoes preliminares. 


Exemplos 

a) Na equagao 3a + 2y = 11, temos: 

• incognitas: a e y; 

• coeficientes: 3 e 2; 

• termo independente: 11. 

b) Na equagao 8 a — y + 3^ = — 1, temos: 

• incognitas: a, y e z‘, 

• coeficientes: 8, — 1 e 3; 

• termo independente: — 1 . 

Por extensao de conceito, admitimos tanibem como li- 
neares as equagoes: 

0a + Oy + Oz = 0; 0 a- 4- Qy + Or + Oz = 3 
De modo serai, temos: 

Definicao 

3 

Chama-se equagao linear nas incognitas 
Aj, a,, Aj, .... x n toda equagao que pode ser apresentada 
sob a forma: 

apt! + G2X2 + PUh = ^ 

onde £ 7 1 , a 2 , a n sao constantes reals chamadas 

de coeficientes da equagao e b e uma const ante real 
chamada de termo independente da equacao. 

Note que, por exemplo: 

• 3a 2 + y = 5 nao e equagao linear, pois e do 2- grau em 
relag ao a a; 

• — - + y = 3 nao e equagao linear, pois o expoente de 

A 

a e —l, isto e, a - 1 + y = 3. 

Solucao de uma equagao linear 

Chama-se solugao da equagao linear 
a i x ] + a^x 2 + £7 3 a 3 + ... + a n a (I = b toda enupla (seqtien- 
cia de n elementos) de numeros (a h a 2 . a 3 , a„) tal que 
a sentenca fqa, + a,a 2 + « 30 t 3 + — + fl„oc„ = P seja 
verdadeira. 

Nota 

Se nao existe tal enupla, dizemos que a equagao e im- 
possivel. 


2. EQUACAO LINEAR 

Toda equagao do l 9 grau em uma ou mais incognitas e 
chamada de equacao linear. 


Exemplos 

a) Uma solucao da equagao linear 3a + 2y = 1 1 e 0 par 
ordenado (1,4), pots a sentenga 3* 1 + 2*4 = lie 
verdadeira. 



Convengao 

A menos que se especifique o contrario. apresentamos 
cada solucao de uma equagao linear obedecendo a ordem 
alfabetica das variaveis, isto e, (x, y), (a-, y, z), (a, b. c), etc. 

b) Uma solucao da equagao linear 8 a — y + 3z = — 1 e 
o terno ordenado (0, 4, 1 ), pois a sentenga 

8 ■ 0 — 4 + 3 • 1 = — 1 e verdadeira. 

c) A equagao Oa + Oy = 3 e impossfvel, isto e, nao possui 
solugao. 



EXERCICIO RESOLVfDO 


R.l Quantas solugoes ad mite a equagao 2x + y = 5? 
Resolugao 

Para cada valor atribuido a x, obtemos uni valor y tal que 
o par (a-, y) e solucao da equacao. Por exemplo: 

• para x ~ 1 temos 2 * 1 + y = 5 y = 3; logo, (1, 3) 
€ solucao da equagao; 

• para a = ~2 temos 2(— 2) + y = 5 y = 9; logo, 
(—2, 9) 6 solugao da equacao. 

Assim, percebemos que a equagao admite infinitas 
solucoes, 

3 


Equacaolinear homogenea 

E coda equagao linear cujo termo independente e igual 
a zero. 

Exemplos 

a) 3a + 2v = 0 

b) 5 a + y 4- 3z = 0 

Toda equacao linear homogenea: 

a ) jc l + ciyx 2 + < 7^3 + ... + a„x„ = 0 

admite como solugao a enupla ( 0 , 0 , 0 . .... 0 ), chamada de 
solugao trivial da equagao homogenea. 

Exemplos 

a) A solugao trivial da equacao 3x + 2y = 0 e (0, 0). 

b) A solucao trivial da equagao 5x + y + 3z = 0 e (0, 0, 0). 


3. SISTEMA LINEAR 

Considere um conjunto de equagoes lineares simul- 
taneas, nas mesmas incognitas x, y e z, por exemplo: 

'2x + y + 3z = 11 
< y + 5z = 9 

x-j+ = -% 

L 

(A segunda equagao deve ser entendida como 

0a + y + 5z ~ 9.) Tal conjunto e chamado de sistenia 

linear. 


De modo gerai, uni sistema linear de m equagoes e 
n incognitas (m 3 s 1 e n Is 1 ) e um conjunto de equagoes 
simu Itaneas da forma: 


flit-Ai 4 a ! 2 .v 2 + a 13 X 3 4 ... 4 a u x„ - 


£ / 2 1 t 4 2 ^-^ 3 


4 - * , , 4 


h ] 

b n 


■ 

i 

» 


in 1 4 1 +■ a m2 X 2 + &m3 X 3 + ... + G mn X n — b 


m 


em que: 

* jq, x 2 , a 3 , .... x„ sao as incognitas 

* a,j sao os coeficientes; 

* b, sao os termos independentes. 


4. SOLUCAO DE UM SISTEMA LINEAR 

Chama-se solugao de um sistema linear toda solugao 
comum a todas as equagoes do sistema. 

Nota 

Essa solucao pode nao existir. 

Exemplo 


Uma solucao do sistema linear 


2 x + y + 3z — II 

v + 5z — 9 

x — y + z = — 1 
e o terno ordenado (2, 4, 1), pois tal sequencia e solugao 
conuim a todas as equagoes do sistema, isto e, todas as 

2*244 + 3 * 1 - 11 


sen ten gas 




0*2 44 + 5 

2 ~ 4 4 


1 = 9 sao verdadeiras. 
1 = -1 


5. CLASSIFICACAO DE UM SISTEMA 
LINEAR 

Um sistema linear e classjficado de acordo com o 
numero de solucoes que Liver: sistema possivel e determi- 
nado (SPD). sistema possivel e indeterminado (SPT) ou 
sistema impossfvel (ST). 

Sistema possivel e determinado (SPD) 

E todo sistema linear que admire uma (mica solucao. 

Exemplo 

x + V = 5 
■ • 

e urn sistema linear que admite como unica solugao o par 
(3, 2 ). Por isso, e classificado como SPD ( sistema pos- 
sfvel e determinado). 

Sistema possivel e indeterminado (SPI) 

E todo sistema linear que admite raais de uma solugao. 

Nota 

Prova-se que. se um sistema linear admite mais de uma 
solugao, entao admite infinitas solugoes. 
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Exemplo 


2x + y = 5 
4x 4- 2y = 10 

k 

e um sistema linear que admite mais de uraa solugao: 
(2, !); (0, 5); (4, — 3); etc. Por isso e classif icado como 
SPI (sistema possivel e indeterminado). 


Sistema impossivel (SI) 

E todo sistema linear que nao admite solucao alguma. 
Exemplo 

Observe o seguinte sistema: 

x + y — 5 
* x + y ~ 8 

Existent dots numeros x e y tais que sua soma seja 
igual a 5 e ao mesmo tempo igual a 8? Claro que nao. Por 
isso esse sistema nao tem solugao e e classificado como 
SI (sistema impossivel). 

Resumo 


Sistema linear 


possivel 


determinado 
(uma uniea solucao) 

indeterminado 
(mais de uma solucao ) 


impossivel 
(nenhuma solucao ) 



R.2 


EXERCICiO RESOLViDO 1 

Classificar cada um dos sistemas seguintes como SPD 
(sistema possivel e determinado). SPI (sislema possivel 
e indeterminado) ou SI (sistema impossivel). 


a) 


r i o 

x + v — 3 


v 


= i 


C) 


x + V = 1 
2x + 2v m 2 


b) 


.v + y = 5 
Ox + 0>* = 3 

Resofugao 


d) {x + 2y = 4 


a) 


b) 


c) 


x + y - 3 (I) 

[ y = 2 (H i 

A equagao (II) nos diz que o valor de v e 2. Substi- 
tuindo y — 2 em (I). temos x + 2 = 3=>x = 1. 
Gbtivemos. assim. como unica solugao do sistema o 
par (l, 2). 

Logo, o sistema e possivel e determinado (SPD). 
x + y = 5 <I) 

Ox + Oy = 3 (II) 

A equagao (IT) nao tem solugao. Logo, nao existe 
solugao comum as duas equagoes do sistema. Por isso 
o sistema e impossivel (SI). 

x H- y = 1 (I) 

2x + 2y = 2 (H) 

O sistema tem mais de uma solugao (1. 0), (0, 1), 
(2. — 1), etc. Logo, o sistema e possivel e indetermi- 
nado {SPT). 


d) {x + 2y = 4 

O sistema tem mais de uma solugao (4. 0), (0, 2). 
(2. 1 ), etc. Logo, o sistema e possivel e indeterminado 

(SPI), 


Isolantes termicos 

Em sua entreda na atmosfera da Terra, uma cap- 
sula espacial 5e Incendiaria se o material que a re- 
veste nao fosse refretario, capa 2 de suportar as altas 
temperatures provocadas pels intensa frieqao com o 
ar. Alem de refretario, esse revestimento deve ser 
isolante termico, para nao por em risco a vida dos 
tripulantes. 

Os materiais refratarios e isolantes termicos sao 
necessarios em muitas outras situaqoes como por 
exemplo, na construqao de portas ou paredes contra 
incendio. As constantes pesquisas sobre esses 
materials tem como fundamento o fato de que a 
quantidade Q de calor que atravessa uma placa 
depende da area 5 da mesma, do tempo i de pas- 
sagem, da diferenca A de temperature entre as faces 
da placa, de sua espessura e e do coeficicnte de 
condutibllidade C. O valor de Q e obtido atraves de 
um teorema conhecido como teorema de Bridgman, 
cuja apiicacao conduz a um sistema linear. 

Os sistemas tineares estao presen tes em muitas 
areas cientfficas. Quando algumas quantidades se 
inter-relacionam e se conhecem algurnas deias e 
outras nao, podemos formar um sistema de equa- 
lities ou Ineauacoes (tineares ou nao). 


Jf exercicios eAsicos 

B.l Qual dos seguintes temos ordenados e solucao da equa- 
gao 2x +2 y — z— I ? 

a) (1,1,1) c) (-1,1,1) e) (0,0,1) 

b) (2, 0, 1) d)(-l, 1,-1) 


B.2 Qual das altemativas seguintes apresenta uma solucao 

x + y + 2z — 9 
,r + 2v T ; = 8 ? 


do sistema < 


a) (8, 1,0) 

b) (10, -1,0) 


2x + y + z ~ 7 

c) (I, 2, 3) 

d) (9, 0, 0) 


e) (1,1. T) 


B.3 


B.4 


Qua! dos temos seguintes nao e solugao do sistema 
x + 2y +2 z — 1 
x + 3y + 2 = 3 

L ’ 

a) (— 3, 2, 0) c) (— 11,4. 2) e) (3, —1,0) 

b) (—7, 3, 1) d)(l, 1, -L) 

Classifiquc cada um dos sistemas seguintes como SPD 
(sistema possivel e determinado), SPI (sistema possivel 
e indeterminado) ou SI (sistema impossivel i: 


2.v + v 



7 



x + y =4 
Ox + Ov = 0 



x + y 


x + y 


9 

5 



X + y - 5 

Ox + Oy = 3 



UNIDADE 7 


B.5 (FGV-SP) Em reiaeao ao sistema 


x + v + j ,== 9 
v - 5 


pode-se afirmar que: 

a) e um sistema impossivel. 

b) e ura sistema possfve] e determinado. 

c) se (a, i j. 7 } e uma solucao do sistema. entao a, p e 7 
nao formarn, nessa ordem. uma progressao aritmetica. 

d) ( 8 , 1 , 0) e solugSo do sistema. 

e) ( 1 , 5, 3) e a unica solugao do sistema. 

Exercicios complementares da C.1 a C.3 


6. RESOLUgAO DE UM SISTEMA LINEAR 

Resolver um sistema linear significa obter o conjunto 
5, denominado eonjunto solugao do sistema. cujos ele- 
mentos sao todas as solugoes do sistema. 

Demre os varios metodos existentes para a resoluguo 
de um sistema, optamos pelo escalonamento. Antes da 
apresentagao desse metodo, vamos definir sistema esca- 
lonado e aprender como resolve-lo. 


7. SISTEMA LINEAR ESCALONADO 

Um sistema linear e dito escalonado (on na forma 
escalonada) se, e somente se: 

• todas as equagoes apresentam as incognitas numa mes- 
ma ordem; 

• em cada equagao existe pelo menos um coeficiente, de 
alguma incognita, nao-nulo; 

» existe uma ordem para as equagoes tal que o nurnero de 
coeficientes nulos que precede m 0 primeiro nao-nulo 
de cada equagao aumenta de uma equacao para outra. 

Exemplos 

Os seguintes sistemas lineares sao esealonados: 


a) 


2x 4- 3j + 5z — 9 
O.v 4- 4 v 4- z — 5 
Ox 4- 0y 4- 3z = 6 

x H- 2v + 4f — 2z - 


1 


b) \ Ox + 4v + 5* + z = 2 


c) 


Ox: + Ov + 0/ + 4-z = 12 

wT' 

3x 4- 4 y = 4 
Ox 4- 5 v = 1 


Vejamos dois exemplos de sistemas nao-escalonados: 

4x4- 3v + z = 1 
a) ^ Ox 4 5y — z = 3 
Ox + 3y + 2 z = 5 

Esse sistema nao e escalonado, pois o nurnero de 
coeficientes nulos que precedent o primeiro nao-nulo 
de cada equagao nao aumenta da segunda para a tercei- 
ra equacao. 



6x + y + 3z — 6 



Ox + 4v - 


Ox + 0 v + 



Esse sistema nao c escalonado, pois a ultima equacao 
apresenta todos os coeficientes nulos. 


8. RESOLUgAO DE UM SISTEMA LINEAR 
ESCALONADO 

Existent apenas dois tipos de sistema linear escalonado. 
conform© veremos a seguir. 


Primeiro tipo: nurnero de equacoes 
iguaf ao nurnero de incognitas 

Exemplo 

|f3x + 2j-+ z = 3 (i) 

$y -2z = l (H) 

3z = 6 < ni > 

e 11111 sistema linear escalonado com tres equacoes e tres 
incognitas. 

Para resolver esse tipo de sistema, determ inamos o 
valor de z na equacao (HI) 3s = 6 => z — 2. 

A seguir, substituimos z = 2 na equagao (II): 

5 y — 2 • 2 = 1 =$ y = ] 

Finalmente. substituimos v = I e z — 2 na equagao (I): 

3x 4* 2 ■ 1 4- 2 = 3 =$ x — — - 

Logo, o conjunto solugao do sistema e: 


Propriedade 

Todo sistema linear escalonado do primeiro tipo 
e possfvel e determinado (SPD). 


Segundo tipo: nurnero de equaqdes 
menor que o nurnero de incognitas 

Exemplo 

x 4- 2 v — 3z — 1 
1 y + 5 z = 3 


e um sistema linear escalonado com dua.s equagoes e ties 
incognitas. 

Todo sistema linear escalonado do segundo tipo 
adinite pelo menos uma variavel denominada variavel 
livre ou variavel arbitraria do sistema. E variavel livre 
toda aquela que nao aparece no inieio de nenhuma equa- 
gao do sistema escalonado. No exemplo anterior, temos ; 
como variavel livre. 


A variavel livre. como o proprio nome indica, pode 
assumir qualquer valor real. Para cada valor assumido por 
ela. obtem-se uma solucao para o sistema. No exeinpio 
anlerior, se fizermos: 

• z = 2, teremos 

X ■+ 2y — 3 * 2 = 1 (I> 

y + 5 * 2 — 3 =» y = -7 (ii> 

substituindo (IT) em (I): 

x + 2(— 7) — 3 ■ 2 = 1 => x = 21 

assim, para z = 2 temos a solugao (21, -7, 2); 

■ z = 0, teremos 


x *+ 2_v - 3 * 0 = 1 (I) 

v + 5*0 = 3 => y = 3 (II) 


substituindo (II) em (I): 

* + 2*3 — 3 *0 = l =>*■= —5 

assim, para 4 = 0 temos a solucao (-5, 3, 0). 

x + 2y — 37=1 


Perceba. portanto, que o sistema . 

, y + 5 Z = 3 

1 1 , 

possui infinitas solu^oes. Para obler a expressao geral de 
todas essas solu^oes, basta encontrannos os valores de x 
e y em funcao de z, isto e: 


x + 2y - 3z = 1 (0 

y + Sz = 3 => y = 3-5 z <n) 


Substituindo (IT) em (I): 

x + 2(3 — 5z) — 3z = 1 => 

=> x + 6 — 10z — 3z — 1 x = 13z — 5 


Assim, o conjunto solu 9 ao do sistema e 


S = {(I3z - 5, 3 - 5z, z), z e 1R} 

Notas 

1. Chama-se grau de mdeterminacao de um sistema 
escaionado do segundo tipo o numero de variaveis li vres 
do sistema. Isto e. o numero de variaveis que nao apare- 
cem no intcio de nenhuma equa^ao do sistema. No exesn- 
plo anterior, o grau de indeterminasao do sistema e i. 

2. A eseolha de variavel livre como sendo ‘loda aquela 
que nao inicia nenhuma equa^ao do sistema” e puramente 
convencional. Na verdade. no sistema do exemplo anteri- 
or poderiamos ter escolliido y como variavel livre e, nesse 
caso, o conjunto solucao apresentaria a fonna: 



v G (R 


Poderiamos ainda ter escolliido x como variavel Livre; 
entao terlamos o conjunto solucao: 


- (f*. 


14-5* 5 + * ) 


13 


13 


x 


[R 


Propriedade 


Todo sistema linear escaionado do segundo tipo 

e possivel e mdeterminado (SPI). 


9. SISTEMAS LINEARES EQUIVALENTES 

Dois sistemas lineares A e A' sao equivalentes se, e 
somente se, tiverem o mesmo conjunto solucao. Indica- 
mos que A e A' sao equivalentes por A ~ A'. 

Exemplo 


Os sistemas A 


x + y = 5 { x + y = 5 

, e A'l ' “ sao 

X — y = 1 [. y — 2 

equivalentes, pois ambos tern como conjunto solucao: 

s= {( 3 , 2 )} 

Propriedades 

Sendo .4. A’ e A" sistemas lineares, tem-se: 

I. A ~ A (propriedade refiexiva); 

II. Se A — A', entao A' A (propriedade simetrica); 
III. Se A A' e A ' — A", entao A A" (propriedade 

transitiva). 

10. ESCALONAMENTO DE UM SISTEMA 
LINEAR 


Observe o seguinte sistema A 


a- + 2 y = 5 
3 * + 7y = 16 


Multiplicand© ambos os membros da primeira equa^ao 
por -3, teremos o sistema equivalente: 


A' 


— 3x — 6y = — 15 
3* + 7 y = 16 


Substituindo, no sistema A’, a segunda equacao pela 
soma dela com a primeira. teremos o sistema equivalente: 


A" 


— 3 a — 6y = — 15 

V = 1 


Note que A" — A e que A" esta na forma escalonada. 

Vamos estudar uma tecniea para transform ar um siste- 
ma linear possivel num outro equivalente na forma esca- 
lonada. Essa tecnica e I undamentada nos tres teoremas 
que veremos a seguir. 

Teorema 

Permutando entre si duas ou mais equa^oes de um 
sistema linear A, obtem-se um novo sistema A' equi- 
valente a A. 


Exemplo 


A ■ 


3* + 7v = 16 f * 4- 2v = 

— AM 

X + 2 y = 5 l3x + 7y = 

Pemiutamos entre si as 
equates do sistema A, 
obtendo o sistema A \ 


5 

16 


Teorenja 


Mulliplicando (ou dividindo) uma equacao de um 
sistema linear A por uma constante k, k A 0, obtem- 
se um novo sistema A' equivalente a A. 
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MATRIZES, SISTEMAS LINEARES E DETERMINANTES 


Exemplo 


A X + 2y = 5 ~A'f- 3jr - 6 >'= “ 15 

l3x + 7y — 16 l 3x + 7y = 16 

Multiplicamos por —3a primeira 
equacao do sistema A 9 o blend o o 
sistema A . 


Teorema 

Substituindo uma equacao de urn sistema linear A 
pel a soma del a com outra equacao desse sistema, 
obtem-se um novo sistema A' equivalente a A. 


Exemplo 

3x — 6y = - L5 / — 3jc — 6_v = -15 

3x + 7 y = 1 6 1 y = 1 

Substituimos a segunda 
equacao do sistema A pela 
soma dela com a primeira, 
obtendo ass i in o sistema A'. 

Conjugando esses tres teoremas, podemos escalonar 
qualquer sistema linear possivel. Se o sistema for impos- 
sivel, a tentativa do escalonamento mostrara essa impos- 
sibilidade. 



Exemplo 

Para escalonar o sistema: 


x + 2y + 3z 



2x + V I • r 

3.v + 3v + z 


2 (I) 

4 (IT) 
10 (in) 


• No sistema anterior, substituimos a ultima equagao 
pela soma dela com a segunda multiplicada por — I : 


X + 2 y + 3z = 7 



x + 2v + 3z 
Ox — 3y — 5z 
Ox Oy ~ 3z 


7 

-10 

-1 


Chegamos assim a um sistema escalonado equiva- 
lente ao sistema A. 

Notas 

1 . Se durante o escalonamento do sistema do exemplo an- 
terior ocorresse uma equagao da forma Ox 4- Oy + 0z = b , 
com b =£ 0, entao o sistema seria impossfvel, pois tal 
equacao mao e satisfeita para nenhum temo (x, y, y). 

2. Se durante o escalonamento do sistema anterior 
ocorresse uma equagao da forma Ox + Oy + 0z ' 0, 
entao eliminarfamos essa equagao e o novo sistema assim 
obtido tambem seria equivalente ao sistema original. 



EXERC1CIOS RESOLVIDOS 


R.3 Escalonar. classifies e dar o conj un lo solugao do sistema: 


2x + 3v + z ~ 2 


’ x + y -f 2z = 1 
4a^ + 5 y + 5z = 6 


Resolugao 

O escalonamemo fica facililado quando o coeficiente de 
x da primeira equagao e 1. Como isso nao acontece ne.sse 
sistema, mas o coeficiente dc x da segunda equagao e 1, 
podemos permutar as duas primeiras equacoes, obtendo 
um novo sistema, equivalente ao original, isto e: 


vamos. inicialmente, conseguir os zeros necessaries nos 
coeficientes de x. Para isso: 

* substituimos a equacao (H) pela soma dela com a equa- 
gao (I) multiplicada por —2; 

e e substituimos a equacao (111) pela soma dela com a 
equagao (I) multiplicada por 3: 


X 



3 x + 3y + I = 10-± 


X + 2y + 3z = 7 
Ox — 3v — 5 z = - 10 
Ov — 3y — 8z = — 11 


: X + y + 2z = 1 
2x + 3v + g = 2 
4x + 5y + 5s —■ 6 


Escalonando. temos: 


r 

x + y + 2 z. 
* 2x + 3 y + z 
Ax + 5y + 5z 



x + 

Ox + 


Ox + 


X + 


y + 2z — t 
y - 3z = 0 
y -3z - 2 
y -f- 2z — I 




0a + 



Ox + Oy + Q- = 2 


Nota 

Os produtos da equagao (I) por -2 e por -3 podem 
ser feitos mentalmente, Nao e necessario escreve-Ios efe- 
tivamente. 


Note que nao conseguimos um sistema escalonado, pois 
os coeficientes da til Lima equagao sao todos nulos; 
porem a tentativa do escalonamento nos mostrou que o 
sistema e impossivel. ja que a ultima equacao nao e 
satisfeita para nenhum temo (x. y. z). 

Portanto, a classii icagao do sistema e SI e 5 = 0. 


R.4 Escalonar. classificare dar o conjunto solucao do sistema: 

3x + 4y + 5z = 1 
< 2x + 3v + 3 2 = 0 
5.x + ly + 8z - 1 

L • 

Resolugao 

• Substituimos a segunda equagao peia soma dela multi- 
plicada por 3 com a primeira equagao multiplicada 
por — 2 ; 

* substituimos a terceira equagao pela soma dela multi- 
plicada por 3 com a primeira equagao multiplicada 
por —5. 

Nota 

Fagamos tais produtos mentalmente. evitando assim 

muitas passagens. lsto e: 



- 2 - 

- 2 * 


-0 


3x + 4 y + 5z — 

2.v + 3y + 3z = 

5x + ly + 8z = 

3x + 4v + 

( Ox + y — z 
Ox + y~ 2 

3r + 4y + 5z = 1 
1 Ox + y — z = -2 
Ox + Oy + 0z — 0 

Eliminando-se a ultima equagao, chegamos ao sistema 
escalonado equivalente ao sistema original: 

3x + 4y + 5z — L 


V 




Como esse sistema escalonado e do segundo tipo (nume- 
ro de equagoes menor quc 0 numero de incognitas), sua 
classificagao e SPI (sistema posslvel e mdeterminadoj . 
Resol vendo em futicao da variavel livre 2 , temos: 


3x + 4y + 5 7. = 1 (I) 

y — z = ~2 =$y = z 

Substituindo (II) em (I): 

3x + 4(2 — 2) + 5z = 1 
3x + 4z — 8 + 5z = 1 
9-9z 


2 (II) 


x — 


■y 


= 3-32 


Logo, o conjunto solugao e: 

S = {(3 - 32 , 2 - 2, z), z m iR} 
R.5 Escalonar. classificar e resolver o sistema 

x + 2 y - I 
3x + 7y = 5 
2x + y = —4 

k. 

Re solugao 



- 1 
— 9 

= 0 


Eliminando a ultima equagao do sistema anterior, chega- 
mos ao sistema escalonado equivalente ao original: 

fx + 2 y = 1 
1 y = 2 

Tal sistema escalonado e do primeira tipo (numero de 
equagoes igual ao numero de incognitas). Portanlo. sua 
classificagao e SPD (sistema possivel e determinado). 
Resolvendo-o, obtemos o conjunto solucao: 

5={(- 3, 2)} 



B.6 


EXERCICIOS 3ASIC0S • 

Classifique e de o conjunto solugao de cada mil dos 
seguintes sistemas: 


x + 3 v — 2z — — 1 


a) < 


4v + 5z - 


2z 


b) 


x — 


c) 


< 


2x 


5 y + 3z 
y + 3z 
— y + 4z 


3z — 


19 

6 

2 

1 

1 

6 


B.7 (Fuvest-SP) Se 


a) 27 

b) 3 


x + 2 y + 3z 
4y + 5z 


= 14 

— 23 , entao x e isual a: 


62 = 18 


c) 0 

d) -2 


e) 1 


B.S (U. E. Londrina-PR) S e os sistemas: 


2 x + 3y 
3x + 2v = 


- i 


— A 


ax — 3y 
2x — by 


0 

— 9 


sao equivalentes, entao a + b e igual a: 
7 


a) - 


d) -5 


b) -4 


e) - 


11 


c) - 


B.9 Escalone. classifique e de o conjunto solucao de cada uni 
dos seguintes sistemas: 

x + 5y + 2z = 10 

a) \ 2 x + y - 3z = -3 

3x + 6 y +52= 19 


b) 


c) 


x — y + 2 z — 1 
3 x + y- z = 2 
5x — y + 3z = 1 

3x + ly - llz = 6 
x + 2y — 4z = 1 
x + 3y - 3z = 4 


Sugestao. No item c, para facilitar o escalonamento. 
permute as duas primeiras equagoes. 


Ii.lO Resolva, por escalottamento. cad a ura dos sistemas, 
class if icancto-os como SPD. SPI ou SI: 



2x 

+ 

V 

■r* 

I- 

7 

Si 

= 7 

'3 a + y 

+ 2 z - 

- 4 

a) < 

4 a 

4- 

y 

— 

3z 

= 5 c) < 

2a — y 

+ z - 

= 6 


2 a 

j 

3 y 

“1“ 

2z 

= 7 

x T 2v 

L * 

4- z ~ 

= 0 


'3a 

— 

V 

+ 

0- 

s. 

- 3 




b) S 

A 

+ 

2 y 

4 

■ki 

= 1 





6 A 

+ 

5y 

4 

5z 

= 6 





B.ll QuaJ e a classificagao e o conjunto soiugao de cada um 
dos seeuintes sistemas? 


x + 3 y = 1 
a) \ 4a — y — 2 
3 a — 4 y = 0 
3 A' + v = - 4 


V 


b) 


x + 2 v = 2 


2a — y = 


x — 2 y = 3 
c) -4 3 a — 6y — 9 
2a — 4y = 6 


5a -4 4y • 2z — 0 

B.12 (ITA-SP) Examinando o sistema < x -I- 8v 4 2 c — 0 

podemos concluir que: 2x -t- v— 7=0 

a) o sistema e determinado. 

b) o sistema e indeierminadb, com duas incognitas arbi- 
tr arias. 

c) o sistema e indeterminado. com lima incognita arbi- 
traria. 

d) o sistema e impossfvel. 

e) n.d.a. 


B.13 Um litro de creme contem suco de fruta, leite e mel. A 
quantidade de leite e o dobro da quantidade de suco de 
fruta. e a quantidade de me] e a nona parte da quantidade 
dos outros dois lfquidos juntos. A quantidade de suco de 
fruta que contem esse litro de creme e: 

a) 300 c) 350 e) 420 mi 

b) 250 mi d) 400 m€ 


Exercicros complementares de C.4 a C.8 


C.l 


% 

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


Qua! dos sistemas seguinles e impossfvel? 

x + y 4- z = 3 


a) {a 4- v + 4 = 8 


d) h 


2a 4- v = 5 


b) - a = 1 
ly = 3 

2a + y 


e) - 


0 a 4- Oy + Of 

0 a + Qj? + 3z 

0a 4 Oy = 0 
x ■ = 7 


0 

0 


[y = 5 


c) 


- 5 


A = 4 
v = 2 


C.2 Sabendo que o sistema, nas incognitas a e y, 
3a 4 2 y = 1 
ay — 5 


e impossfvel, obtenha o valor de a. 


C.3 Para que valores reais de a o seguinte sistema, nas incog- 
nitas a e v, e impossfvel? 

3 a 4 y = 3 
0a 4 Oy .= a 


C.4 Um lipo de alimento e composto por acucar, milho e 
extrato de make. A quantidade de milho dessa compo- 
sigao e o quadruplo da quantidade de agucar. Sabendo 
que 0 prego por quilograma do agiicar, do milho e do 
extrato de make sao, respectivamente. 80, 60 e 40 centavos 
e que o prego, por quilograma. daquele alimento com- 
posto por esses ingredientes e 55 centavos, calcule a 
quantidade de acucar que compoe I kg daquele alimento. 

C.5 Ao final de um cam peon ato Je futebol. foram premiados 
os jogadores que marcaram doze, treze ou catorze gols 
cada um, durante todo o campeonato. Qual foi 0 numero 
de atletas premiados, sabendo que 0 total de gols marca- 
dos por eles e 1 i 5 e que somente cinco atletas marcaram 
mais de doze gols cada um? 

C.6 Durante as investigates de um ass&Ito a banco, foi cha- 
in ado a depor o gerente do estabelecimemo. A testemu- 
nha declarou ao delegado que de um dos cofres foram 
roubados: um pacote vermelho. dois azuis e cinco bran- 
cos, total izando 150 mil dolares; do outro cofre foram 
roubados: um pacote azul e tres brancos, total! zandq 70 
mil dolares. O declarante afirmou ainda que pacotes da 
mesma cor tinbam quantJdades iguais de dinheiro e que 
cada pacote vermelho pdssufa 5 mil dolares a mais que 
cada pacote branco, O delegado, apds ouvir atentamente 
a testemunha, pos-se a fazer contas. Poucos minutos 
depois. olhou nos olhos do declarante e acusou: 

— O senhor esta mentindo. 

A testemunha tentou ainda reafirmar sua estoria. mas foi 
total mente desmentida pelo delegado com argumentos 
irrefutaveis. Analisando essa cena cinematografica, 
prove que o gerente mentiu em seu depoimento. 


C.7 (UFMA) Sendo (n. b, c) soiugao do sistema: 

a - y 4 2 z = 1 
y + 3z = 5 

tal que ab = 2c. entao um valor de a e: 

a) -3 cj 2 e) 4 

b) -4 d) 3 



(ITA-SP) Sejam a 2 , a 3 , a 4 quatro numeros reais nao- 
nulos, fonnando nessa ordem uma progress ao geome- 


tric a. Entao. o sistema em x e y 


U,A + OjV = l 

a 1 a 2 x 4- a . a 4 y = 



e um sistema: 

a) impossfvel. 

b) possfvel determinado. 

c) possfvel indeterminado. 

d) possfvel determinado apenas para a , > !. 

e) possfvel determinado apenas para a , < — 1. 



Copftulo 40 

0 C0NCEIT0 DE DETERM IN ANTE E SUA 
APLICACAO NA DISCUSSAO DE UM SISTEMA LINEAR 


1. OCONCEITODs DETERMINANTE 


Determinant© de ordem dois 

Observe o escalonaraento clo sistema, nas incognitas 
ax + by = p 
cx 4- dy — q 


a- e v. ■ 


ax 4 by = p 
cx + dy = q 


(— f) 

(tf) 


0 


ax + by = p 
(ad — cb)y — aq 


cp 


(Mesmo que a = 0ou c=0, atraves de outra transformaqao obtenv 
se urn sistema equivalente com esse coeficiente de y na segunda 
equa^ao.) 

Havera um unico valor de y satisfazendo essa ultima 
equagao se. e somente se. o coeficiente de y, ad — cb , for 
diferente de zero; conseqiientemente, havera um unico 
valor de x satisfazendo o sistema. Concluimos eutao que; 

ad — cb # 0 <=> SPD 

A expressao ad — cb e chamada de determinante dos 
coeficientes do sistema e e simbolizada por; 


a 

c 


b 

d 


em que a primeira coluna e formada pelos coeficientes de 
x, e a segunda, peios coeficientes de y. Note, portanto, 
que um determinante de ordem 2 (duas linhas e duas co- 
lunas) e igual a diferenga entre o produto dos elemenlos 
da diagonal principal e o produto dos elementos da dia- 
gonal secundaria, nesta ordem: 


a 

c 


b 

d 


Diagonal secundaria 
- ad — cb 

Diagonal principal 


Exemplos 

a) Calculando o determinante D dos coeficientes do sis- 

3* 4 4y = 9 


tema 


temos; 


b) Calculando o determinante D dos coeficientes do 

2a 4- 3y = 1 


sistema > 


4 a + 6v 


temos: 


2 

3 

4 

6 


= 2- 6 — 4-3 = 0 


Como D = 0, temos duas alternatives: ou o sistema e 
possivel e indetenninado ou e impossfvel. Para saber qual 
das duas e a correta, basta escalonar o sistema: 


2 a 4 3 v — I — ► < 2 

!) 

2x + 3y = 

4.v 4 6y = 5 


Ox 4 Ov = 


Logo, o sistema e impossfvel. 

Nota 

Matriz e determinante sao entes distintos: matriz e uma 
tabela. e determinante e um numero. Dizemos que o detenni- 


nante 


a b 

e u m numero associado a matriz 

f 

a 

\ 

b 

c d 



dj 


Determinante de ordem tres 

Escalonando o sistema, nas incognitas a, y e z, 
ax 4- by + cz — p 


dx 4- ey + fz 
gx + hy + iz 


= q obtem-se: 


— r 


ax + by 4- cz = p 

0 a 4 - ( ae — bd)y + ( af — dc)z = aq — pd 
0a 4- 0y 4 (aei 4* bfg 4- cdh — gee — hfa — idb)z = 
[ = aer 4 - bqg + pdh — gep — hqa — rdb 

(Verifique!) 

Esse sistema sera possivel e determinado se, e somente 
se, o coeficiente de z, aei + bfg + cdh — gee — hfa — idb, 
for diferente de zero. Esse coeficiente e chamado de 
determinante dos coeficientes do sistema, e e simbo- 
lizado por: 


4 7y 


! 

a 

b 

c 

3 

4 

= 3*7-2*4 = 13 

d 

e 

f 

2 

7 


8 

h 

<r 

/ 


Como D =£ 0, concluimos que o sistema e possivel e 
determinado. 


em que a l a , a 2- e a 3- coluna sao formadas pelos coefi- 
cientes de a, y e z, respectivamente. O caleulo de um 


ZES, SISTEMAS LINEARES E DETERMINANTES 



determinante de ordem 3 (tres liiihas e tres colunas) pode 
ser efetuado atraves da regra pratica, descrita a seguir, 
conhecida como regra de Sarrus: 

I. Repetem-se as duas primeiras colunas a direita do 
determinante: 


Diagonal 

secundaria 



Faralelas a 

diagonal 

secundaria 


a 


G 


d /S< f 

g Wm. 


Diagonal 

principal 


a 

d 

8 


b 

€ 

h 




Paraielas a 

diagonal 

principal 


IT. 


Multiplicam-se: 

• os elementos da diagonal principal e os elementos 
de cada paralela a essa diagonal, conservando o 
sinal de cada produto obtido; 

• os elementos da diagonal secundaria e os elemen- 
tos de cada paralela a essa diagonal, invertendo o 
sinal de cada produto obtido. 


-gee 

~hfa 
— id b 


a 

d 

8 


b e 

X / 

h i 


a 

d 

8 


b 

e 

h 


cd h 

bfg 


aei 


111. E adicionam-se os resultados obtidos em (II), ou seja: 


a 

b 

c 

d 

e 

f 

8 

h 

i 


— aei + bfg + cdh — gee — hfa — idh 


Exemplo 

Calculando o determinante D dos coeficientes do 
2x + v + 3z — 8 

w 

x — 2 y + 4z — 1 temos: 

3x + 2 y + z = 0 

18 

/ v -16 


sistema 


2 Nx 


¥ 

A' 

1 -2^ 

X 


-2 

y if 


3 

X 2 


. A 6 

12 
A -4 

= -4 + 12 + 6 + 18 - 16-1-15 


Como D # 0, conclumios que o sistema e possivel e 
determinado. 

Generaliza 9 ao 

Podemos generalizar as observances feitas ate aqui 
atraves do seguinte teorema: 

Indicando por D o determinante dos coeficientes 
de um sistema linear coni numero de equacoes iguai 
ao numero de incognitas, tem-se que: 


D^Oo SPD 
D = 0 SPI ou ST 


Nota 


No proximo capftulo estudaremos o calculo de um de- 
terminante de qualquer ordem. 



EXERCICIO RESOLVIPO 


R.l De terminar a. a E IR, de modo que o sistema abaixo nas 

incognitas a, _v e z seja possivel e determinado. 

2a — y + 3z = 1 
i x + 2y — z — 0 
ax + v -f 2z ~ 4 

L 

Resoluf&o 

O sistema sera possivel e determinado se. e somente se, 
o determinante dos coeficientes for diferente de zero. 
Isto e: 


A e S PD 


2 

-1 

-'i 

f> 

I 

2 

-1 

a 

1 

2 


0 





yf 

yf' 

1 




2^0 

a 

¥ 

A- 

■—I- - 




8 + a + 3 — 6a + 2 + 2 + 0 —5a + 15^0 

.’. a =£ 3 

Logo, A e SPD ■<=> a =£ 3. 



R.l 


EXERCICIOS BAS1COS 

Calcule o determinante dos coeficientes de cada um dos 
sistemas: 

' 2x + 3y + z = 5 
X — z = 3 
4x + 2v -f- 2z — 0 

x + 3y = 1 

2 a - z = 6 

i 


a) 


5 a- + 3v 
4 a + 7t 


6 

1 


c) 


1 


[ 3a + y — 2 



b) j 


d) < 

— 


. y = 6 



X 


2v = z 


B.2 (U, E. Londrina-PR) O sistema - 

vel e determinado: 

a) para qualquer valor de a. 

b) somente para a = 0. 

c) somente para a = 6. 


ax + 3 v = 2 
2a - y = 0 


e posst- 


d ) se a # 0. 

e) se a —6. 


234 




B.3 (U. E. Londrina-PR) Considere o seguinte sistema de 

equates nas incognitas a e y: 


4 

3kx A y — 5 
, a + y = 2 


Esse sistema tern uma e uma so solucao se o numero real 

k for diferente de: 




2 

c) T 

e)| 

b > 7 

<*>1 



B.4 (Mackenzie-SP ) Para que o sistema a seguir. nas incog- 
nitas x\ v e z, seja impossivel ou indeterminado. devere- 

mos ter, para o real k, valores cuja soma e: 

a) —1 b) 1 c) 0 d) —2 e) 2 



< 


X + kv + z 



x + y + z — k 


Exercicios complementares de C,1 a C-3 


2. DISCUSSAO DE UM SISTEMA LINEAR 

Considere o seguinte sistema linear nas incognitas x e y: 

3x + 2 y = 2 

■ 

mx + 4> = 1 

Observe que, alem das incognitas .vey, o sistema apre- 
senta uma variavel m. Tal variavel e chamada de para- 
metro do sistema. 

Discutir esse sistema em funcao do parametro m signi- 
fica classifica-lo como SPD. SPI ou SI para cada valor 
real assumido por m. 

Por uma questao puramente didatica, vamos separar o 
estudo das discussoes de sistemas lineares em dots casos. 


Primeiro caso: sistemas lineares 
cujo numero de equagdes e igual 
ao numero de incognitas 

A discussao de urn sistema linear cujo numero de 
equates e igual ao numero de incognitas pode ser feita 
atraves do determinante dos coeficientes auxiliado pelo 
metodo do escalonamento. 

Como exemplo. vamos discutir o seguinte sistema: 



3 .r + 2 v = 2 
mx + 4y = 1 


segundo os valores do parametro real m. 

Sendo D o determinante dos coeficientes do sistema. 
temos que: 


Impomos entao a condicao DAO, garantindo assim 
que A seja SPD. Isto e: 


3 

m 


2 

4 


AO 12 - 2m A 0 


m A 6 


Temos entao que m A 6 SPD. 

Por outro lado, note que para m = 6 temos D = 0 e 
nesse caso ficamos entre duas altemativas: ou A e SPI ou 
A e SI. 

Para descobrir qual das duas altemativas ocorre. basta 
substituir m = 6 em A e escalonar o sistema. Ou seja: 


m — 6 

4 


3x + 2v — 2 — 


6 a + 4v 

4 


= 1 


+ 


% _ _ _ j 


3 a - + 2y — 2 
m + Oy = -3 


Observe, portanto, que para m — 6 o sistema e impos- 
sivel. Concluimos entao que: 


m A 6 

m = (6 


SPD 
SI) 



EXERClCiOS RE60LV1D06 

R,2 Discutir o sistema abaixo nas incognitas x e y segundo os 
valores do parametro real m. 

1 ' mx + 3y — 1 
3x + mv — 1 

Resolugao 


Seja D — 


m 

3 


3 

m 


Impondo DAO. temos que o 


sistema e possivel e determinado: 


m 

3 

3 

m 


A 0 <=> m 2 — 9 A 0 


m A 3 e m A —3 

Logo, m A3 e m A —3 => SPD. 

Observemos que para m = 3 ou m = — 3 temos D — 0, 
o que signif ica que o sistema e possivel e indetermina- 
do ou impossivel para cada um desses dois valores de in. 
° Substituindo m = 3 no sistema e escalonando-o, 
obtemos: 


x 


3a 4- 3y - 1 
3.v + 3y = 1 + 


_ J3jc + 3y - 1 
' 0.v + Oy = 0 


- {3a + 3y = 1 (SPD 
Logo, m — 3 SPI. 

• Substituindo m ~ —3 no sistema e escalonando-o, 
obtemos: 

x 


— 3a* + 3y - 1 
3 a — 3y = 1 
' -3 a + 3y - 1 
0a + Oy — 2 

Logo, m — — 3 => SI. 





D A 0 <=> A e SPD 



Resumindo: 


1 2 
a 4 


=£0 <=> 4 — 2a ^ 0 .*. a^2 


m # 3 e m ^ —3 SPD 
m = 3 =» SPI 
wi - -3=> SI 


R.3 Discatir o sistema abaixo nas variaveis x, v e ~ em fungao 
do parametro real a. 

' x 4 2 y — z — I 
2x - v f 3z = 2 


ax — 3y ) 4a = 0 


Resolugao 


Seja D — 


i 2-1 
2-1 3 

a —3 4 


Impondo D 4 0. temos que o sistema e possivel e 
determinado: 


Logo, a i 2=} SPD. 

Para obter a classificagao do sistema para a 
tufmos a = 2 no sistema, escalonando-o: 


2, substi- 



x 4 2 y — 3 
2x + 4y = 

Li 





x 4 2y — 3 

' 

Ox + Ov *= — 6 


Observe que: 

• se b — 6 4 0, entao o sistema e impossfvel; 

• se /; — 6 = 0, entao o sistema e possivel e indetermi- 
nado. 

Logo, temos a ~ 2e b ^ 6 => SI, a = 2eb = 6=* SPI. 


Resumindo: 



<=> —4 4 6a 4 6 — a 4 9 — 16 4 0 a 4 1 
Logo, a 4 l => SPD. 


Para descobrir a classificacao do sistema para a ~ 1, 
basta subsiituir a = 1 no sistema, escalonando-o: 





x + 2y — z = 
2.x - y + 3 z = 
^x 3v + 4; ' 


x 4 2y - - - 

Ox — 5y 4- 5z 


= 0 


x 


Ox 5y + 5z = — I 



\x+2y-z = 
Ox - 5y + 5 z 
Ox 4 Ov 4 0^ 


0 (SI) 

-I 


Logo, a = 1 => SI. 
Resumindo: 


a 4 1 => SPD 
a = 1 SI 


R.4 Discutir o sistema abaixo nas incognitas x e v em fungao 
dos parametros reais aeb. 


x 4 2 v — 3 

i 

ax 4 Ay — b 

Resolagao 


Sej ; a D = 


1 

a 


2 

4 


. bnpondo D 4 0. teremos um siste- 


a 4 2 =£ SPD 
« = 2e£i46=^SI 
n = 2e£ = 6=>SPI 

Segundo caso: sisfemas lineares cujo 
numero de equa^oes e diferente do 
numero de incognitas 

Varaos discutir sistemas lineares com numero de 
equacoes diferente do numero de incognitas atraves do 
escalonamento. Nao poderemos usar. nesse caso, o deter- 
minante dos coefi denies do sistema, pois a matriz dos co- 
eficientes nao sera quadracla e, portanto, nao existira o de- 
terminante. 

Como exemplo, vamos discutir o seguinte sistema em 
fungao do parametro real m: 

r x + 2y — z — 1 
2x + Ay 4 mz = 1 

Escalonando o sistema, temos: 

x + 2 y — z = 1 "^ 5 ) 

ii + ~ 

_ 2x 4 Ay 4- mz = 1 

'x + 2 y — z = 1 
Ox 4 Oy 4 (m 4 2)z — — 1 

Note que: 

* se m 4 2 = 0, entao o sistema e impossfvel; 

• se m 4 2 4 0, entao o sistema e possivel e indetermi- 
nado, pois e um sistema escalonado do segundo tipo (nu- 
mero de equagoes menor que o numero de incognitas). 
Resumindo, temos: 


m — —2 =}> SI 
mi- -2 => SPI 


ma possivel e determinado: 



R .5 


EXERCICIO RE60LVID0 

Discutir o sistema abaixo nas incognitas x e y em funcao 
do parametro real m. 



EXERCICIOS BASIC05 


B.5 Discuta o sistema abaixo nas incognitas x e y em funcao 
do parametro real m. 


x + 2y = 5 
3x + 5y = 13 
2x + 3v — m 


Resolugdo 

Vamos mostrar dois modos diferenles para se discutir 
esse sistema. 

Primeiro modo 

Escalonando o sistema, temos: 


x + 2 y : 
■{ 3 a + 5 v 

w 

i 2x + 3 y 




' x + 2y = 






[ Ox + Oy = m — 8 


Note que: 

* se m — 8 t 6 0, entao o sistema e impossfvel; 

* se m — % — 0, entao o sistema e equivalente a 

x + 2y — 5 

- ' que e possfvel e determinado. 

— y = —2 

i, ^ 

Resumindo; 


m 8 => St 
m — 8 => SPD 


Segimdo modo 

Resol vendo o sistema fonnado pel as duas primeiras 
equacoes, temos: 


x + 2v 

mf 


3x + 5 v 

■. ■= -J 



x + 2v — 5 

— > ,i‘ = 1 e v = 2 

Ox-y - -2 


Se a solucao (1. 2) tambem for solucao da ultima equa- 
$ao, entao o sistema sera possfvel e determinado; caso 
contrario. sera impossfvel. pais nao existira uma solucao 
comum as tres equacoes. 

Substituindo x =* 1 ey = 2 na terceira equagao, temos: 

2*1+ 3 * 2 = m => m — 8 

Resumindo: 


m = 8 => SPD 
m =£ 8 => SI 


2x + 3y - 2 

< 

nix + 6y — 1 

B.6 Discuta, em fun?ao do parSiftetro real m, o sistema nas 
incognitas x, y e z'. 

f 

tnx — y + 2z — 1 
* 2x + y + z* = 2 
5x + 2y + 5z — 7 

fa 

B,7 Faca a discussao. segundo os valores reais de m. do sis- 
tema nas incognitas x e y: 



mx + y = —3 


B.8 Classifique o sistema abaixo nas incognitas x, v e z como 
SPD, SPI ou SI, para cada valor real do parametro m. 

x + 3 y + rttz ~ 1 
- 3x + y •+ 3z — 1 
mx — 2y + z = 1 

B.9 (FVG-SP) Considere o sistema linear nas incognitas a e y: 

'tnx — 2y = 3 

4 

4x + y = n 


a) Para que valores de m e n o sistema e determinado? 
Indeterminado? Impossfvel? 

b) Resol va o sistema para m = 3 e n = —2. 


B . 10 (UFMG ) Determine os valores de a e b para que 0 sistema: 

x + y — 2z — 0 
■j 2 a + v + z ~ b 
x l- ay f z — 0 

% 

a) tenha solucao unica. 

b) tenha infinilas solu$oes. 

c) nao tenha solucoes. 

B.ll (U. F. Santa Maria-RS) Considere as afirma tivas refe- 
rentes ao sistema 


x + y + 2 z — 1 

* 3x + Oy + 2z = 0 em que x, y, z, k E 1R, 

Ox + y + (k+ 1)7 = -2 
indicando se sao verdadeiras (V) ou falsas (F). 


• Se A- + — . o sistema e possfvel e detenninado. 

• Se k — o sistema e impossfvel. 


• Se k = — , o sistema e possfvel e indeterminado. 
A seqiiencia correta e: 

a) V — F — V d)V — F — F 

b) F — V — F e) F — F — V 

c) V — V — F 
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B.12 Discuta o sistema abaixo nas incognitas x e y em fungao 
do parametro real a. 

x 4 2v = 5 
< 2.v — y = -5 
3x + y = a 

B.13 Fag a a discussao do sistema abaixo nas incognitas x, y e z 
em fungao do parametro real m. 

2 x — y + mz — 1 
\%x-4y-4z = 7 

B.14 No sistema abaixo de incognitas x e y, o parametro k 
pode assumir qualquer valor real. Discuta o sistema em 
fungao de k. 

x-2 y = 5 
<! 3x 4 v ~ 1 
.r +5 y = k 

B. 15 Discuta, em fungao dos parametros reais a e b , o sistema 
nas incognitas x, y e z‘. 

x 4 2y - z ~ a 

■r 

2x + by — 2z — 6 


Propriedade 

Todo sistema linear homogeneo com n incognitas 
admite como solucao a enupla (0, 0, 0, 0), chama- 
da de solugao trivia! do sistema. 


Notas 

1 . Pela propriedade anterior, temos qne um sistema li- 
near homogeneo e sempre possfvel. 

2. A solucao trivial pode ser lambem denominada so- 
lugao nula ou solugao impropria do sistema linear ho- 
mogeneo. 


Exemplos 

a) A solucao trivial do sistema: 


x + 2 v — 0 

- ' e 

1 3x — y = 0 

b) A solugao trivial do sistema: 


( 0 . 0 ) 


5a + 2b — c + d — 0 

e (0, 0, 0, 0) 

\a - 3b + 2c — d = 0 


Exercfcios complements res de C.4 a C.6 

3. SISTEMA LINEAR HOMOGENEO 

Sistema linear homogeneo e lodo sistema linear 
formado exclusivamentc por equacoes lineares ho- 
mogeneas, isto e, equacoes com termo independents 
igual a zero. 


Exemplos 

3x + 2 y + z — 0 

a) ^ x — 3 y + 5s = 0 
6x — 2y + z — 0 

* + 2 v = 0 

b) 

3x — y = 0 



5a + 2b — c 4- d = 
\m — 3b 4- 2c — d 


0 

0 


Solucao trivial de um sistema linear 
homogeneo 

Observe que, se atribuirmos o valor 0 (zero) a cada va- 
riavel do sistema homogeneo: 

3x t 2 v t z ~ 0 
< x — 3y 4- 5z = 0 
6x — 2y + z = 0 

obtemos as sentengas verdadeiras: 

' 3 * 0 4 2 ■ 0 + 0 - 0 
. 0-3*045*0 = 0 
6*0 - 2*04-0 = 0 

Concluimos entao que o terno (0, 0, 0) e uma solugao 
desse sistema. Esse terno e chamado de solucao trivial 
do sistema homogeneo. 


Sistema linear homogeneo com 
numero de equacoes igual 
ao numero de incognitas 

Observe o seguinte sistema linear homogeneo: 



x + 2y - 2 



y 4" 4 



3.v + y + 3z = 0 


Certamente esse sistema e possfvel, pois admite a solugao 
trivial (0, 0, 0). Sera que o sistema admite outras solu- 
goes, alem da trivial? 

Para responder a tal pergunta. poderiamos escalona-lo: 
mas tambem podemos obter a resposta pelo determ inante 
dos coeficientes. Observe: 

Sendo D o determinante dos coeficientes do sistema A, 
temos: 


SPD 


Nesse caso havera somente a solugao trivial 


ou 


A e SPI 


£) = 0 <=> 


OU 


A e SI 


Nesse caso havera outras solugoes. 
alem da trivial 

Nuiica ocorrera, pois o sistema 
homogeneo e sempre possfvel 


Calculando D % temos: 

-2.' - i 

= -3 + 24-2-3-4-12 = 0 

Como D = 0 e A e um sistema linear homogeneo, conclu- 
irnos que A e um sistema possfvel e indeterminado (SPI); 
portanto ha outras solugoes. alem da trivial. 



Propriedade 

Sendo A um si stem a linear homogeneo, com /? 

equagoes e n incognitas, cujo detenninante dos coe- 
ficientes e D, tem-se que: 

D # 0 A e SPD (A admite apenas a solugao trivial) 
ou 


seja passive! e indeterminado, basta impormos a condi- 
gao D — 0, onde Deo determinante dos coeficientes de 
A. Isto e: 



—7 — m — 60 — 5 — 4 — 21m — 0 


D = 0 A 6 SPI (A admite outras solugoes, alem da - 22m + 44-0 

trivial): • m 


Exeniplos 


2x + 



a) No sistema A 


< x — y — 0 
3x + y + z 


0 

temos: 

0 



Como D 0, temos que A e SPD. portanto admite apenas 
a solugao trivial (0, 0, 0), 


b) No sistema B 


2 x~y = 0 
4a- - 2v = 0 


temos 


D = 


2 

-1 

4 

-2 


= 2( — 2) — 4( — 1 ) = 0 


Logo, m = 2. 


* 



EXERC1CIOS BASI COS 


B.16 Classifique os sistemas lineares homogeneos como SPD 
ou SPI. 


a) 


b) a 


5x — 3 v = 0 

& 

* + 2y — Q 

' x — v + 2z -- 0 
2x + y -H 5z — 0 
x + 2 y + 3z = 0 


B.17 Para que valor de m, m E IR, o sistema abaixo nas varia- 
veis x, y e z admite apenas a solugao trivial? 

' .v + 3y ~ z = 0 
• mx — y + 2z — 0 
5x + 2v + z = 0 

B.18 Determine a, a G IR, de modo que o sistema abaixo nas 
variaveis x, v e z admita solugoes diferentes da trivial. 


Como D — 0, temos que B e SPI; portanto admite outras 
solugoes, alem da trivial (0, 0). Algumas dessas outras 
solugoes sao (1, 2), (2, 4), (3, 6), etc. 


+ y — z — 

- y + 2 z 


0 
- o 
- 0 


Nota 

Em um sistema linear homogeneo. as solugoes dife- 
rentes da trivial sao chamadas de solugoes proprias. No 
exemplo (b). as solugoes proprias sao aquelas diferentes 
da trivial (0, 0), isto e. (1, 2), (2, 4), (3, 6), etc. 


I 

f 


EXERCICIO RESOLVIDO 


R.6 Determinar m. m £ IR, de modo que o sistema nas varia- 
veis x, y e 



r x + 3y — z ~ 0 
s mx — y + 4z = 0 
5x + v + Iz — 0 

k. 


admita solugoes diferentes da trivial. 

Re solugao 

Para que um sistema homogeneo admita outras solugoes, 
diferentes da trivial, deve ser um sistema possfvel e 
indeterminado (SPI). Para que o sistema homogeneo A 


B.19 Discuta o sistema abaixo nas incognitas x, y e z em fun- 
gao do parametro real k. 


x -r 2 _v — z — 0 
i kx + 5y + z, — 0 


x. 





0 


B.20 (Faap-SP) Seja o sistema linear: 


k 3 3 


I 

V! 

I 


0 

1 4 3 

■ 

y 


0 

i 3 4 




0 


A unica alternativa correta e: 

a) Se k = 1 , a unica solugao 6x = y = .s = 0. 

b) O sistema e impossfvel. 

c) O sistema tern infiflitas solugoes para qualquerC 

d) Somente se k — 0 o sistema e impossfvel. 

e) Nao e possfvel investigar o sistema com os dados dis- 
pomveis, 

Exercfcios corrtplementares de C.7 a C.10 
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EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


C. ! Dado o si sterna nas variaveis x e y g 


f ax + 2v — la 

s' 

2x + y — 6 + 2a 

a) determine a, a G IR, para que o si sterna seja possfvel 
e determinado; 

b) se o si stem a e possfvel e determinado, encontre os 
valores de x e y em funf ao de a. 

C.2 Considere o sistema nas variaveis xe v • 

' x v — 3 

L. ™ 

a) Obtenha a. a G IR. de rnodo que o sistema seja possi- 
vel e determinado. 

b) Se o sistema e possfvel e determinado, encontre os 
valores de x e y em fun^ao de a. 

C.3 Determine in. in G IR, de modo que o sistema abaixo nas 

variaveis x, ye; seja possfvel e determinado. 

> + 2; = l 
< mx + 3v — z = 2 
mx 4- 2y — 3z = 5 


C.4 { Unicamp-SP) Encontre o valor de a para que o sistema: 

' 2x — v + 3z ~ a 
• x + 2y — z = 3 

lx + 4v + 3; - 13 

** *■ 

seja possfvel. Para o valor encontrado de a ache a solu- 
cao geral do sistema, isto e, ache expressoes que repre- 
sentem todas as soiufoes do sistema. Explicite duas 
dessas soluqoes. 


C.5 (PLIC-SP) Considere o seguinte sistema de equacoes de 
incognitas x e v: 

r 6x + 2y = 4 
< 3x + 5y = 6 


kx + 2y = 5 


Esse sistema tern uma linica solugao para certo ntimero 
real k, que e um: 

a) quadrado perfeito. d) numero negativo. 

b) niimero primo. e) muitiplo de 5. 

c) numero rational nao inteiro. 


C.6 (Lf. Taubate-SP) Para que valores de k o sistema a seguir 
e possfvel e detenninado? 


* 


2x — y — 3z = — 5 

x + 2v — 3z = k 

* 

2x + y + z = 1 
. x + y-z = 0 


C.7 Resolva o sistema linear homogeneo: 


' x + 2 y — z ~ 0 
■ x + 3 v + 2z = 0 
3x + 8v + 3; = 0 

is. ■- 


Sugestao. O determinante D. dos coeficientes, e igual a 
zero; portanto o sistema e possfvel e indetenninado. Para 
resolved o, escalone-o. 


C.8 Encontre o valor de k, k G IR. de modo que o sistema 
abaixo nas variaveis x e y admita sol u foes diferentes da 
trivial. 

x + 2 y = kx 
3x + 2y = kv 

C.9 (U. Taubate-SP) Calcuie o valor de k para que o sistema 

a seguir tenha solugao diferente da trivial. 

3x 4" y, 4" z = 0 
. 2x + (2 - k)y + 2z = 0 
x + y + (1 - k)z - 0 


C.10 (Fuvest-SP) Seja o sistema < 


x +2 y — z — 
x — my — 3z 
x + 3v + mz 


0 

- 0 


= m 


a) Determine todos os valores de m para os quais o sis- 
tema admite solugao. 

b) Resolva o sistema, supondo m = 0. 



Capftulo 41 


DETERMINANTS E MATRIZES INVERSAS 


if! 




1. DETERMINANTS 

No capitulo anterior, vimos que, ao resolver urn siste- 
raa linear com ciuas equates e duas incognitas, ou com 
tres equaqoes e tres incognitas, constata-se um calculo 
padrao, cujo resultado chamamos de determinante. Re- 
cord ando: 


a 

c 

a 

d 




b 

d 

b 

e 

h 


= ad — cb 


c 

f 

* 

f 


= aei + bfg + cdh — gee — hfa —idb 


Podemos, tambem, conceituar determinante de ordem 
1, da seguinte maneira: dada a matriz A = (a ls ) define-se 
det A — £ 7 j j (o sfmbolo det A deve ser lido como “deter- 
minante de matriz A"’)- 

Exemplo 

Dada a matriz A = ( — 3), temos que det A = —3. 

De modo geral, na resoluqao de um sistema linear com 
n equates e n incognitas, verifica-se um calculo padrao 
que se mantem para qualquer valor de n. O nitmero resul- 
taute desse calculo e chamado de determinante. O obje- 
tivo deste capitulo e conceituar determinante de ordem 
n, para qualquer valor de n. 

Cofator 

Considereinos a seguinte matriz quadrada: 


A = 


fljl flj2 Cl jj 

#22 #23 

* i * 

m * ■ 

m m ■ 

a 1 J 

a 2j 

m 

m 

* 

a \n 

■ ** (X 

■ 

* 

■ 

Clj | Clj2 

a ’j 

* * * # i n 

l 4 i 

AS# 

a„ 1 a„ 2 

m 

u 

m 

# tJJ 

■ 

A 

* 

* * + 


Chama-se cofator do elemento a t) o numero que indi- 
caremos porA ;/ (le-se “cofator do elemento aA '), def inido 
por: 

Aij = {~ \y + * det B 

eir> que Be a matriz que se obtem eliminando-se a linha / 
e a coluna j da matriz A. 


Exeniplos 

a) O cofator do elemento a, , da matriz 


A = 


1 2 

1 

1 

3 

5 

4 

l 6 

0 

3 


\ 


e: 


J 


An = (-D 


I + 1 


5 4 
0 3 


= (~1) 2 (5 * 3) 


- 15 


b) O cofator do elemento a 2] da matriz 


A *= 




\ 

| 2 

1 

1 

[ft 

5 


Ui 

0 

3 J 


e: 


+ 


m = (• i) 


2 + | 


1 

o 


i 

3 


= (-mi * 3) = ~3 


Definicao de determinante 

Definicao 1 

O determinante de uma matriz unitaria A 
igual ao seu proprio elemento a n . 


(flu) 6 


Definicao 2 

O determinante de uma matriz quadrada de ordem n, 
n > 2, e a soma dos produtos dos elementos da primeira 
linha pelos respectivos cofatores, 

Exemplos 

a) Observe a definicao aplicada ao calculo de um deter- 
minante de ordem 2: 


Como A u = (— l) 2 a 22 — ci n e A ]2 - (— l) 3 a 21 = — 
podemos escrever: 


a 


21 


a n a 12 

Cl 7 1 O 'I'l 


Cl j | CI22 


Cl 1 'yd 


21 




V 


A 1 





1 r 


E claro que o resultado coincide com o desenvolvi- 
mento obtido no capftulo anterior. 






a u 

Cl 12 

Cl j \ A j j Ht # 1 2 /^ 1 2 1 

a 2\ 

#22 
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rs. 

UJ 






4 




b) Observe a definicao aplicada ao calculo de urn deter 
minante de ordera 3: 



d e 

g h 


c 

f 

■■ 

i 


= a * A n + b ' A vl + c ' A 


13 


Como 


An =(-!)?* 


e 

h 


f 

l 


= 1 • (ei — hf) = ei — hf 


A, 2 = (-1)3 ■ 


d f 
■ 

£ r 


= “ 1 ’ (di - gf) = gf - di 


Ao = (— 1) 


4 » 


d e 
£ ft 


— 1 • ( dh — ge) = dh — ge 


temos que: 


a b c 
d e f 
g h i 


= a • (ei— hf) + b * ( gf—di ) + c * (dh -ge) = 


— oe/ — ahf 3- hgf — bdi + cdh ~ cge 

E elaro que o resultado coincide com o desenvolvi 
memo pela regra de Sarrus, vista no capitulo anterior. 

Teorema de Laplace 



Pierre Simon, marques de Laplace (1749-1827), matematico trances. 
Dentre outros grandes feitos, demonstrou urn dos mais importantes 
teoremas sobre determinantes. 


O matemalico trances marques de Laplace descobriu 
que o desen volvirnento do determinante de uma matriz, 
atraves de cofatores, pode ser feito com os elenientos de 
qualquer linha on qualquer coluna, isto e, nao e necessa- 
rio que se use a primeira linha conform© a deiinicao. La- 
place provou que: 

"Q determinante de uma matriz quadrada de or- 
dem n , n 5 s 2, e iguai a soma dos produtos dos ele- 
mentos de uma fila qualquer pelos respectivos cofa- 
tores.'' 


Nota 


A palavra ‘'fila" e usada para indicar linha oil coluna. 



EXERCICIO RESOLVIDO 


R. i Calcular o determinante D atraves do teorema de Lapla- 
ce, usando a regra de Sarrus para os calculos de co- 
t a tores: 


D = 


5 

1 3 

2 

1 

4 0 

l 

4 

1 0 

3 

2 

1 4 

I 


Resolugau 

Para o desen volvirnento por Laplace, pode m os escolher 
uma fila qualquer. Por comodidade. escolheremos a fila 
com a maior quantidade de zeros, isto e, a terceira colu- 
na. Tai escolha e eonveniente porque o produto do ele- 
memo zero pelo seu cofator e iguai a zero e. portanto, 
nao e preciso calcular esse cofator. 

Temos entao: 


D ~ 


5 

1 

3 

2 

1 

4 

0 

1 

4 

1 

0 

J 

9 

1 

4 

1 


- 3A ]3 + 0 ■ A 2i + 0 • A n + 4A L3 
Precisamos calcular apenas os cofatores A !3 e A 43 : 


a 13 = (- iy 


1 4 

4 JX 

2 1 


! 

3 

1 


1 

4 

o 


4 

i 

1 


= 1(1 + 24 + 4 - 2 - 3 - 16) = 8 


A43 — ( 1) ; 


5 1 2 

1 4 1 

4 1 3 


5 

1 

4 


1 

4 

1 


= - 1(60 + 4 + 2 - 32 - 5 - 3) = -26 
Logo, D = 3 ■ 8 + 4( — 26) = -80. 




EXERCICIOS BASiCOS 


Nos exercicios de B. 1 a B.4 e de C.l a C.4. use as resras 


P.l Matrix triangular 

Uma matriz quadrada e tri angular quando os elemen- 
tos situados abaixo ou acima da diagonal principal sao 




praticas estudadas no capftulo anterior. 
B.l Calcule os determ in antes: 


a) 


o 

4 


8 

9 


c) 


sen a" — cos x 
cos A' sen x 


d) 


sen 


n 


sen 


12 

n 

12 


cos 


7t 


cos 


p 

JC 

12 


(Lembre-se de que sen 2 x = 2 sen a cos a\) 
B.2 Calcule os determinantes: 



4 

1 

2 


3 

4 

1 

a) 

3 

-1 

5 

c) 

0 

2 

4 


1 

1 

2 


0 

0 

5 


- 2 

1 

i 


b 

b 

h 

b) 

4 

3 

1 

d) 

b 

a 

a 


0 

2 

5 


b 

a 

c 


B.3 Resol va em IR a equaijao 


1 2 x 

2 x 1 

1 1 -2 


= 0 . 


B.4 (FGV-SP) Para que valores de a a equacao: 


-v 0 0 
0 a x 
0 1 1 


= 0 


tera duas raizes reais e iguais? 

a) a 3= 1 d) So para a 

b) a < 0 e) So para a 

c) 0^a^ 1 


0. 

1. 


iguais a zero. 




Exemplos 

Sao triangulares as matrizes: 


( 


\ 





( „ 

, A 

1 

0 

o ! 

b) 

2 -1 

B = 

4 

0 

c = 

3 

5 

0 


4 3 


v 6 

9 J 


1 

V 

4 

3 J 


B.5 Calcule os determin antes atraves do teorema de Laplace, 

usando a regra de Samis para os calculos de cofatores. 


a) 


2 

1 

0 

1 



1 

0 

1 

3 

2 

-I 

J 

0 

b) 

2 

3 

i 

0 

JL# 

1 

1 

1 

2 

0 

4 

2 

3 

0 

0 

4 

1 


0 

i 

1 

2 


Exercicios complementares de C.l a C.5 

Propriedades dos determ inantes 

Com a final idade de simplificar os calculos de deter- 
minantes, apreseiitaremos quatro propriedades validas 
para determinantes de qualquer ordem. Faremos as justi- 
ficalivas apenas para determinantes de ordem 2 ou de or- 
dem 3. 


D = 


2 
0 
0 
k 0 


0 

0 

0 

0 


0 

0 

6 

0 


0 

0 

0 

7 


A 


/ 


Propriedade 


0 determin ante de uma matriz triangular e iguai 
ao produto dos elementos da diagonal principal. 

Justificativa pai'a o case de matrizes de ordem 3. 
Aplicando o teorema de Laplace na primeira coluna da 


f 


matriz triangular A = 




a b 
0 d 
0 0 


A 


c 

e 

f 


temos: 


J 


det A — a • A u = a : • (— l) 2 • 


d e 
0 / 


= cidf 


Nos exemplos anteriores. temos: 


det B ~ 4*9 — 36, det C = 1 * 5 - 3 — 15 e 

det £> = 2 ■ 0 ■ 6 • 7 — 0 

P.2 Produto de um numero por determinante 

Multiplicando uma fila de uma matriz quadrada A 
por um numero real k, obtem-se uma nova matriz B 
tal que det B = k det A. 

Vamos justiiicar essa propriedade para o caso particu- 
lar de uma matriz de ordem 3 cuja primeira linha foi mul- 
tiplicada por k . Isto e, vamos provar que: 


ka 

kb 

kc 


a 

b c 

d 

e 

f 

— 

d 

e f 

g 

h 

i- 

l 


8 

h i 


D i 


D-, 


Desenvolvendo D x pelo teorema de Laplace atraves da 
fila do fator comum (primeira linha), temos: 

D { — kciA u + kbA xl + kcA xl — k(ciA u + bA n + cA ]3 ) 
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Note que a expressao aA u + b/\ ]2 4- cA I3 e o desenvolvi- 
mento de D 2 pelo teorema de Laplace atraves da primeira 
linha. Logo. D , = kD 2 . 

Exemplos 


b) 


2 a 

b 

5 c 


a 

b 

c 

2d 

e 

5/ 

— 2-5 

d 

e 

f 


h 

5/ 

i 1 

g 

h 

i 

l 


= 2 • 5 • 3 = 30 



15 

20 

25 


\ 3 

4 5 

a) 

1 

1 

3 

= 5 

1 

I 3 


2 

5 

1 


2 

5 1 


R.3 


Fator comum k 
primeira linha 
em evidencia 


Fator comum a 

primeira coluna F i, or comum a 

terceira coluna 

Sendo A uma matriz quadrada de ordem dois com 
det A ~ 4, calcular det (3A). 

Resolugao 


SejaA — 


b) 


4 

12 

8 


1 

3 

2 

2 

5 

1 

= 4*5 

2 

5 

1 

10 

5 

15 

/ f 

2 

1 

3 




v 


a b 

c tl 


\ 


J 


, Temos que 3A = 


la 

lb 

l 3c 

Id) 


Assim: 


det (3A) = 


Fator comum a 
primeira linha 
em evidencia 


Fator conumi a 
terceira linlia 
em evidencia 


3 £7 
3 c 


lb 

Id 


P.2 

- 3 



3 

A 


Fator comum a 
primeira linha 


a 

c 


b 

d 


= 3 • 3 • 4 = 36 


Fator comum a 
segunda linlia 


Cuidado! Observe que: 


f 


k 


\ 




a 

d 

g 


b 

e 

h 


c 

f 

# 

i 


( 


J 


ka 


\ 


kg 


kb 

ke 

kh 


kc 

¥ 

ki 


\ 


P.3 Teorema de Binet 


, k e IR, 


) 



a 

b c 


ka 

kb kc 

e que k 

d 

e f 

— . 

d 

e f 


8 

h i 


g 

h t 


Se A e B sao matrizes quadradas de mesma or- 
dem, entao: 

det AB — det A det B 


, k 6: IR. 


Justil icaremos esse teorema apenas para matrizes qua 
dradas de ordem 2. 


Isto e: 



) 


r\ 

Sendo A — 

a b 

eB = 

e f 

uma matriz, multipli- 1 

k c d } 


V g h J 


, temos que 


camos todos os elementos da matriz por k\ 
para multiplicar um iiumero k pelo detenninanle de 
uma matriz, devemos multiplicar por k apenas uma 
fila. 


AB = 

ae + bg 

af + bh 


K ce + dg 

cf + dh j 



Note que: 

det AB = (ae 4- bg )icf + dh) — (ce 4 dg)(af 4 bh) “ 


EXERCICIOS RESOLVIPOS 


aecf 4 aedh 4 bgcf 4 _bgdtfC—j>eaf 

V t — j 


cehh — dgctf 




R.2 Sendo 


a b c 
d e f 
g h i 


= 3. calcular: 


aedh + bgcf — cebh — dgaf = ad(eh 
{ad — cb)(eh — gf ) = det A det B 


gf) - cb{ch ~gf) = 


del .4 


det B 



la 

2b 

2 c l 


2a 

b 5 c 

a) 

d 

e 

/ 

b) 

2d 

e 5/ 


8 

h 

i 


2? 

h 5i 


Logo, det AB = det A det B. 

Exemplo 


Resotugdo 



2a 

2b 

2 c 


a 

b c 

a) 

d 

e 

/ 

= 2 

d 

e f 


S 

h 

m 

l 


8 

h i J 


Sendo A = 

c 2 

4 n 


4 

1 'I 

e B = 



1 

V 

3 

J 


3 

V 

? 

J 


, temos 


= 2-3 = 6 


que AB = 


' 20 10 X 




13 7 


J 


Fator comum a 
primeira Lin ha 


Note que det A = 2, det B — 3 e det AB — 1 0. 
Logo, det AB — det A det B, 




244 


adicionamos a 4- linha a I - multiplicada por — 1 , isto e: 


Jr EXERCICIOS RESOLVIDOS 

;i.4 Sabendo que A e B sao matrizes quadradas de mesma or- 
dem e que det A — 5 e det AB = 60. calcular det B. 

Resolugao 

Pelo teorema de Binet. ternos que det AB = det A det B, 
Logo, 60 = 5 det B => det B — 12. 

R.5 Sendo A uma matriz quadrada tal que det A = 5, calcular 
det A 2 . 



Note que apenas urn elemento da 1 5 coluna e diferente de 
zero. Assim. ao aplicai* o teorema de Laplace nessa colu- 
na. deveremos calcular apenas um cofator. Observe: 


Resolugao 

P.3 

det A 2 - det (A ♦ A) = det A det A = 5-5 - 25. 


P.4 Teorema de Jacobi 

A propriedade que vamos estudar agora permite que 
sejant introduzidos zeros enn uma fila qualquer de um de- 
terminante, facilitando significativamente a aplicacao do 
teorema de Laplace. Para entender o enunciado dessa 
propriedade, considere que ao multiplicar os elemenios 
de uma Ilia de uma matriz por um numero qualquer, ob~ 
tem-se uma multiple dessa fila. 


Em uma matriz quadrada A, adicionando-se a uma 
fila qualquer uma multipla de uma fila paralela, ob- 
tem-se uma matriz B tal que det A ■— det B. 


Faremos a justificativa dessa propriedade para matriz 
de ordem 2. 


Considerando a matriz A — 


a b ^ 


\ 


d 


. vamos adicio- 


J 


nar h. segunda coluna a primeira multiplicada por uma 


constante real k, obtendo a matriz B — 


Calculando os determinates, temos: 


^ a b + ka ^ 




c d + kc 


J 


det A = ad — cb 

det B ~ a(d + kc) — c(b + ka) = 

= ad + xrkc — cb — cka = ad — cb 

Logo, det A = det B. 



=>D= 1 • (-1) 2 - 
= 1 • 1 • (2 + S - 


2 

3 

A' 

6) 


>r 


0 X 


* 


2 2 
STl 

X V 0 




= 4 


’ EXERCICIOS BASICOS 


B.6 Calcule o detenninante de cada uma das matrizes: 



0 

3 

9 

3 


0 0 ^ 

0 0 
1 0 

2 2 x 


b) I 4 (identidade de ordem 4) 

Oh 

B.7 (U. F. Vi^osa-MG) A soma das raizes da equa^ao 


X 

5 

4 

1 

0 

a - - 1 

j 

5 

I 0 

0 

3a + 2 

9 

0 

0 

0 

8 



B.8 (Faap-SP) Dado que A 6 uma maLriz quadrada de ordem 
3 tal que det A = 5, conciui-se que det (24) e igual a: 

a) 10 c) 40 e) 30 

b) 80 d) 20 

B.9 A e uma matriz quadrada de ordem 3 tal que det A =£ 0 e 

A 2 — 2A = 0, cm que Oea matriz nula de ordem 3. Cal- 
cule det A. 



EXERCICIO RESOLV1PO 


B.I0 A e B sao matrizes quadradas de ordem n tais que 
det A = 5 e AB ~ I n . Obtenha det B. 



I 

J 

2 

4 


1 

1 1 

1 

R.6 Calcular o determ i nan te D = 

2 

8 

6 

8 

B.ll (Fuvest-SP) O valor de 

1 

2 2 

2 


4 

15 

9 

20 


1 

2 3 

3 


1 

4 

2 

5 


J 

2 3 

4 


Resolugao 

Apiicando o teorema de Jacobi: 

• adicionamos a 2- linlia a l a multiplicada por —2: 

• adicionamos a 3 s linha a l a multiplicada por —4; 


a) 2 C ) 0 e) -2 

b) 1 d) — 1 

Sugestao. Apiicando o teorema de Jacobi, introduza ze- 
ros na primeira coluna ou em qualquer outra fila. 




Teorema 


B.12 Calcule o determinante 


I 

3 

5 

1 


3 

10 

16 

3 


2 

8 

i 1 

5 



B.13 Qual e o valor do determinante de uma matriz quadrada 
que possui uma fila formada apenas por zeros? Suges- 
tao. Aplique o teorema de Laplace na fila nula. 

B.I4 Qual e o valor do determinante de uma matriz quadrada 
que possui duas filas paralelas iguais? Sugestao. Apli- 
que o teorema de Jacobi. 


B.1S Permutando-se as duas linhas da matriz A — 


( 




a 

c 


b 

d 


\ 


i 


obtem-se a matriz B = 




. Que relagao existe 


entre os determinantes dessas matrizes? 


Nota 

A conclusao desse excrcfcio vale para determinante de 
matriz quadrada de qualquer ordem. 


B.16 Transpondo-se a matriz A = 





obtem-se 


a 




Que relacao existe entre detA e det A'? 


Nota 

A conclusao desse exercfcio vale para determinante de 
matriz quadrada de qualquer ordem. 


Exercicios complementares de C.6 a C.1 1 

2. MATRIZES INVERSAS 

Definigao 

Uma matriz quadrada A de ordem n e inversfvel se, e 
somente se, existir uma matriz B tal que: 


AB = BA = I„ 


em que /„ e a matriz identidade de ordem n. 

As matrizes A e B sao chamadas de inversas entre si, 
e tal fato e indicado por B = A~ 1 (le-se “5 e igual a inver- 
sa de A”) ou A = B~ { (le-se “A e igual a inversa de B"). 


Exemplo 

As matrizes A = 

sao inversas entre si, pois: 


f 







\ 

3 

5 


e B = 


2 

-5 1 


1 

2 

J 



-1 

3 J 


A3 = 


A 

3 5 


f 

2 

3 

— 5 


1 

0 ^ 

k 1 2, 


r>— 1 

I 

3> 


o 

1 ; 


BA = 


f 


\ 


2 -5 

-1 3 


— he 


V f 


3 


f 


A 


3 

5 



1 

0 


J 

i 1 

2 

) 



1 

J 


= I- 


Uma matriz quadrada A de ordem n e inversfvel 
se, e somente se, det A 0. 


Demonstracao 

Primeira parte: se A e inversfvel, entao det A A 0. 

SeudoA inversfvel, entao existe a matriz quadrada A -1 
tal que A • A -1 = A~ ] * A — 

Logo, temos det (A ■ A" 1 ) = det (A' 1 ■ A) = det I ti . 
Pelo teorema de Binet e pelo fato de det /„ = 1. temos 
que det A det A - 1 = det A -1 det A — 1 . 

Conclufmos entao que det A # 0 (pois, caso contrario, 
isto e, se detA = 0, teriamos detA det A _i = 0). 

Segunda parte: se detA =£ 0 entao A e inversfvel. 

Consideremos a equa?ao matricial AX = isto e; 



f 

x n 

\ 

A 1 ? • ■ ■ X i n 


f 1 0 ... 0 " 

A • 

X 2i 

i 

m ■ 

— 

0 1 ... 0 

*4 4 


< x n i 

X ti2 ~ J 


^ 0 0 ... 1 j 


Como eada um dos sistemas lineares obtidos de: 



e possfvel e determinado, pois det A # 0, temos que existe 
uma unica matriz X satisfazendo a equacao matricial 
AX = /„. 

Temos, lambent, que a equacao XA = /„ e equivalente 
aA' ■ X r = I„ (ver exercfcio B.16 do capitulo 38). 

Como det A ! — det A (ver exercfcio B. 16 deste capf- 
lulo) e det A + 0, temos que det A' # 0. Assim, de ntodo 
analogo ao anterior, a equacao matricial A’ • X 1 = /„ gera 
sistemas lineares possfveis e determinados, portanto, 
existe uma unica matriz X satisfazendo a equaqao XA = f„. 

Como AX — XA — conclufmos que X = A -1 . 

(c.q.d.) 


Logo, B — A 1 ou, ainda, A = B 1 



Nota 

Da primeira parte dessa dernonstrag^o temos que 
det A * det A~ 1 = 1 , o que nos permite concluir a importan- 
te propriedade dos dieterminantes: 


det A 


-t 


1 


det A 


ou seja: 


Matrixes inversas tem determinantes inversos 


Exemplo 

Se uma matriz quadrada A tem determinante igual a 3, 
a inversa de A tem determinante igual a — . 


av 


0 EXERCICIOS RESOLVIPOS 


R.7 Verificar se a matriz A - 


f 




2 5 

3 9 




J 


e inversfvel. 


Resolugao 

A matriz A e inversfvel se, e somente se. det A A 0. Cal 
cutando det A. temos: 


j 


5 

9 


= 2 ■ 9 - 3 ■ 5 - 3 


Como det A A 0, temos que A e inversfvel. 
R.8 Obter .v, x £ IR, de modo que a matriz 



( 


\ 


1 

2 

-I 

A - 

X 

1 

3 




1 

/ 


seja inversfvel. 


Resolugao 

A matriz A e inversfvel se. e somente se, det A A 0, 
Logo, temos: 


Demonstrate 

Devemos demonstrar que: 

* primeira parte: det A A 0 e det B A 0; 

• segunda parte: B = A~\ ou, ainda, A = 


- B~ l 


Primeira parte: AB = /„ => det (Ai?) = det l n , 

Peio teorema de Binet e pelo fato de det /„ = 1 , temos 
det A det B — 1. 

Logo, det AAOedetiiAO. Portanto A e B sao inver- 
siveis. 

Segunda parte: temos por hipotese que AB = I„. 

Multiplicando ambos os membros dessa igualdade por 
A - 1 (a esquerda de cada membro), temos que: 


l/> 

LL4 

H 

z 

< 




A" 1 (AB) = A -1 ■ l n <=> (A -1 • A)B = A~ ] ■ / 
I„ ■ B = A 1 * /„ A 5 = A~ l 


Conclufmos entao que A e B sao matrizes inversas 
entre si. 


2 

yj 

h* 

yj 

Q 

UJ 

S 2 

< 

UJ 



EXERCICIO RESOLVIPO 


R.9 Determinar. case exista. a inversa da matriz: 


L A 24 — 5x + 4 — 15 — 2x A 0 
-lx + 14 A 0 .\ x A 2 

Logo. A e inversfvel para todo ,v real, x A 2. 

Calculo da matriz inversa 

O teorema seguinte facilita o calculo da inversa de 
uma matriz, confonne veremos no exerctcio resolvido. 

Teorema 




A - 

Resolugao 

Caiculando del A. temos: 


1 0 


\ 




3 


2; 


1 0 
3 2 


3 

2 

fc 

1/1 

Vi 

l/» 

UJ 

N 


= 1 ■ 2 - 3 ■ 0 - 2 



Como det A A 0, temos que exi ste A 1 . A matriz A 1 tem 


a mesma ordem de A, isto e. A -1 — 


/ 

a 

b 

\ 

L c 

d 

j 




Assim, devemos ter: 


/ 


a h 


\ 




1 0 






1 0 


1 


^4 

^i 


\ 

c d A3 

} 

10 

1 

T“ 

i< 


1" 

] A 0 


f \ 


r 

\ 

A 


A 

£ 

a A 36 26 


1 

0 

4 

5 



5 

fe V 

. <• A 3d 2d ; 


.0 

I j 




j 


a A 3 6 
2b = 0 
i c 3- 3d 

2d = 1 


1 (D 

6 = 0 (II) 

0 <ni} 

4 = 4- (IV) 


Substituindo (II) em (I), temos a A 3 * 0 = 1 a — 1 
Substituindo (TV) em (1TI), temos: 


c A 3 


9 


= 0 


c = 


Se A e B sao matrizes quadradas de mesma ordem n 
e AB — entao A e B sao inversiveis e B = A -1 ou, 
ainda, A = B~ l . 


Logo, A 1 — 


1 

3 

9 


0 
x_ 

2 j 
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rs 

LU 

D 

< 

Q 




Nota 

Nao e necessario resolver, tambem. a equacao 

> f n \ 

i o I 

, pois. pelo teorema 


( 

1 0 


v 


) 


\ 


a b 
c d 


J 




1 0 
0 1 


J 


( 


anterior, fica garantido que a matriz 


1 

1 


v 


in versa de A. 


0 

1 




e a 


B.22 (PUC-RS) Considere-se a matriz A 
A inversa de A e a matriz: 


2 

-i 

5 

— 3 


a) 


-2 1 
-5 3 


b) 


3 -1 
5 -2 


c) 


1 

0 


0 

1 


d) 


-3 

-1 


e) 


5 


5 

1 


_1_ 

2 

J_ 

3 



EXERCICIOS BASICOS 


13.17 Quais dos itens seguintes apresentam matrixes inversas 
entre si? 

( _ \ 






4 

5 


a) A = 

f ' 

2 5 

eB 

- — - 



3 



k 1 4 J 




1 

2 





. 


3 

3 J 



( > 



( 

> 



b) A = 

2 5 

efi 


1 

2 




V 1 3; 



^ 1 





( 

>1 



( 


\ 


3 0 

2 



1 

0 

"2 

C) A = 

9 1 

7 

eB = 


1 

-3 


ll 0 

1 J 



.- 1 

0 

3 J 


B.18 Quais dos itens seguintes apresentam matriz inversivel? 


B.23 (UFPE) Seja M uma matriz inversivel tal que 

1 


det M 


em que M ' e a inversa de M. Determine 


96 

o valor de det M~ 1 . 

Exercicios complementares de C.12 a C.15 


g,v 





EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


a) A = 


2 

„ \ 

5 

c) A — 

f 

-1 

1 

2 1 

3 1 


3 x x 

u 

8; 



7 3 

j 


4-1 1 

-1 2 1 


C.1 (U. Taubate-SP) Sendo B — (b^ 2 x em que 

1, se t = j 

by — J —2 ij, se i < j calcule o det B: 

3 se i > j 

a) 13 c) 25 

b) -25 d) 20 

C.2 (PUC-MG) Em IR, a solucao da equacao 


e) —10 


= 5 - log 3 9 e: 


/ 


b) A = 


1 

0 

n 


2 

1 

1 


1 

4 

1 


a) 4 


b) 5 


c) 6 


d) 7 


e) 8 


C.3 Qual e o conjunto dos valores reais de x. 0 =£ x < 2rc. 


J 


B.19 Obtenha x, x GlR.de modo que a matriz A = 
seja inversivel. 


f 




2 1 
x 3 


\ 


J 


tal que 


4 2 3 

1 2 sen x 1 

5 3 4 


= 0 ? 


B.20 (UFAC) A matriz A 
e somente se: 

a) a* =£ 0 

b) x4 1 

C) X 9^ — 1 

__3_ 

" o 


1 2 

l 



7 

3 0 

5 

x 3 

0 

admite inversa se. 

C.4 (UFCE) 0 determinante 

1 

2 3 

0 

4 0 

2 


1 

0 4 

1 





4 

0 2 

1 


e igual a: 


a) 21 

b) -45 


e) 0 

d) —165 


e) 23 


d )x± 


e) j: # 


1 


C,5 Calcule o determinante 


B.21 Determine, se existir, a inversa da matriz A - 






2 0 
i 5 




J 


3 

0 

0 

0 

0 


1 

1 

2 

1 

1 


0 

2 

0 

0 

0 


4 

1 

1 


J 


1 

0 

2 

1 

4 




Q fi (Mackenzie-SP) Considerando a matriz A — (c^-) g x s ca ^ C.12 (FEI-SP) Considere as matriz.es A e B, a seguir: 


C.7 


que a H = < 


2s e / 2* / 

, tem-se que: 

L 0 se f < j 

A = 

a 2 a 

B = 

2b 

-2b 

0 c) det A = 16 

e) detA = 256 

0 2 a 


_0 

b 


b) detA = 2 


d} detA = 64 


(UFCE) Seja M uma matriz quadrada. Multi plicando-se 
por a uma linha de M. obtem-se uma matriz A, Dividin- 
do-se por |3. (3 # 0. uma coluna de A, obtem-se uma ma- 
triz B. Desse modo tem-se que: 
a) del B — afl det M 


b) det B — 

c) det B = 

d) det B = 

e) det.B = 


a 

P 

P 


det M 


Se a inverse da matriz A e a matriz B, entao 

a) a ~ 0 ou b = 0 

b) ah — 1 

c) ab = -y 

d) d = 0efe~0 

1 


e) a 4- b = 


2 


det M 


a 

detA 

0 


C.13 l UFMG) Os valores rears de a para os quais a matriz 


C.8 SejamA = 


1 

1 

7 




2 

1 

1 


1 

0 

x 



f 


\ 


X 

? 

3 

A ~ 

- 1 

A 

2 

\ 

t 2 

1 



nao admite inversa sao: 


e B matrizes quadvadas de 


/ 


ordem 3 tais que AB — 




1 2 

0 1 
1 1 


3 

2 


A 


. Encontre del B. 


a) jr 

b) x 

c) a 

d) x 

e) a 


3 ou A 

0 ou A 
3 ou A 
2 OU A 

1 OUA 


=S -7 


- -t 
= 1 

- 7 


Sugestao. Teorema de Binet. 


C.14 (U. F. Santa Maria-RS) Considere a matriz quadrada de 

12 


C.9 (UFBA) A soma das raizes da equaqao 


1 

2 
3 

1 

a) 3 

b) 4 


2 

a + 2 
6 
2 


1 

3 

x + 2 

1 


8 

-1 
— 2 
a - 1 


ordem 2, A = (a A em que a* = — , 

/ + J 

inversa de A, entao B + B' e igual a: 

v 


Se B e a matnz 


- 0 e: 


a) 




2_ 

2 

— i 


3 


j 


c) 5 

d) -4 


e) 12 


b) 


3 

T 


Sugestao. Aplique o teorema de Jacobi. 




3 j 


C.10 (Fatec-SP) Resoivendo a equaqao na variavei a. 


c) 


X 

a 

a 

a 

X 

X 

a 

a 

X 

X 

X 

a 

X 

X 

X 

X 


3 

-4 

, “4 

6; 


= 0, obtem-se: 


( 

1 

\ 

1 


d) 

6 

4 



i 

1 

d) a = 0 ou a = a 


l 4 

6 J 


a) a = a 

b) a = a 3 e) x — 3 a 

c) a = 0 ou x — a- 

Sugestao. Aplique o teorema de Jacobi. 


C.ll (UA-SP) Seja Q uma matriz 4 X 4 tal que 
det Q # 0 e Q 3 + 2 Q 2 = 0. Entao: 

a) det Q = +2 d) det Q — 16 

b) det Q = -2 e) n.d.a. 

c) det Q — — 16 

Sugestao. Escreva Q 3 = — 2 Q 2 e calc tile o determinante 
de cada urn dos membros. 


e) 


( 




—3 

4 


4 

— 6 


7 


CAS (Fuyest-SP) Se as matrizes A = 


a 

c 


b 

d 


efi = 


1 

0 


2 

1 


sao tais que AB — 

a) A e inversivel 

b) det A = 0 

c) b — 0 


BA, pode-se afirmar que: 

d) c = 0 

e) a — d — 1 
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CapiNo 42 

OS PRINCIPIOS DA ANALISE COMBINATORIA 


1. INTRODUQAO 


10... 9... 8... 7... 6... 5... 4... 3... 3 . . . 1... 0... fo^io! 


Note que a tabela assim construlda apresenta todos os 
possiveis resultados do experimento. Assim. o numero de 
elementos dessa matriz e igual ao numero de resultados 


Voce ja percebeu o quanto e necessario contar em nos- 
so dia-a-dia? Contamos os dias que faltam para as ferias, 
as paginas de um livro, os habitantes de uma regiao, etc. 

Ha. entretanto. aigumas quantidades que gostariamos 
de contar, mas nos deparamos com certas dificuldades. 
Quamas placas dc automovel podem ser confeccionadas 
com as 26 letras e os dez algarismos dispomveis? Quan- 
tos numeros de telefone podem ser formados? Quantas 
pessoas assistiram ao show de rock na pra^a? 

Esses e muitos outros problemas nos vamos estudar 
agora, na anatise combinatoria. cuja principal finalidade 
e estabeiecer metodos de contagem. 

2. PRINCIPIO FUNDAMENTAL DE 
CONTAGEM 

Consideremos o seguinte problema: lan^ando simulta- 
neamente um dado e uma moeda, quantos sao os possf- 
veis resultados? 

Para efetuar a contagem, vamos apresentar os possi- 
veis resultados no dado, 1. 2. 3, 4, 5 e 6, e os possiveis re- 
sultados na moeda, C (cara) e K (coroa), conforme dispo- 
si^ao a seguir: 



Vamos agora constaiir a matriz formada por todos os 
pares (x. v), onde x e um dos resultados no dado e v e um 
dos resultados na moeda: 



possiveis do experimento. Como a matriz possui seis li- 
nhas por duas colunas, lemos que o numero de elementos 


que a compoem e: 

6 

2 

Numero de 

f' ^ 

Numero de 

resultados 

resultados 

possiveis no dado 

possiveis na moeda 


Consideremos, agora, um outro problema: lancando- 
se um dado, uma moeda e retirando-se uma etiqueta de 
uma uma que content quatro etiquetas de cores diferen- 
tes. azul (A). vermelha (V), preta (P) e branca ( B ). quan- 
tos sao os possiveis resultados? 

Observe que temos um experimento composto de tres 
experimentos: lancar o dado, lancar a moeda e retirar uma 
etiqueta da uma. Sera posslvel construir a matriz das pos- 
sibilidades, isto e, a tabela formada por tocos os possiveis 
resultados? 

E perfeitamente posslvel, bastando para isso associar- 
mos os dois primeiros experimentos e apresentarmos os 
resultados conforme disposifao a seguir: 


\Etiqueta 

Dado\. 
e moeda 

A 

V 

P 

B 

1, C 

( 1 , C, A ) 

(1, C, V) 

(l, C, P) 

(1, C. 8) 

i, K 

(I, K,A) 

(UK, V) 

(1. K, P) 

(I ,K,B) 

2, C 

(2, a A) 

(2, C, V ) 

(2. C, P) 

(2, C, B) 

2 , K 

(2, K, A) 

(2, K , V) 

(2, K,P) 

(2, K, B) 

3, C 

(3, C, A) 

(3, C. V) 

(3. C, P) 

(3. C, B) 

3, K 

(3, /f. A) 

(3, K , V) 

(3, K, P) 

(3, K. B) 

4, C 

(4, C, A ) 

(4, C, V) 

(4, C,P) 

(4, C. B) 

4, K 

(4, K , A) 

(4, K, V) 

(4. K . P) 

(4, K. B) 

5, C 

(5, C. A) 

(5, C, V) 

(5. C. P) 

(5, C, B) 

5, K 

(5, K, A) 

(5, K, V) 

(5, K,P) 

(5. K. B) 

6, C 

(6, C,A ) 

(6. C. V) 

(6. C, P) 

(6, C. B) 

6, K 

(6.K. A) 

(6, K, V) 

(6. K . P) 

(6, K. B ) 


Como a matriz formada por todos os resultados possiveis 
(face no dado, face na moeda, cor da etiqueta) apresenta 
doze linhas por quatro colunas. temos que o numero possl- 
vel de resultados do experimento e 12 * 4 = 48, ou seja: 

6 • 2 * 4 = 48 

^ * i * * h- 

Numero de Numero de Numero de 

resultados resultados possiveis resultados 
possiveis no dado na moeda possiveis na urna 



Tendo como motivacao os dois exemplos anteriores, 
vamos enunciar o seguinte princfpio. conhecido por prin- 
ciple fundamental de contagem: 

Se um experimento A apresenta n resultados dis- 
tintos e um experimento B apresenta k resultados dts- 
tintos. entao o experimento composto de A e B, nessa 
ordem, apresenta nk resultados distintos. 

Esse princfpio pode ser generalizado para mais de dois 
experimentos, da seguinte maneira: 

Se os experimentos A , . A 2 , A 3 A,, apresentam 

como numeros de resultados possfveis n 2 , n 3 , .... n k . 

respectivamente, entao o experimento composto de 
A j, A 2 , A 3s A k , nessa ordem, apresenta 
ttj * n 2 * n 3 * ... * /^.resultados possfveis. 


Resolugao 

Devemos preencher. sem repetir algarismos, cada uraa 
das casas do diagrama: 


Centenas 


Dezenas 


U nidades 


O numero de possibilidades para a primeira casa e cinco: 


5 


O numero de possibilidades para a segunda casa e qua- 
tro. pois um algarismo ja foi usado para preencher a pri- 
meira casa e nao pode ser repetido na segunda casa: 


5 4 

O numero de possibilidades para a ultima casa e ties, 
pois os dois algarismos que jri forana usados nas casas 
anteriores nao podem ser repetidos: 



EXERCICIOS RE50LV1P05 



R.1 


Uraa montadora de automoveis apresenta um carro em 
quatro modelos diferentes e era cinco cores difereni.es. 
Um consumidor que quiser adquirir esse vetculo tera 
quantas opqoes de escolha? 

Resolugao 

Consideremos o seguinte diagrama: 


Pelo princfpio fundamental de contagem, temos que o 
total de numeros que podem ser fprmados e: 

5 * 4 * 3 = 60 

R.4 Quantos mimeros naturais de tres algarismos distintos 
podem ser formados com os algarismos 0. 1, 2. 6 e 8? 



Para a primeira “casa”. temos quatro possibilidades de 
escolha e, para a segunda, cinco possibilidades: 


Resolucao 

Observe que o algarismo 0 (zero) nao pode ocupar a casa 
das centenas no diagrama abaixo. caso contrario o nume- 
ro nao teria tres algarismos: 


Os numeros de 
possibilidades 



Centenas 

Dezenas 

Unidades 

Modelo 

Cor 






5 


casa e quatro. porque exeluunos o zero: 


Pelo princfpio fundamental de contagem, o consumidor 
tera 4 * 5 = 20 opcoes de escolha. 


R.2 Quantos numeros naturais de tres algarismos podem ser 
formados com os algarismos 1, 2, 6. 8 e 9? 

Resolugao 

Devemos preencher com uni algarismo cada uma das ca- 
sas do diagrama: 


Centenas Dezenas 


Unidad.es 


0 numero de possibilidades para cada casa e cinco: 


Os numeros de 
possibilidades — " 






' V J 

' v v '' 


Assim. estamos reaiizando o seguinte experimento: pre- 
encher a primeira casa, preencher a segunda casa e pre- 
encher a terceira casa. Pelo princfpio fundamental de 
contagem, temos que o total de numeros que podem ser 
formados e 5 • 5 • 5 = 125. 

R.3 Quantos numeros naturais de ties algarismos distintos 
podem ser formados com os algarismos 1. 2, 6, 8 e 9? 


— • — — — 

4 

O numero de possibilidades para a segunda casa e qua- 
tro, porque o algarismo zero pode ocupar essa casa: 


4 4 



4 4 


Pelo princfpio fundamental de contagem. temos que o 
total de numeros que podem ser formados e: 

4 ■ 4 • 3 = 48 

R.5 Quantos divisores naturais possui o numero 727 
Resolugao 

Temos que 72 = 2 3 ■ 3 2 . Os divisores de 72 sao do tipo 
2* • 3y onde x E {0, l, 2, 3} e y E {0. 1. 2). Assim, o 
total de divisores de 72 e igual ao numero de pares 



ordenados ix. v) que podem ser formados de modo que 
,v S {0, 1 . 2. 3 j e y 6 {0, 1,2}. Pelo principle fundamen- 
tal de contagem, teinos: 

(x, y) 

Os numeros de 

possibilidades v- — ► 4*3 = 12 



l ogo, o numero 72 possui doze divisores naturals. 


R.6 Quantos subconjuntos possui o conjuntoA = {a,b,c,d}7 
Resolugao 

Vejamos de quantas manciras diferentes podemos for- 
mar um subconjunto S de A. 

Para cada elemento de A temos duas possibilidades: ou o 
elemento pertence a S ou nao pertence a S. Isto e: 


abed 



ES £S £S &S <ES £S E .S' <£S 


Assim, o mimeio de subconjuntos de A pode ser calcula- 
do pelo principio fundamental de contagem: 

abed 

Os numeros de 
possibilidades — s-*- 2 * 2 * 2 * 2 — 2 -1 — 16 



Logo, o conj unto A possui dezesseis subconjuntos. 



EXERCICIOS BASICOS 



B.l (Enem) Uma pessoa arrumou bolinhas de 1 cm de dia- 
metro em camadas superpostas iguais em uma caixa cu- 
bica de 1 0 cm de aresta, tendo assim empregado: 

a) 1 00 bo! inhas. d) 2.000 bolinhas. 

b) 300 bolinhas. e) 10.000 bolinhas. 

c) 1.000 bolinhas. 



B.2 Duas linhas de onibus vao de uma cidade A para uma ci- 
dade B e ires linhas vao da cidade R para outra cidade C. 
De quantos modos diferentes um usuario dessas linhas 
pode ir de A pain C, passando por J 9? 

• « " ' 7 * « 

A " ' " 

Sugestao. Esse experimento e composto de dois oulros: 
l 2 . de A para B: 2-. de B para C. Represente por um qua- 
drinho cada um desses dois experimentos: 


1“ 


experimento 

experimento 


Contagem dos globules vermelhos 

do sangue 

Dm exame muito frequente em laboratories cITnl- 
cos e a contagem de globulos vermelhos do sangue. 
Um homem adulto sadio tem de 4.500.000 a 
6.000.000 dessas celulas em cada mm 3 de sangue, 
e uma mulher tem de 4.000.000 a 5.400.000. 



Modernos aparelhos eletronicos fazem a conta- 
gem dos globulos vermelhos em uma amostra de 
sangue. Cssa contagem tambem pode ser feita a tra- 
ces de um mfcroscoplo, conforme o processo des- 
crlto a seguir. 

O sangue e diluTdo em uma proporgao conhecida, 
reduzindo muito o numero de celulas por mm 5 , e co- 
locado num pequeno recipiente de vidro sob a forma 
de um paralelepipedo com? fundo quadriculado. Em 
alguns quadradlnhos desse quadriculado conta-se a 
quantidade de globulos vermelhos, calculando-se, a 
seguir, o numero medio de globulos por quadradi- 
nho. Atraues da proporgao de diiuicao obtem-se o 
numero de globulos vermelhos por mm 5 . 

B.3 (Cesgranrio) Durante um campeonato mundial de fuie- 
bo!, disputado por 24 paises, as tampinhas de Coca-Cola 
traziam palpi tes sobre os pafses que se classificariam nos 
tres primeiros lugares (por exemplo: l- lugar, Brasil; 
2- lugar. Nigeria; 3 e lugar, Holanda). Se. em cada tampi- 
nha. os tres pafses sao distintos, quantas tampinhas dife- 
rentes poderiam existir? 

a) 69 b) 2.024 c) 9.562 d) 12.144 

B.4 (UFES) Um shopping center possui 4 portas de entrada 
para o andar terreo, 5 escadas rolantes ligando o terreo ao 
primeiro pavimento e 3 elevadores que conduzem do 
primeiro para o segundo pavimento. De quantas maneiras 
diferentes Lima pessoa. parti ndo de fora do shopping 
center pode atingir o segundo pavimento usando os aces- 
sos mencionados? 

a) 12 b) 17 c) 19 d) 23 e) 60 



B.5 


(Faap-SP) Uma linha ferrqviaria tern 1 6 estacoes. Quan- 
tos tipos de bilhetes devem ser impressos. se cada bilhete 
deve registrar a estacao de origem e a de destino? 


a) 240 

b) 256 

c) 64 

d) 272 

e) 128 




B.6 Quantos numeros naiurais de quatro algarismos podem 
ser fomiados com os algarismos 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9? 

B.7 Quantos numeros natural s de quatro algarismos distintos 
podem ser formados com os algarismos 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9? 

B.8 Quantos numeros naturais de cinco algarismos distin- 
tos podem ser formados com os algarismos 0, 3, 4, 5. 6. 
7, 8 e9? 


Note que os elementos da intersec^ao foram contados 
duas vezes. Para corrigir esse 'erro" devemos subtrair 
aessa contagem o numero de elementos da interseccao 
ADS, isto e: 

«(A U B ) = «(A) 4- n(B) — n{A D B) 


Nota 

Se os eon juntos A e B forem dis juntos, isto e, 
A n B = 0: 




entao: 

n(A U B) = n(A) + n(B) 


B.9 (UFBA) Com os dfgitos 1, 2, 3, 4, 6 e 8, podem-se for- 
mal' x numeros fmpares, com ires algarismos distintos 
cada urn. Determine at. 




EXERC1CIOS RE50LVID0S 


B.10 Qua! o numero de divisores naturais de n — 2 4 * 3 3 * 5? 
Hxercfcios complementares de C.1 a C.10 


3. PRINCIPIO ADITIVO DE CONTAGEM 

Teorema 

Sendo A e B conjuntos finitos, o numero de ele- 
mentos da uniao de A e B e dado por: 

n{A U 5) = n(A) + n(B) - n(A D B) 

em que o smxbolo n{ ) representa o numero de ele- 
mentos do conjunto indicado entre parenteses. 

Vamos interpretar esse teorema atraves do seguinte 
diagrama: 



Pai'a contar os elementos de A U B, vamos inicialmente 
con tar os elementos de A : 



A regiao hachurada representa os elementos que ja foram 
contados. 

Agora, vamos contar os elementos de B: 



R.7 O professor de portugues pediu que os alunos %.le uma 
classe lessem pelo menos uma das obras. Dom Casmur- 
ro ou O alienista, de Machado de Assis. Apos algum 
tempo o professor constatou que: 

1 - ) cada akuio havia lido pelo menos uma das obras; 

2-j 22 alunos leram Dom Casmurro; 

3 Q ) 18 alunos, O alienista ; 

4 9 ) 1 0 alunos, as duas obras. 

Quantos alunos ha nessa classe? 


Joaquim Maria 
Machado de Assis 
( 1839 - 1908 ). 



Resolugao 

Sendo: 

• A o conjunto dos alunos que leram Dom Casmurro, 
tem-se que n{A ) = 22; 

• B o conjunto dos alunos que leram O alienista , tem-se 
que n{B) = 18; 

• A Pi B o conjunto dos alunos que leram Dom Casmur- 
ro eO alienista, tem-se que n.(A n fi) = 10. 

O conjunto A U B e def inido por 


A U B 

A 


{x | x E A ou .v G fl } 

A 


O numero de alunos que leram Dom Ctsmurro ou 
O alienista e dado por: 

n(A U B) = n(A) + n0) — n(A H E) 
n(A U B) = 22 + 18 - 10 = 30 

Logo, a classe e formada por 30 alunos. 


253 


SIBLIOTECA NACIONAL. PJ 









R.8 Durante urn exame medico, foram medidas as estal liras 
dos alunos de uma classe. Observou-se que dezenove 
alunos tern estatura ate 1,70 nr e dez alunos tem estatura 
maior do que 1 ,70 m. Quantos alunos havia na classe? 

Resoluqao 

Sejam: 

• A o conjunto dos alunos de ate 1 ,70 m de estatura; 

•Bo conjunto dos alunos com mais de 1 .70 m de estatura. 
Note que A e B sao disjimtos, isto e, A f) B = 0. 

O numero de alunos da classe 6 o numero de elementos 
do conjunto A U B. Como A e B sao disjuntos, temos: 

n(A U B) = u(A) + n(B) n(A UB) = 19 + L0 = 29 

Logo, na classe havia 29 alunos. 

R.9 Quantos numeros naturais de quatro ou cinco algarismos 
distintos podem ser formados com os algarismos 1, 2, 3, 
4, 5 e 6? 

Resoluqao 

Seja A o conjunto dos numeros naturais de quatro alga- 
rismos distintos formados por 1, 2, 3, 4, 5 e 6. Calculan- 
do n(A): 



n(A) - 6 * 5 -4 • 3 n(A) = 360 

Seja B o conjunto dos numeros naturais de cinco alga- 
rismos distintos formados por 1. 2, 3. 4, 5 e 6. Calcu- 
lando »(£): 



n{B) = 6 • 5 • 4 ■ 3 ; ■ 2 

n(B) = 720 

O problema pede o numero de elementos que pertencem 
a A ou a B, isto e. ;i(A U B). Como A e B sao disjuntos, 
temos: 

n{A U B) = n(A) + n{B) 

n(A U B) = 360 + 720 = 1.080 



B.ll 

B.12 


B.13 

B.14 

B.15 

B.16 

B.17 

B.18 

B.19 


HXERCICIOS BASICOS 


Sendo A = {x E. IN 
B = {y G IN I 100 s 


200 450} e 

v « 300 } . calcule n(A U B). 


(Mackenzie-SP ) Os conjuntos Me N sao finitos. Sabe-se 
que n{M UN) — 38, n(M Cl N) — 12 e n(M) 5 35; entao 
n(N) vale: 

a) 23 b) 15 c) 3 d) 26 e) 50 

A e B sao conjuntos disjuntos tais que n(A U B) — 25 e 
n(A) - 10. Calcule n{B). 


Quantos numeros naturais de quatro algarismos distintos 
podem ser formados coni os algarismos 2, 3, 4, 5. 6 e 7 
de modo que o algarismo das unidades seja merior que 4 
ou maior que 5? 

Com os algarismos ! . 2. 3. 4, 5 e 6, quantos numeros na- 
turais de tres algarismos podem ser formados de modo 
que o algarismo das centenas seja fmpar ou seja multiple 
de 3? Cuidado! Esse enunciado nao exige que o numero 
seja formado por algari smos distintos. 

(U. Gama Filho-RJ) Com os algarismos 0. 1. 2. 3, 4 e 5. 
quantos multiples posit ivos de 5, compostos de tfos alga- 
rismos distintos, podemos fomiar? 
a) 32 b) 36 c) 40 d) 60 e) 72 


Com os algarismos 0. 1. 2, 3. 4 e 5. quantos miiltiplos posi- 
tives de 5. compostos de ties algarismos. podemos fomiar? 

Encontre o total de numeros naturais pares, de quatro al- 
garismos distintos. que podem ser formados com os al- 
garismos 0, L 2, 3, 4, 5 e 6. 

Obtenlia a quaritidade de numeros naturais maiores que 
34.000 e de cinco algarismos distintos que podem ser 
formados com os algarismos 1, 2. 3. 4, 5 e 6. 


Assim, podem ser formados 1.080 numeros. 


Exercicios complementares de C.1 1 a C.17 


Bilhoes e bilboes 

Quanto valem 1 bilhao ou 1 trilhao, em dolares ou quilometros? A resposta e mais vaga do que pode parecer. 
5e os numeros que estao Inseridos na experience cotidiana mensuram alguns padroes — a duragao do ano, o prego 
de um llvro, o custo de urn carro — , os grandes numeros sao enganosos. Que extensao sao os 150 mllhoes de 
quilometros que separam a Terra do Sol? E os 5 bilhoes ate Plutao, ou os 41 trllhoes para a estrela mais proxlma, 
o sistema tripio da Alfa do Centauro? 5ao respostas bem distantes do senso comum. 

(...) 

Jogar com a sutiieza dos numeros e uma provocagao que o astronorno norte-americano Carl 5agan — morto de 
cancer em dezembro de 1996 — - faz em seu ultimo livro Bilhoes e bilhoes — Beflexoes sobre a v/da e a morte na 
wrada do miienio, A brlncadeira e avaliar quanto tempo se leva para contar, por exemplo, de 0 a 1 milhao, a razao 
de um numero por segundo. A resposta: 12 dias ininterruptos E para se chegar a 1 bilhao? 32 anos. E a 1 trilhao? 
32 mil anos. Quern quiser pode fazer calculos envolvendo a populagao brasilelra (160 mllhoes no ano de 1998), a 
divida externa brasilelra (U5$ 150 bilhoes no ano de 1998) e os gastos mllitares fnternaclonals (U5$ 1 trilhao) 
(...) 


Carl Sagan deixa inacabado o seu ultimo trabalho, O Estado de 5. Paulo, 4 jul. 1998. 

Para ler o texto na Integra consulte o site Estadao na escola (www.esfadao-escola.com.br), 
clicando em "Pesquisa", "Temas transversais" e "Cultura" com as palavras-chaves "Sagan" e "bilhoes". 




up 

Jf/ EXERCICIOS COM PLEMENTARE5 

C.1 (UFCE) Atualmente. 
as placas dos vefcu- 
los sao fomiadas por 
tres letras seguidas 
de quatro aigaris- 
mos. Considerando essas informagoes. calcule o numero 
de placas distintas que podem ser fabricadas, iniciadas 
pekts letras BNP. nesta ordem. e cujo ultimo algarismo 
seja fmpar. 

C.2 ( Vunesp) Os jamais noticiaram que, a parti r de 1990, o 

codigo de placas dos automoveis particulares seria consti- 
tuido por ties letras seguidas de quatro algarismos, admi- 
tindo-se repelicoes, Usando-se 26 letras e de/ algarismos. 
o maior numero possfvel de placas desse lipoem que figu- 
ram pelo menos uma letra R e pelo menos uma letra C 6: 

a) 32 • 35 * 10 4 d) 325 -24-23 ■ 10* 

b) 3 * 2 • 26 - !0 J e) 41 • 6 ■ 10 4 

c) 3 • 26 • 10 4 

C.3 Quantos subconjuntos tem o conjunto A ~ {a, b. c. d, e}7 

C.4 Quantos numeros naturais maiores do que 400 e de Ires 
algarismos podem ser form ad os com os algarismos 1 , 2. 
4, 5 e 6? 

C-5 Quantos numeros naturais maiores do que 400 e de ires 
algarismos distintos podem ser formados com os algaris- 
mos 1 , 2, 4, 5 e 6? 

C.6 (UFRNj Quantos numeros de 7 dfgitos, maiores que 
6.000.000, podem ser formados com os algarismos 
0, 1, 3, 4, 6, 7 e 9, sem repeti-los? 

a) 1.800 c) 5.400 e) 2.160 

b) 720 d) 5.040 

C,7 (Fuvest-SP) Quantos sao os numeros inteiros positivos 
de cinco algarismos que nao tern algarismos iguais em 
posi^oes adjacentes? 

a) 5'' b) 9 x 8 4 c) 8 X 9 4 d) 8 5 e) 9 5 

C.8 Quatro linhas de 6 nib us unem a cidade .4 a cidade B e 
ires linhas unem a cidade B a cidade C. Urn usuario vai 
viajar de A para C passando por B e vai voltar para A, 
passando novarhente por B. De quantos modos diferen- 
les esse usuario podera escolher as linhas, se na volta ele 
nao puder usar a 1 inha que usou na ida? 


C.13 (FGV-SP) Uma pessoa vai retirar dinheiro mini caixa 
eletronico de urn banco mas. na hora de digitar a senha. 
esquece-se do numero. Ela lembra que o numero tem 5 
algarismos, comefa com 6. nao tem algarismos repetidos 
e tem o algarismo 7 em alguma posigao. O numero ma- 
xi mo de tentativas para acertar a senha e: 

a) 1.680 c) 720 e)- 136 

b) 1 .344 d) 224 

C.14 (UFCE) A quantidade de numeros inteiros compreendi- 
dos entre 30.000 e 65.000 que podemos formar utilizan- 
do somente os algarismos 2, 3, 4, 6 e 7, de modo que nao 
figurem algarismos repetidos, 6: 
a) 48 b) 66 c) 96 d) 120 

U, 1 5 Escrevendo em ordem crescente todos os niinieros natu- 
rals, de cinco algarismos distintos, formados por 1. 2, 3, 4 
e 5. qual a ordem (numero da posicao) do numero 32.4 15? 

C.16 (Enem) Imagine uma eleicao envolvendo 3 candidates 
A. B, C e 33 eleitores (votantes). Cada eleitor vota fazen- 
do lima ordenacao dos ires candidatos. Os result ados sao 
os seguintes: 

%—r 




ABC 

10 

A CB 

04 

BA C 

02 

BCA 

07 

CA B 

03 

CBA 

07 

Total de votantes 

33 


A primeira linha do quadro descreve que 10 eleitores es- 
colheram A em ! - lugar, B eni 2 9 lugar. C em 3" lugar e 
assim por diante. 

Considere o sisiema de eleicao no qual cada candidate 
ganha 3 pontos quando e escolliido em 1- lugar. 2 pomos 
quando e escolhido em 2 a lugar e 1 ponto se e escolhido 
em 3 d lugar. O candidate que acumular mais pontos e 
eleito. Nesse caso: 

a) A 6 eleito com 66 pontos. 

b) A e eleito com 68 pontos. 

c ) B € eleito com 68 pontos. 

d) B 6 eleito com 70 pontos. 

e) C e eleito com 68 pontos. 



C.9 (UFPE) Uma prova de matematica e constituida de 
i 6 questoes do tipo multipla eseolha. tendo cada questao 
5 altemativas, das quais deve ser assinalada como res- 
posta ape n as uma. Respondendo ao acaso todas as ques- 
loes. o numero de maneiras diferentes que se pode pre- 
eneher o cartao de resposta e: 
a) 80 b) 16 s c) 5 33 d) 16 10 e) 5 16 

C. 10 (Fuvest-SP) Sendo A = (2, 3, 5.6,9, 13} e 

B = { a h | liElAJ) £E A e a # b \ . Q numero de elementos 

de B que sao numeros pares e: 

a) 5 b) 8 c) 10 d) 12 e) 13 

C.I1 Qua] e o total de numeros pares ou multiplos de 5, com 
tres algarismos distintos, que podem ser formados com 
os algarismos 0, L. 2, 3, 4, 5, 6 e 7? 

C. 12 (UFB A ) Para abrir u m cofre eletronico deve-se digitar u ma 
seqiiencia formada por quatro algarismos distintos, sendo 
que o primeiro e o triplo do segundo. Uma pessoa que des- 
conhece essa seqiiencia pretende abrir o cofre. O maior nu- 
mero possfvel de seqiiencias que ela deve digitar e: 
a) 170 b) 240 c) 180 d) 280 e) 168 


C-.17 (Enem) Vinte anos depois da formatura, cinco colegas de 
turma decidem organizar uma confiaternizacao. Para mar- 
car o dia e o local da confratemizaqao, precisam cornu- 
nicar-se por telefone. Cada um conhece o telefone de al- 
guns colegas e descpnhece o de outros. No quadro abaixo, 
o numero 1 indica que o colega da linha correspondente 
conhece o telefone do colega da coluna correspondente; 
o numero 0 indica que o colega da linha nao conhece o te- 
lefone do colega da coluna. Exemplo: Beto sabe o telefone 
do Dino que nao conhece o telefone do Aldo. 
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O numero minimo de telefonemas que Aldo deve fazer 

para se comunicar com Carlos e: 

a) I b) 2 c) 3 d) 4 e) 5 


d) 4 



Copitufe 43 

CLASSIFICAQAO DOS AGRUPAMENTOS E 

METODOS DE CONTAGEM 


1. ARRANJO SIMPLES 

Com os elementos do conjunto f= \ a. b,c, r/}. forme- 


mos todas as 

seqiiencias 

possfveis 

de tres elementos 

distintos: 




(£7, b, c) 

(£7, b , d) 

(£7, C , d) 

(b, c, d ) 

(a, c, b ) 

(a, d, b) 

(o, d, c ) 

(b, d, c ) 

(b, a, c) 

( h , £7. d) 

(<?, £7, d) 

(c, b , d) 

( b , c, a) 

(b . d, a) 

( c , d, a ) 

(c, d , b ) 

(C, £7, b ) 

(d, £7, b) 

(d, a , c) 

(dr Cr b) 

(C. b , £7) 

(d, b , a) 

(d, c, a) 

(dr b, c ) 


Tais seqiiencias sao chain ad as de "arranjos simples dos 
quatro elementos de / tornados tres a tres”, Isto e, um ar- 
ranjo simples de ties elementos de 16 qualquer seqiiencia 
formada por tres elementos distintos de I. Observe que 
dots arranjos simples quaisquer se diferenciam on pela 
ordem dos elementos ou pela natureza dos elementos 
que os compoem. Por exemplo: 

* (a,b , £’) A (b, c. a) (diferem pela ordem dos elementos) 

• [d. b , <:) ~f~ (a, b, d) (diferem pela natureza dos elementos) 

O numero de arranjos simples de quatro elementos 
distintos tornados tres a tres e indicado pelo sfmbolo A 4 3 
e pode ser calculado pelo principio fundamental de con- 
tagem. Devemos distribuir os quatro elementos do con- 
junto / em tres casas, sem repetiqao: 



2- elemento 3 s elemento 






4U, 3 = 4 

A 4 3 = 24 


n 

5 


Definigao 


Seja / = {%, a 2 , a 3 , a,,} um conjunto formado 

por n elementos e seja p um numero natural nao-nulo 
tal que p =£ n. Chama-se arranjo simples de p ele- 
mentos de 1 toda seqiiencia formada por p elementos 
de I distintos. 


Exemplo 

Os arranjos simples dos elementos do conjunto 
/ = { 5, 6, 7, 8 } tornados dois a dois sao: 


(5, 6) (5, 8) (6, 8) 

(6, 5) (8, 5) (8, 6) 

(5, 7) (6, 7) 1(7, 8) 

(7, 5) (7, 6) (8, 7) 

O numero de arranjos simples de quatro elementos 
tornados dois a dois e indicado por A 4 2 e pode ser calcu- 


lado pelo principio fundamental de contagem. Devemos 
distribuir os quatro elementos de I em duas casas, sem 
repetiqao: 


1° elemento 

2‘- elemento 

% ' 

^ ^ 


A 4 . 2 = 4-3 A 4>2 — 12 


Calculo do numero de arranjos 
simples de n elementos distintos 
tornados pap 

Seja / = {flj, c/ 2 , £7,,} um conjunto formado por n 

elementos e seja p um numero natural nao-nulo, p ^ n. O 
numero de arranjos simples dos n elementos de / tornados 
p a p, isto e, A„ p , pode ser calculado pelo principio 
fundamental de contagem: 




3- 



p c - 

eleineiiLo 

elemento 

dememo 

elemento 


elemento 


Os numeros n n — 1 n — 2 n - 3 n — {p — 1) 

de 

possibilidactes 

Assim, temos que: 

A n . p = n(n - l)(n - 2 )(n - 3) • ... • [n - (p ~ 1)] ou 

A, u p = n{n - l)(n - 2 )(n - 3) • ... • {n - p + 1) 

Daqui por diante, podemos utilizar essa formula para o 
calculo de A np : porem. se voce preferir aplicar o principio 
fundamental em vez da formula, achamos ate mellior. 



EXERC1CJOS RESOLVIDOS 


R.1 CaletdarA 6 4 . 

Resohtgao 



= 6 ■ 5 ■ 4 • 3 = 360 


R.2 Para que valores naturais de n existe o numero A„ ,? 
Resolugao 

O sfmbolo A„ , indica o numero de seqiiencias de tres 
elementos distintos escolhidos dentre n elementos. 
Logo, o menor n natural posstvel e 3; se n fosse menor 
que 3, nao poderiamos format uma seqiiencia com Ires 
elementos distintos. Logo, n E IN. n 3s 3. 
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exercicios bAsicos mhmnmm 

B.I Descreva todos os arranjos simples dos elementos do 
conjunto I = { a, b t c, d } tornados dois a dots. 

B.2 Apresente todos os arranjos simples dos elementos do 
conjunto / = [2, 4. 6, 8] tornados tres a tres. 

B.3 Dentre os agrupamentos seguintes. quais sao arranjos 
simples? 

a) Com os elementos do conjunto: 

/ = {1,2, 3,4, 5,6.7, 8}, 

formam-se agrupamentos, sendo que cada agrupa- 
mento representa um subconj unto de I com tres ele- 
mentos. 

b) Com os elementos do conjunto: 

/= {1,2,3, 4,5, 6, 7,8}, 

■ 

formam-se agrupamentos, sendo que cada agrupa- 
mento representa uma seqiiencia formada por ires 
elementos dislintos de I. 

c) Com os ponlos A, B, C, D e E da figura 



formam-se agrupamentos, sendo que cada agrupa- 
mento determina um triangulo. 

d) Com as letras da palavra "caderno”. formam-se agru- 
pamentos de modo que cada agrupamento e um 
anagram a dessa palavra. 

Nota 

Chama-se anagrama de uma palavra a propria pala- 
vra ou qualquer outra que se obtem trocando-se a 
ordem de suas letras. Alguns anagramas da palavra 
CADERNO sao: CADERNO, DEC ARNO, NODE- 
CAR. etc. 

B.4 Calcule: 

a) Ag 3 b) A s 4 c) A 6 6 

B.5 Determine o valor de: 

a) A 4 2 b) A s 3 c) A 4>1 

B.6 Para que valores naturais de n existe d expressao A„ 6 ? 


B.7 Obtenha valores naturais de n de modo que exista a 

„ A 


expressao 


71. 4r 


71,2 


B.IO Dez atletas participam de uma corrida de atletismo. 
Serao premiados apenas os tres primeiros colocados, nao 
podendo haver empate, O numero de maneiras de serem 
distribuidos os premios e: 

a ) ^ 10.3 C ) ^ 3.3 e ) ^ 3,1 

^ 10.10 10 

B.1L A quantidade de mimeros naturais de cinco algarismos 
distintos formados pelos algarismos do conjunto 
/= {1,2,3,4,5,6,7.8,91 e: 

a) A, 9 c) A 5< 5 e) A 9 5 

b) A s j d) A, j 

Exercicios eompiementares de C.1 a C.5 


Fatorial 

Certos calculos da analise combinatoria sao tediosos e 
desanimadores, como, por exemplo: 

A,, n = 12 * 11 • 10 • 9 • 8 • 7 • 6 * 5 • 4 * 3 * 2 * 1 

Para facilitar as operates com expressoes desse tipo, 
adotamos o simbolo n\ (le-se “fatorial de n") para indicar 
o produto dos numero s naturais consecutivos «, (n ~ 1), 
(n — 2), 1, com n ^ 2. Assim, temos: 

12! = 12 * 11 * 10 • 9 • 8 ■ 7 • 6 • 5 * 4 * 3 • 2 • 1 

Essa nova notagao nos auxilia em problemas que 
envolvem calculos trabalhosos, permitindo-nos apre- 
sentar resolucoes de maneira abreviada. 

Defmigao 

Seja n uni numero natural, n s 2. Defme-se o 
fatorial de n , que indicamos por n\, como o produto 
dos numeros naturais consecutivos: 

n, (n — 1 ), (n — 2), I , isto €: 

n! = n(n — l)(n — 2) • ... ■ 1 

Exemplos 

a) 2! = 2 * 1 = 2 c) 4! = 4 ■ 3 - 2 - 1 - 24 

b) 3! = 3- 2- 1 = 6 d) 5! = 5 • 4 • 3 • 2 * 1 = 120 

Propriedade fundamental dos fatoriais 

Observando a igualdade 7! = 7 ■ 6 ■ 5 • 4 ■ 3 * 2 ■ 1, 
percebemos que 7! — 7 *■ 6!. 

Podemos generalizar esse resultado atraves da seguinte 
propriedade: 


B.8 


Sendo n um numero natural e n 3= 4, calcule o vaior da 


expressao E — 



— n 1 + 5n 


B.9 Num teatro. uma fila possui exatamente vinte cadeiras 
nurneradas. O numero de maneiras distintas de dez pes- 
soas se sentai'em nessa fila e: 

a) A20.20 c) A 20 io e)A IO j 

b) A !(J- d) Am 20 


n\ — n(n — 1)! para n E IN, n ^ 3 

Essa propriedade e conhecida como propriedade funda- 
mental dos fatoriais. 

Exemplos 

a) 9! = 9 * 8! 

b) 10! = 10-9! 


c) 10! = 10-9-8! 

d) 10! - 10 • 9 • 8 • 7! 




Extensao da definicao de fatorial 

Para que nao tenhamos exce^oes nas aplica?6es de for- 
mulas que vamos estudar mais adiante. e conveniente de- 
fin irmos I! e 0!. 

Vimos que a propriedade: 

n ! = n(n — 1 ) ! 

e valida para todo n, n G INe n ^ 3. E se fizermos n = 2? 
Vejamos o que acontece: 

2! =2(2 - 1)! .-.2! = 2-1! 

2 ■ 1 = 2 ■ 1! 2. I = 1! 

Assim sendo, para que a propriedade fundamental valha 
tambem para n = 2, definimos: 

1! - 1 

Vamos ousar umpoiteo mais e atribuir o valor 1 para 
a variavel n na igualdade w! = n(n - 1)!: 

1 ! = 1(1 - 1 )! 2 . 1 ! = 1 * 0 ! 2 . 1 ! - 0 ! 

Assim sendo, para estendermos a propriedade fundamen- 
tal para n — 1, definimos: 



Resolvei' a equa^So 


{n + 1 )! 
{n - 1)! 



Resohicao 

3 


m + 1)1 _ ™ _ (n +■ t _ 

(n ~ 1)! “ (/L— fj-r 

2. n z + n — 20 = 0 2. n = 4 ou n — —5 


Verificacdo 

Lembramos que so se define fatorial para numero naru- 

ral. Assim sendo. devemos verificar se. para esses vaio- 

res de n. existem os fatoriais apresentados na equaeao, 

„ . (4 + 1 y st 

Para n = 4, temos = 20 => ~ - 20; logo, 

(4 — 1)1 3! 

4 e raiz da equafao. 

Para/i = — 5, temos: 

l|; = 20 m -fcSL = 20 (Absurdo!) 
(-5 — 1 )! t — 6)1 

Como nao existem os fatoriais (—4)! e (—6;!, temos que 
—5 nao e raiz da equa§ao. 

Logo, 5 = 44}, 


Calculo do numero de arronjos simples 
atraves de fatoriais 

Vimos que o numero de arranjos simples de n elemen- 
tos tornados p a p e dado por: 


0 ! = 1 

Com essas duas novas definicoes, 1! = 1 e 0! = 1, 
temos que: 



= n (n — 1 ) ! 


V«. n £ IN* 




I 


<Jf EXERCICIOS RESOLVIPOS 


R.3 Calcular: 

a) 6 ! b) 3 ! + 2 ! 

Resohicao 

a) 6! = 6 * 5 • 4 * 3 • 2 * 1 

b) 3! + 21 = 3 • 2 ■ 1 + 2 

4 ! 4 ■ 3 * 2 • 1 

c) "oT = i = 

d) 1 ! + 0! = 1 + 1 = 2 
R.4 Simplif icar as ifaqoes: 


c) 


4! 

0 ! 


d) 1! 4 0! 


= 720 
■ 1=6 + 2 


- 8 


a) 


8 ! 

7! 


b) 


8 ! 

6 ! 


c) 


>»' ■ 


Resohicao 
8 ! 8 


a) 


b) 


7 


c) 


d) 


7! 

8! 

6 ! 

3! 

IT 

7! ■ 9! 
8! * 51 


7 ! 


= 8 


8*7- 6! 
6! 

M 

8- 


= 56 


5 • 4 


Tt 


20 


7 • 6 ■ 5! - 9 * 8! 


dj 


7! * 9! 
8! • 51 


A n p = n{n — 1 )(n - 2) • • (n — p + 1) 


Com o auxilio dos fatoriais podemos apresentar essa 
formula de uma maneira mais simples. Para enlender a 
transfomiayao que sera feita. vejamos antes urn ease par- 
ticular; 

Na igualdade A 7 3 = 7-6-5, multiplicando e ao mes- 
mo tempo dividindo o segundo membro por 4!, teremos 


A 7, 3 = 7-6-5 


4! 

4! 


7 - 6 * 5 * 4! 
4! 



Assim sendo. o numero A 7 , pode ser expresso atraves de 

. . 7' 

fatoriais por — . 

4! 


Generalizagao 

Consideremos a igualdade: 

W- 

A n p ~ n(n — l)(n — 2) ■ ... - (n — p 4- 1) 

Multiplicando e ao mesmo tempo dividindo o segundo 
membro dessa igualdade por (n — p ) ! , temos : 

A„, = m. ~ l)(n _ 2) * ... * (n ~ p + 1) • — A- 

(n — p)\ 

A „ >Hn ~ 1)(« — 2) - ... ’ (n — p + 1 )(n — p)l 



M- 5! 


= 378 


Essa e a formula que calcula A,. p atraves de fatoriais. 




EXERCICiO RESOLV1DO 


R.6 Calcular. usando a formula A„ == 


77 ! 




a) Ag. 4 

Resolucao 
a)A 6i4 - 
= 360 

k) A 7 3 = 


b) Ay 3 


6! 


(6 - 4)! 


6[ 

?! 


(fT - p)! 

d) Aj 5 

6 • 5 ■ 4 ■ 3 • 21 
?r 


7! 


c)A ; 5 = 
- 120 


(7-3)! 

51 

(5 - 5)! 


7! 

4! 


7 • 6 * 5 * 4! 


5! 

0 ! 


.4! 

5 • 4 • 3 * 2 • 1 
\ 


= 210 


Nota 


Estende-se a formula A„ „ = 


71 1 


lU p 


(« - p)! 


para n = 0 ou 


p = 0. 

Exemplos 

a) K o = - 


4! 


b ) A 0< 0 = 


(4-0)! 

0! 

( 0 - 0 )! 


4! 

4!~ 

0! 

0 ! 


- 1 


1 


1 


= 1 



EXERCICIOS &A5IC0S 


B.12 Calcnle: 
a) 7! 


b) 3! -2! 


c) 4! -2! 
0 ! 


d) 


3! 


B.13 


Assinale V ou F: 

a) 3! + 2! - 5! 

b) 3! -2! = 6! 

c) 4! + 4! = 2 • 4! 

d) ti! = 77(77 — 1 )(/i — 2)!, para todo n 

e) n\ — n{n — l)(n — 2)!, para todo n 

f) n\ + n! = (2/7)!, para todo n (E IN. 

g) ti! + n\ = 2 • ?;!, para todo n E 

h) /?! — 71 ! = 0!, para todo n E IN. 


e 7? 
IN*. 


B.14 Simplifique as fragoes 
6 ! 


a) 


b) 


c) 


d) 


3! 

4! 

6T 

5! 8! 
4!7! 

77 ! 


f) 


e) 


(77 - 1)! 

(» - 3)! 

77 ! 


g) 


h) 


i) 


(77 

+ 

4)! 

(77 

+ 

2)! 

(77 

+ 

2)! 

(/I 

+ 

3)1 

£« 

— 

5)! 

(77 


7)! 

(« 

— 

5)! 

(n 

— 

3M 


B.15 Resolva a equacao ; 1 =12. 

(71 + I)! 


B. 1.6 (U. Caiolica de Saivador-BA ) A l'ragao 


( 77 + 1 )! + 77 ! 


e 


77 [ 


ieual a: 


a) 77 


b) ft + 1 


c) n + 2 


e) 


77 + 2 


77 


CO 


77+1 


77 


Sugestao. Escreva o numerador sob a forma 
(tt + 1) * 77 ! + 7i ! e fatore-o. 

B.17 Determine o conjunto dos valores de n. tais que 
77 ! + (tj. + 1)1 


(72 — 1)! 


15. 


B.18 (FEI-SP) Se (n + 4)! + (n + 3)! = 15(n + 2)1, entao: 

a) /7 = 4 c) /7 = 2 e) n = 0 

b) 72 = 3 d) n = 1 

B.1 9 (LfFPE) A expressao A J 2 + A 3 s + A 9 0 e igual a: 

a) 27 c) 12 e) 29 

b) 26 d) 11 


B.20 Resolva a equagao A„ 2 = 20. 


B.21 Obtenha o conjunto solucao da equagao 


An, 3 

A ,,.4 


Exercfcios complementares de C.6 a C.12 


2. PERMUTACAO SIMPLES 

Consideremos o conjunto I = {a, b, c}. Os arranjos 
simples dos tres elementos de I tornados tres a tres sao: 

(a, b, c ) 

( a , c, b) 

( b , a , c) 

( b , c, a) 

(c, a, b ) 

(c, b, a) 

Cad a um desses arranjos e chamado de permutagao 
simples dos elementos de /. Isto e, lima permutacao sim- 
ples dos elementos de / e qualquer seqiiencia de elemen- 
tos distintos formada por todos os elementos de 1. Obser- 
ve que duas dessas permutagoes se diferenciam apenas 
pela ordem dos elementos. 

Exemplo 

(a t 1?^ c) # (/?, Cl, c) (diferem pela ordem dos elementos) 

Defmigao 


Seja I — {a u a 2 , a 3s ...» a tl ] um conjunto com 77 ele- 
mentos. Chama-se permutagao simples dos n ele- 
mentos de I todo arranjo simples desses 77. elemen- 
tos tornados n a /j. 







Exemplos 

a) As permutagoes simples dos ires elementos do 
conjunto / = { 1, 2, 3} sao: 

(1,2,3) (2,1,3) (3,1,2) 

(1,3.2) (2,3,1) (3,2,1) 

Isto e. sao todos os arranjos simples dos tres elementos 
de I tornados tres a tres. 

b) Quantas permutagoes simples podemos formar com 
os elementos do conjunto I = { a , b, c, d) ? 

O niimero de permutagoes simples de quatro elementos 
distintos, que indicamos por P 4 , e igua! ao numero de 
arranjos simples desses quatro elementos tornados 
quatro a quatro. Isto e: 



4 ■ 3 ■ 2 ■ 

1 





Algumas dessas permutagoes sao: 

(a, b,e,d) 

(a, b , d, c ) 

(a, c, b,d) 

m 


Calculo do numero de permuta9oes 
simples de n elementos distintos 

Seja / = {flj, a 2t a if ....a,,} urn conjunto com n elemen- 
tos. O numero de permutagoes simples dos n elementos 
de 4 que indicamos por P„, e igual ao numero de arranjos 
simples desses n elementos tornados n a n. Isto e: 



Assim, temos que: 




1 



yf EXERCICIOS RESOLVIDOS 

R.7 De quantas maneiras diferentes cinco pessoas podem 
formar uma fila indiana? 

Resolugao 

O numero de maneiras e igual ao numero de permuta- 
goes simples desses cinco elementos, isto 6: 

P s = 51 = 5 ♦ 4 • | • 2 * 1 = 120 

Logo, a fila pode ser formada de 120 maneiras diferentes. 

R.8 De quantas maneiras diferentes podemos dispor, numa 
mesma prateleira de uma estante, quatro livros de mate- 
ntatica e tres livros de ffsica, de modo que livros de mes- 
ma materia permanecam juntos? 


Resolugao 

Podemos dispor os livros de matematica antes dos de ff- 
sica oil os de ffsica antes dos de matematica. Isto e: 


Matematica Fi'sica 


/ -v ^ 










4-3 • 2 • 1 • 3 • 2 • 1 — P A ‘ P 3 = 413 ! 


ou 


Fi'sica Matematica 



Temos, entao, como resposta 413! + 3!4! ~ 288. 

/ 

OU 

Assim, os livros podem ser dispostos na prateleira de 
288 modos diferentes. 


R.9 Com a palavra MARTELO: 

a) quantos anagramas podemos formal'? 

b) quantos anagramas comegam por M? 

c) quantos anagramas comeg am por M e terminam 
por O? 

d) quantos omagra mas comegam por vogal? 

e) quantos anagramas terminam por consoante? 

i) quantos anagramas comegam por vogal e terminam 
por consoante? 

g) quantos anagramas comegam por vogal ou terminam 
por consoante? 

h) quantos anagramas apresentam as letras M, A e R 
juntas e nessa ordem? 

i) quantos anagramas apresentam as letras M, A e R 
juntas? 

Resolugao 

a) Um anagrama da palavra MARTELO e a propria 
palavra ou qualquer outra que se obtem trocando a 
ordem de suas letras. Assim, o numero de anagramas 
da palavra MARTELO e igual ao numero de permu- 
tagdes simples de sele letras distintas, isto e: 

P 7 = 7! = 5.040 

b) Fixando-se a letra M na primeira posicao. so brain seis 
letras para serem distribufdas nas sets posicoes 
posteriores: 


M 








P u = 6! = 720 


Logo, ha 720 anagramas que comegam por M. 

c) Fixando-se as letras M e O na primeira e na setima 
posigao, respectivamente, sobram cinco letras para 
serem disiribiudas nas cinco posigoes intermediarias: 


M 






O 


A = 5! = 120 


Ponanto, ha 120 anagramas que comegam por M e 
terminam por O. 




d) Ha tres possibilidades para o preenchimento da 
primeira posigao: A, E ou O. Para cada vogal fixada 
na primeira posicao, sobram seis letras para serem 
distribufdas nas posiqoes posteriores: 


A, E ou O 



3 * P t - 3 - 6! = 2.160 

Assim, ha 2 1 60 anagramas que come^am por vogal. 

e) Ha quatro possibilidades para o preenchimento da ul- 
tima (setima) posicao: M, R, T ou L. Para cada conso- 
ante fixada na setima posicao, sobram seis letras para 
serem distribufdas nas seis posicoes anleriores: 


M, R, T ou L 



* 4 = 6 ! • 4 m 2.880 

Assim. ha 2.880 anagramas que terminam por con- 
soante. 

f) Ha tres possibilidades para o preenchimento da 
primeira posicao e quatro possibilidades para o preen- 
chimento da ultima {setima). Fixadas uma vogal e 
uma consoante na primeira e na setima posicao. 
respectivamente, sobram cinco letras para serem 
distribufdas nas posicoes intemiediarias: 


A, E ou O M, R, T ou L 


1 












* 

X J 

■ V > 


3 • % 4 = 3 - 5 ! -4 = 1.440 

Ha, portanto, 1.440 anagramas que comegam por 
vogal e terminam por consoante. 

g) Sejam A e B conjuntos de anagramas da palavra 
MARTELO, tais que: 

A — { Anagramas que comecam por vogal ] ; 

B — {Anagramas que terminam por consoante]: 

A n B = { Anagramas que comecam por vogal e 
terminam por consoante } : 

A U B — { Anagramas que comecam por vogal ou 
terminam por consoante } . 

Lembremos que n(A U B) = «(A) 4- n(B) — »(A fl B). 
Nos itens (d), (e) e (f) ja calculamos n(A), n(B) e 
/i (A Pi B) e obtivemos: 

n(A) = 2.160: n{B) = 2.880; n(A n B) = 1.440 

Logo, n(A U B) — 2.160 + 2.880 - 1.440 = 3.600, 
Temos entao que 3,600 anagramas comecam por vo- 
gal ou terminam por consoante. 

h) Vamos resolver este item de dois modes diferentes. 

Primeiro modo ■ 

As letras M. A e R podem ocupar. respectivamente. as 
seguintes posicoes: primeira, segunda e terceira; 


segunda, terceira e quarta; terceira. quarta e quinta: 
quarta. quinta e sexta; quinta, sexta e setima. Anaiise- 
mos cada caso: 


ou 


ou 


ou 


ou 


OU 



Assim, temos: 

F 4 + P a + P 4 + P 4 PP A = 5P 4 = 5 ■ 4! — 5! = 120 
Ou seja, 1 20 anagramas apresentam as letras M, A e 
R juntas e nessa ordem. 


Segundo mode 

Observando o primeiro modo. percebemos que o bloco 
MAR atuou como um unico elemento nas permuta- 
£oes. Assim sendo. podemos resolver esse problema 
calculando o numero de permutacoes dos cinco ele- 
mento s, MAR. T, E, L e O, isto e, considerando o bloco 
MAR como um unico elemento. 

Temos assim P 5 = 5! = 120. 

i) Nesse caso, um bloco composto pelas letras M, A e R 
pode ter P, — 3! = 6 formas diferentes: MAR. MRA, 
ARM, AMR, RAM e RMA. 

Para cada um desses seis blocos podemos formar 
P 5 = 5! = 120 anagramas. conforme vimos no item 
(h). Logo, com os seis blocos podemos formar 
6 * 120 = 720 anagramas. Ou seja, o numero de 
anagramas que apresentam as letras M, A e R juntas 
6Ps • P 5 = 6 • 120 - 720. 

EXERCIC10S BAS1C0S 





B.22 


B.23 


B.24 


(Cesgranrio) Um fiscal do Ministerio do Trabalho faz 
uma visita mensal a cada uma das cinco empresas de 
constru^ao civil existentes do muniefpio. Para evitarque 
os donos dessas empresas saibam quando o fiscal as ins- 
pecionara. ele varia a ordem de suas visistas. De quantas 
formas diferentes esse fiscal pode estabelecera ordem de 
visita mensal a essas empresas? 

a) 180 c) 100 e) 24 

b) 1 20 d) 48 

De quantos modos podemos dispor cinco meninas e qua- 
tro meninos em fila Indiana de modo que criancas de 
mesmo sexo nao f iquem juntas? 

Quantos numeros podemos obterpermutando apenas os 
algarismos pares do numero 32.456 e mantendo os alga- 
rismos tmpares em suas respectivas posicoes? 
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B.25 Quantos ndmeros naturals de cinco algarismos distinlos 

* 

podemos formar com os algarismos 1. 2, 3, 4 e 5 de 
modo que os algarismos i'mpares permanegam sempre 
juntos? 

B.26 Com a palavra EDITOR A: 

a) quantos anagramas podemos formar? 

b) quantos anagramas comegam pela letra T? 

c) quantos anagramas comecam pela sflaba TO? 

d) quantos anagramas comegam por vogal ? 

e) quantos anagramas terminam por consoante? 

f) quantos anagramas comegam por vogal e terminam 
por consoante? 

g) quantos anagramas comecam por vogal ou terminam 
por consoante? 

h) quantos anagramas apresentam as letras E, D e T 
juntas e nessa ordem? 

i) quantos anagramas apresentam as letras E, D e T 
juntas? 

j) quantos anagramas nao apresentam as letras E. DeT 
juntas? 

B.27 (PUC-SP) Uma palavra e formada por n letras distintas, 
sendo B uma delas, O numero de anagramas dessa pala- 
vra que nao comecam por B e: 

a) n ! d) (» — 1 ) ! 

b) (n + I)! e) n + 1 

c) n! — (n — 1)! 

B.28 i UNEB) Num grupo de 5 pessoas, duas sao irmas. O nu- 
mero de maneiras distintas que elas podem t'icar em fila. 
de mameira que as duas irmas fiquem sempre juntas, e 
igual a: 

’ll r' 

a) 24 c) 120 e) 420 

b) 48 d) 240 


Em cada seqiiencia dos eiementos 0 1? Sj, S,, 0 2 , S 3 , se 
pennutarmos S 3 , S, e S 3 . entre si, e O, e 0 2 , entre si, 
obteremos 3! X 2! seqiiencias diferentes. Por exemplo: 




S,0|0 2 S3 


SjSAO* > 

S|S30i0 2 S2 

5 2 5.0. 0 2 53 

S5S 3 0 1 0 2 S ] 

S ?S , 0 , 0,82 

SjS-AO.S, 

S ,8,0,0, S3 

S ,830,0,82 
S 2 S 30,0,8, 

8 . 5 . 0 . 0.83 

5 3 5.0. 0|S 2 

SjS^nOjS, 


V 2 
f J 



12 


Porem, se eliminarmos os indices nessas 12 seqiien- 
cias, teremos o mesmo anagrama SSOOS, 

Analogamente, se eliminamios os indices nas 5! 
seqiiencias dos eiementos 0,, S,. S 2 , O,. S 3 , obteremos 
grupos de 3 ! * 2 ! anagramas iguais. O numero de grupos 
assim obtidos e exatamente 0 numero de anagramas 
distinlos da palavra OSSOS. Esse numero 6: 


5! 

3! ■ 2! 



ou seja, ha 20 anagramas distinlos da palavra OSSOS. 

Podemos generalizar esse raciocfoio, considerando os 
n eiementos: 

n eiementos 


Cl \ r Cl 1 y Cl 1 7 Cl 2 7 CI2 * * < f ^2 41 

^ f 

n ] eiementos n 2 eiementos 

iguais a Iguais a a z 


7 Cl fr ' 





n k eiementos 
iguais a a k 


Exercicios complementa res de C. 13 a C.18 

3. PERMUTAQAO COM ELEhENTOS 
REPETIDOS 

Vimos que o numero de permulacdes de n eiementos 
distinlos e dado por: 

P — n! 

Neste item, vamos aprender a calcular o numero de 
permutagoes com eiementos repetidos. Para entender 
esse calculo, observe o problems a seguir. 

Qua! e 0 numero de anagramas da palavra OSSOS? 

Se as 5 letras dessa palavra fossem distintas entre si, 
tenamos 5 ! anagramas. Porem, ao permutar letras iguais, 
a palavra nao se altera; por is so. conclufmos que o numero 
de anagramas e menor que 5 ! 

Para calcular esse numero de anagramas, vamos colo- 
car indices nas letras, considerando-as como eiementos 
diferentes, isto e: 


0,S,S,0,S 


3 


tai que a u a 2 , ct 3 , ..... a k sao distintos entre si. O numero de 
permutacoes desses n eiementos, que indicaremos por 

, edado por: 


p\n^, n.y .^}\ k ) _ 

* n 


n ! 


rc, ! • n 2 l * n 3 \ • 


n , ! 



EXERCICIOS RESOLVIDOS 


R. 10 Determinar o numero de anagramas da palavra G ARRAFA . 

Resolugao 

A palavra apresenta ura total de sete letras. com tres 
letras A, duas letras R. uma letra G e uma letra F. 


(3.2. t. 0 


7! 


Assim, temos P 7 . 

tmJ W 9 I* + A * 

Para simplificar a notacao, indicamos 

, 7! 


esse numero 


si mp le smen te por PY' a 1 = 


3191 

t — * 


— 420. 


Isto e, nao indicamos nos parenteses as letras que 
comparecem uma unica vez na palavra. 

Portanto. a palavra G ARRAFA possui 420 anagramas. 


JR. 11 Deteiminar o numero de anagram as da palavra 
GARRAFA que comet; am pela letra A. 

Resolugao 

Fixando Lima letra A na primeira posigao, sobram as le- 
tras C, R. R, A, F e A, que devem ser distribufdas nas 
seis posicoes posteriores: 



pi 2.11 _ Ci! 

6 2!2! 


180 


Nota 

Uma duvida muito comum e "devemos on nao multipli- 
car o resultado 180 por 3?". pois ha ires letras A. A 
resposta e nao. Porque, se subsli tuirmos o A da primeira 
posigao por outro A da palavra. obteremos os mesmos 
anagrainas. 

Logo, ha 180 anagrainas que comecam por A. 


R.l 2 Na figura abaixo. quantos caniinhos diferentes podeni 
ser percprridos do ponto A ao porno B , deslocando-se 
uma unidade de cada vez para cima ou para a direita? 



K 



3 


, , « B 
- I— - — i— — W 


2 

1 

t 

i i i 

Ifc- 




> 

A 

i 

2 3 4 

X 


Resolugao 

Para nos deslocannos de A para B. nas condi goes do pro- 
blema. devemos percorrer 3 unidades para cima e 4 uni- 
dades para a direita. 

Indiquemos por d cada unidade para a direita e por c 
cada unidade para cima. 

O numero possivel de camiuhos e igual ao numero de 
sequencias que podeni ser formadas com as sete letras: 


d , d. d . d, c. c. c. Isto e. 


rj \ 1 ) 

Pj 


7! 

4! 3! 



|K 

Jr EXERCICI05 BA5\C0S 

B.29 Determine o mimero de anagramas da palavra VIOLINO. 


B.30 Qual e o numero de anagramas da palavra BANANA? 


B.31 As embalagens dos produtos vendi- 
dos por uma empresa apresentam 
uma seqiiencia formada por barras 
verticals: quatro de largura 1 ,5 mm; 
tres de largura 0.5 mm: e dnas de 

largura 0,25 mm. comb no exemplo 

ao lado. 



Cada scquencia indica o preco de 

um produto, Quantos pregos diferentes podein ser indi- 

cados por essas nove barras? 


3.32 Obtenha o numero de anagramas da palavra TAMPA. 

B.33 Quantos anagrainas da palavra BARRAR comecam 
por R? 

B.34 Eneontre o numero de anagramas da palavra DEZENA 
que comecam por vogal. 

B.35 Ache o total de anagramas da palavra PAPAGAIO que 
terminam por vogal. 

3.36 Quantos anagramas da palavra RETRATAR comeg am e 
terminam por vogal? 

Exercicios comptementares de C.19 a C.24 

4. COMBINAQAO SIMPLES 

Dado o conjunto I = {a, b, e, d}, formemos todos os 
subconjuntos de I corn tres element os: 

{a, b , c} 

{a,b,d} 

{ a , c\ d } 

{ b , c, d } 

Tais subconjuntos sao chamados de combinacoes 
simples dos quatro elementos de 1 tornados tres a tres. 

Ou seja, uma combinacao simples de tres elementos de / 
e qualquer subconjunto de / formado por tres elementos. 

Observe que duas combinaqoes simples quaisquer se 
diferenciam apenas pela natureza dos elementos e nao 
pela ordem de apresentaqao desses elementos. 

Exemplos 

a) { CL b , C } d 1 {a, b,d\ (diferem peia natureza dos elementos ) 

b ) { b, C, d } — { c, b , d } (a ordem dos elementos nao altera 

u conjunto) 

Definigao 

Seja / = a 2 , « 3 , .... a n \ um conjunto formado 

por n elementos e seja p. p £ IN e p ^ n. Chama-se 
combinacao simples de p elementos de / todo sub- 
conjunto de / formado por p elementos. 


Calculo do numero de combinacoes 
simples de n elementos distintos 
tornados p a p 

Para efetuar esse calculo, vamos relacionar o numero 
de combinacoes simples com o numero de arranjos sim- 
ples de n elementos tornados p a p. 

Voltemos ao exemplo introdutorio desse assunto. As 
combinaqoes simples dos elementos de / — { a , b, c, d j 
tornados tres a tres sao { a, b , c } ; { a, b , d } ; {a, c, d } ; { b . 
c, d J.lndicando por C 4 3 o numero de combinacoes sim- 
ples de 4 elememos tornados tres a tres, temos C, , - 4. 
Cada uma dessas combinacoes gera 3! arranios simples 
dos quatro elementos a, b, c, d tornados tres a tres, por 
exemplo. 



Observe os arranjos gerados pela combinagao {a, b, c 



(a, b,c) ' 
(a, c, b) 
{b,a, c) 

( b , c. a) 
(c, a, b) 
(c, b , a) 




3 ! arranjos 


Assim, multiplicando por 3! o numero C 43 , obtem-se 
o numero A 4 ,, isto e: 

C 4i3 X3!= A 43 

Generalizando esse raeiocmio para os numeros natu- 
rals n e p, com n ^ p, obtem-se a formula para o calculo 
de C„ p . Observe: 


p X p\ = A 
A 


* c = 


/L 
'L p 


I 


n ! 


* r = 

* # p 


_ (n - p)l 


* C 


n \ 


n-.p p\(n — p)\ 



EXERCICIOS RESOLVIDOS MH 


R.13 Calcular: 

b) C 7 3 

Resolugao 

Aplicando a formula C„ „ = 


c) Cs, 


d) C 5 , 0 


/t 




, lemos: 


a ) C& 4 


b)C 7>3 = 


6 ! 


" - p)\ 

6! 6*5 • 44 


c ) Q.5 


d) ^5. l> 


4!(6 - 4)! 

4! 2! 

41 '• 2 * 1 

7! 

7! 

7 * (r* 5 * M 

3! (7 - 3)1 

314! 

. a ■'•jt • i *>r 

5! 

5! 

- ^ - 1 

5! (5 - 5)! 

510! 

^r* i 

5! 

5! 

= ^*C =i 


0!(5 - 0)! 


0151 


1 -Jf 


R.14 Para que valores de n existe o numero C,, f? 
Resolugao 

Existe tal numero par a qualquer n,n G IN e n 5= 3. 

R.15 Resolver a equacao C„ 3 = 10. 

Resolugao 

Condigao de existencia n G IN e n . > 2. 


C „. 2 = 10 


n\ 


2 !(n - 2)! 


= 10 


. n(n - l)(,a-^-2)-t - ft 

2 - 

n 2 — it — 20 n 2 — n — 20 = 


0 


Resolvendo essa equacao do 2 9 grau. temos n = 5 ou 
n — —4. (nao convent) 

Logo, 5 = { 5 } . 




Criterio para diferenciar arranjo de 
combinatpao 

Quando ten tamos resolver iim problema de analise 
combinatoria, deparamos com a seguinte questao: os 
agrupamentos mencionados no problema sao arranjos ou 
eombinagoes? Para eliminar essa dtivida, vamos agir da 
seguinte maneira: construlmos um dos agrupamentos 
sugeridos pelo problema e, a seguir, mudamos a ordem 
de apresentagao dos elementos desse agrupamento: 

I. Se com essa mudanca na ordem dos elementos obti- 
vermos um agrupamento diferente do original, 
entao esse agrupamento e um arranjo. 

II. Se com essa mudanga na ordem dos elementos obti- 
vermos um agrupamento igual ao original, entao 
esse agrupamento e uma combinagao. 



EXERCICIOS RESOLVIDOS 


R.I6 Quantos triangnlos fleam determinados peJos pontos dis- 
tintos A. B, C, D, E da circunferencia abaixo? 



Resolugao 

Um triangulo fica determinado por tres pontos (vertices 
do triangulo) nfio-colineares (nao-pertencenies a uma 
mesma reta). Como nao existem ires pontos colineares 
dentre os pontos A, B, C, D, E, qualquer agrupiimento de 
tres pontos distintos determina um triangulo. 

Agora, a duvida: um agrupamento de tres pontos para de- 
temiinar um triangulo e uni arranjo ou uma combinagao? 
Vamos aplicar o criterio diferenciador entre arranjo e 
combinagao. 

Formeinos um agrupamento de tres pontos distintos e. a 
seguir, mudemos a ordem de apresentagao de seus 
elementos: 

Triangulo ABC = Triangulo BAC 

Como a mudanga na ordem das letras nao altera o trian- 
gulo. temos que esses agrupamentos sao eombinagoes. 
Logo, o numero de triangulos e dado por C\ ,, isto e: 



5! 

3! (5 - 3)! 


51 

3!2! 


2 

5 *4 * 3! 
.3f v 2- I 



R.17 Uma comissao de ties membros deve ser escolhida 
dentre sete pessoas. De quantos tnodos dife rentes se 
pode escolher a comissao, sabendo que as pessoas que 
formarem a comissao terao funeoes identicas? 
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Resolucao 

Como a ordem dos elementos componentes nao altera a 
comissao, temos que unia comissao e uma combinacao. 
Loco, o numero de comissoes e: 



7! 

3 ! (7 - 3)1 


7! 

314! 


7 • 5s* 5 • 4 ! 
3s* X* 1 • 41 


R.18 Uma comissao de quatro homens e tres mulheres deve 
ser escolhida dentre seis homens e cinco mulheres. De 
quantos modes diferentes pode-se escolher a comissao, 
sabendo-se que os membros dessa comissao terao 
funcoes identicas? 

Resolugdo 

Devemos escolher quatro homens dentre seis e tres 
mulheres dentre cinco. Pelo prmcfpio fundamental de 
contagem, isso pode ser feito de C 6 4 • C 5 3 modos dife- 
rentes, isto e; 


Cf, 4 * C j 3 
6 ! 

4 191 


_ 6! 5! _ 

41(6 - 4)! * 3!(5 - 3)! 

3 .2 

5! _ 6; 5*4! _ 5 • 4, *3! 

3! 2! 4! • 2 ■ 1 ’ 3! • 2 • 1 



R.19 Quantos triangulos ficam determinados por nove pomos 
distintos, sendo que cinco deles pertencem a umareta r e os 
outros quatro pertencem a uma reta s (s & r) paralela a r? 

Resolugdo 

A B C D E 

r 


F G H I 5 

Um triangulo fica determinado por tres pontos nao-coli- 
neares. Assim sendo, algumas combinacoes de ties dentre 
os nove pontos determinant triangulos e outras nao. Por 
exeinplo, a combinacao ABF determina um triangulo, en- 
quanto a combinacao ABC nao determina um triangulo. 
Podemos resolver esse problema de dois modos diferentes. 

Primeiro modo 

Vamos calcular todas as combinacoes dos nove pomos 
tres a tres, subtraindo desse resultado o total de combi- 
nacoes que nao determinant triangulos. Isto e: 

<% 3 - C S>J - C 4 . 3 = 84-10-4 = 70 


Pontos Pontos 

da reta r da reta 5 

Logo, ficam determinados 70 triangulos. 

Segundo modo 

Um triangulo fica determinado se escolhermos dois pon- 
tos numa reta e um ponto na outra, isto e: 

• 2 pontos em re 1 ponto em s => C 5 2 * C 4 , — 10*4 = 40 
oo (±) 

• 1 ponto em re 2 pontos em s => C 5 j * C 4 2 = 5 * 6 = 30 

Logo, o numero de triangulos e 40 + 30 — 70. 




A analise combinatoria e o futeboi 

ha confeccao da tabela de um campeonato de 
futeboi tambem e necessaria a matematica. Imagine 
que a CBr organize a primelra fase do Campeonato 
Brasitelro com 24 times separados em quatro grupos 
de seis, de modo que cada time jogue uma tunica ve z 
contra cada um dos demais de seu grupo. Atraves da 
analise combinatoria condui-se que o numero de 
jogos a serem realizados em cada grupo e C 6 2 - 15, 
e, portanto, o numero de jogos da primeira fase do 
campeonato sera 4 X 15 = 60. De modo anatogo, 
caicuia-se o numero de Jogos das proximas fases. 



1 EXERCICIOS BASICOS 


B.37 Determine: 

a) C-j ,5 b) C 5 4 c) g d) j 

B3S Calcule o valor da expressSo 4C 6 2 45,3 - 3 P v 
B.39 Resol va a equayao CL 2 - - 1 15. 


B.4D Resolva a equacao C f 3 — 3A T 3 . 


B.41 


Considere nove diferentes pontos de uma circun ferSnc ia 
(conforme a figura). 



6 ^ — m ^ E 

F 


a) Quantas retas ficam detenninadas por esses nove 
pontos? 

b) Quantos triangulos ficam determinados por esses 
nove pontos? 





B.42 ('Ll FMG) Formam-se comissoes de tres professores esco- 
Ihidos entre ns sete de uma escola. O numero de comis- 
soes distintas que podem, assim, ser formadas e: 
a) 35 c) 2J0 e) 7! 

fe) 45 d) 7 3 

B.43 (UFBA) Dispondo -se de abacaxi, acerola. goiaba, laran- 
ja, mapa> mamao e melao, calcnie de quantos sabores 
diferentes pode-se prcparar um suco, usando-se tres ffu- 
tas distintas. 

B.44 (Fuvest-SP) Numa primelra fase de um campeonato de 
xadrez, cada jo gad or joga uma vez contra todos os 
denials. Nessa fase foram realizados 78 jogos. Quantos 
eram os jogadores? 

a) 10 b) 1 1 c) 12 d) L3 e) 14 
Sugestao. Indique por n o numero de jogadores. 



B.45 (Faap-SP) O setor de e merge ncia de uma unidade do 
Unicoi tern tres medicos e oito enfenneiros. A dire?ao 
do Unicor devera formal' equipes de plantao const] tuidas 
de um medico e ires enfenneiros. O ntimero de equipes 
diferentes possivel e: 

a) 168 c) 56 e) 336 

b ) 3 d) 24 

B.46 (Fatec-SP) Dentre seis senadores e cinco deputados sera 
escolhida uma comissao de ires senadores e dois depu- 
lados. De quantas maneiras diferentes essa comissao 
pode. ser formada? 

a) 200 c) 80 e) 40 

b) 100 d) 50 

B.47 (U. Catolica de Salvador-BA ) Dentre as disciplinas A, B, 
C. D, Ee F um estudante universitario precis a selecionar 
q ualro para eursar no proximo semestre letivo. Sabendo 
que nessa sele^ao deve constar. necessariamente, a 
disciplina E. o numero que indiea o total de maneiras 
diferentes que o estudante pode escolher as quatro disci- 
plinas e: 

a) 6 b) 10 c) 15 d) 20 e) 24 

B.48 Calcule o numero de diagonals do octdgono convexo. 

Exercicios complementares de C.25 a C.33 


EXERCICIOS COMPLEMENTARES 

C.l O auditorio de um teatro e composto por a cadeiras. De 
quantas maneiras diferentes as ties primeiras pessoas 
que chegarem para assistir a um espetacuto nesse teatro 
podem escolher seus Iugares? 


a) n 


c) n(n + L) 

3 

b) - 

i + 1 

Al, 1 



C.2 O total de ntimeros naturals tie quatro algarismos distin- 
tos formado.s pelos algarismos do conjunto /'= { 0 , 1 , 2 , 
3, 4, 5 } pode ser expresso por: 

a ) 4 C ) Af, 4 Aj 3 e) Af, 3 A 6 2 

b) A 5> 3 + A s> 4 d) A (1 j 


C.3 


Classifique como V ou F cada uma das afirmacoes: 

a) j A 6 4 

b) Existe A„ 4 para todo n, n E IN 


c) Existe 



se, e somente se. n £E IN e n S* 5 


d) A M * A 5 ,i * A 4 ., = A 6 . 3 

e) Se dois arranjos simples sao formados pelos mesmos 
elementos, entao esses arranjos sao iguats. 

f) Dois airanjos simples formados pelos mesmos ele- 
ments sao iguais se. e somente se. a ordem desses 
elementos nos dois arranjos for a mesma. 

g) Se existir um elemento num arranjo que nao pertenga 
a um outro arranjo. entao esses arranjos podem ser 
iguais. 


C.4 (PUC-SP) Sendo n um numero natural e a ^ 3. a razao 
-' . • 2 — g igual a: 

-A*- 1.2 

a) 2 c) 1 e) n + I 

b) 2 n d) n 


C.5 (UFCE) Sendo uma placa de automovel formada por 
duas letras seguidas de quatro algarismos, quantas placas 
podem ser formadas por duas letras distintas seguidas de 
quatro algarismos distintos? (Considere 26 letras e os dez 

algarismos do nosso sistema de numeracao.) 

a ) ^26 , 2 A to 4 d) 6 A 36 j 

k) ^ 26 . 2 * ^ 10. 4 e ) -^26. 1 * 4A ]0 1 

C) Al6. 6 


C.6 Determine n de modo que: 

1 + 2 + 3 + 4 + ... + n _ 1 

(n + 1 )! “ *240 


Sugestao. 1 + 2 + 3 + 4 H- ... -F n e a soma dos n pri- 
meiros termos de uma P.A. 


C.7 (U. Taubate-SP) 0{s) valor(es) de n tal que 

(n + 1)! - r! 


(m — l )! 

a) 7 

b) 0 e 7 


= 7 n 6 (sao): 

c) 0 e 10 

d) 1 


e) 0 e 


C .8 (UFPA) O produto dos 30 prinieiros ndmeros pares po- 
sitivos 6 igual a: 

a) 60! c) 2 • (60 !) 2 e) 2 30 • 30! 

b) 30! d) 2 2 • 60! 

Sugestao. Os ntimeros 2, 4, 6 , 8 etc. podem ser represen- 
tados por 2 X 1, 2 X 2, 2 X 3, 2 X 4 etc. 




C.9 (UFPE) Qual o maior inteiro n para que 20! seja divisive] 
por 3"? 

a) 2 c) 8 e) 20 

b) 7 d) 9 

Sugestao. Decompondo em fatores primos cada numero 
do desenvolvimento 20 * 19 * 18 * 17 ■ ... ■ 1. verifique 
quant as vezes aparece o fator prime 3. 


C.10 


Determine n de modo que 




C.ll (UFMG) Duas das cinquenta eadeiras de uma sala sevao 
ocupadas por dois alunos. O numero de maneiras distintas 
possfveis que esses alunos terao para escolher duas das 
cinqtienta eadeiras, para ocupa-las. e: 

, it a “50,50 

a ) ^50,2 *-) At 2 C) “ 


b) A 


50. 50 



C.12 (UFSC) Em um bingo, quatro pedras sao retiradas suces- 
sivamente e sem reposicao de uma uma contendo exata- 
mente 90 pedras, riumeradas de 1 a 90. O numero de 
seqiiencias distintas possfveis para essas quatro pedras, 
tai que a segunda pedra tenha uiimero 40, e: 

89! 


a) A 


b) A 


S'*. 89 


c) A a9i3 


e) 


3 ’ 
*. ■ * 


A" 4 


d) 


89! 

4! 


C.13 Qual e o numero de anagram as da pa lavra VOLUME 
que apresentam a letra V antes da lelra L? 

Sugestao. Para cada anagrama que possui o V antes 
do L, podemos permutar apenas essas duas letras entre 
si, obtendo um anagrama que possui o L antes do V. Por 
exemplo, permutando apenas as lelras V e L do ana- 
grama VOMULE. obtemos o anagrama LOVUME. 

C.14 (Fatec-SP) Sets pessoas. entre elas Joao e Pedro, vao ao 
cinema. Existem seis lugares vagos. ulinhados e conse- 
cutivos. O numero de maneiras distintas como as seis 
pessoas podem sentar-se sera que Joao e Pedro ftquem 
juntos e: 

a) 720 c) 480 e) 120 

b) 600 d) 240 

€.15 (U. Taubate-SP) Numa estante existem tres livros de 
historia, tres de matematica e um de geografia. Se se 
deseja sempre um livro de liistoria em cada extremidade, 
entao o numero de maneiras de se arrumar esses sete 
livros e: 

a) 720 c) 81 e) n.d.a 

b) 36 d) 126 

C.16 (Fuvest-SP) O numero de anagramas da palavra 
FUVEST que c omega m e terminam por vogal e: 

a) 24 c) 96 e) 144 

b) 48 d) 120 


C.17 (FEI-SP) Obtenha o numero de anagramas da palavra 
REPUB L1C A nos quais as vogais se mantem nas respec- 
tivas posigoes. 

C.18 (Fuvest-SP) Com as 6 letras da palavra FUVEST podem 
ser formadas 6! — 720 “palavras” (anagramas) de 6 
letras distintas cada uma. Se essas ‘‘palavras" foreni 
colocadas em ordem alfabetica. como num dicionario, a 
250 s ’“palavra” comega com: 

a) EV c) FV e) SF 

b) FU d) SE 

C,19 ( UFSC ) Um experimento consiste em langar uma moeda 
6 vezes. Considera-se como result ado desse experimento 
a seqtiencia das faces obtidas no ]-, 24 3-, 4-. 5- e 6- 
langamento, respectivamente. Por exemplo, ndicando 
por c a face “cam'' e por k a face “coroa", um resultado 
possfvel desse experimento e a seqtiencia (c. c, k. c. k. c). 
O numero de resultados possfveis desse experimento 
apresentando quatro caras e duas coroas e: 
a) 30 b) 24 c) 20 d) 18 e) 15 

C.20 (UFCE) O mapa de uma cidade e formado por seis 
bairros distintos. Deseja-se pinlar esse mapa com as co- 
res vermel ho, azul e verde, do seguinte modo: um bairro 
deve ser vermellio, dois bairros azuis e os demais verdes. 
De quantas maneiras distintas isso pode ser feito? 


C.21 Considerando duas vezes o sfmbolo e seis vezes o 
sfmbolo e possfvel formar varias seqiiencias: uma 
delas € [ [ | + 1 1 + |. Calcule o numero de seqiiencias que 
podem ser formadas. 


C.22 Uma solugao da equagao x + y + z — 6 e o temo orde- 
nado (4, 0, 2), pois 4 + 0 + 2 = 6. Quantos temos 
ordenados. formados apenas por niimeros naturals, sao 
solugoes dessa equagao? 

Sugestao. Representando as seis unidades por I 


cada seqtiencia formada por 


+ + pode ser asso- 


ciada a uma tinica solugao dessa equagao e vice-versa. 


Observe: a seqiiencia 
solugao (3. 2. 1); 
solugao (4, 0. 2) etc. 


+ | 
+ + 


| pode ser assoc iada a 
pode ser associada a 


C.23 A figura mostra um mapa de uma certa regiao: 


N 



Uma pessoa deseja deslocar-se de A para B andando 
sempre para o norte ou para o leste. Quantos caminhos 
diferentes podem ser feltos? 


t 
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UNIDADE 8 


C.24 (UFMG) Observe a figura 

10 


9 

8 

7 

6 

5 

4 

3 

2 

1 


e 

ii 
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— 

p 


B 








F 

ft 

'“I 

► ' 








r 










L 










9 





















V 










ft- 










F 











1 


4 


8 9 10 


Considers os caminhos ligando A a C. passando por B, 
tray ados a partir de A, deslocando-se senipre, ou I uni- 
dade para a direita, na horizontal, ou 1 unidade para 
cima, na vertical, Determine o numero total de caminhos 
distintos obtidos dessa fo rma 

€.25 Considere cinco difereutes pontos de uma eircunferencia 
(conforme a figura). Quantos poligonos convexos ficam 
determinados por esses cinco pontos: 

A 



B 


C .26 UFMG } N uma Camara de V ereadores, trabalham 6 vere- 
adores do partidoA. 5 ve readores do parti do B e 4 verea- 
dores do partido C. O numero de comissoes de 7 vereado- 
res que podeni ser lormadas, devendo cada comissao ser 
constituida de 3 vereadores do paitido A, 2 vereadores do 
paitido Bel vereadores do partido C, e igual a: 

a) 7 c) 152 e) 28.800 

b) 36 d) 1 .200 

C.27 (Mackenzie-SP) Umjuiz dispoe de 10 pessoas, das quais 
somente 4 sao advogados, para formar urn unico juri com 
7 jurados. O numero de formas de compor o juri, com 
pelo menos 1 advogado. 6: 

a) 160 c) 128 e) 120 

b) 140 d) 108 

C.2S As retas r e s da figura abaixo sao paralelas. Quantos 
triangulos ficam determinados pelos nove pontos .4, #, C. 
D, E, F.G.He 11 


A 


B 


D 


£ 

•+- 


F 


C.29 (UFSE) Considere todos os produlos de tres fatores 
distintos que podem ser obtidos com os elementos do 
con junto A = { 1, 2, 3, 5, 7, 1 1 }. Quantos deles sao pares? 

a) 10 c) 20 e) 60 

b) 18 d) 36 

A 

C.30 (UFRS ) Em uma classe de doze alunos, um grupo de cin- 
co sera seiecionado para uma viagem. De quantas 
maneiras distintos esse gmpo podera ser formado, saben- 
do que, entre os doze alunos. dois sao irmaos e so poderao 
viajar se estiverem juntos? 

a) 30.240 c) 462 e) 372 

b) 594 d) 408 


C.31 (l I. F. Santa Maria-RS) O valor de tn que satisfaz a igual- 

- i i. 2 C,„ e. 

a) 2 c) 6 e) 4 

b) 5 d) 3 

C.32 Seis retas paralelas distintas de um piano se intereeptam 
com outras cinco retas paralelas distintas desse piano 
(conforme figura). Calcule o numero de paralelogramos 
cujos lados estao contidos nessa rede. 



Sugestao. Um paralelogramo fica dcicmiinado por qua 1- 
quer escolha de duas dentre essas cinco retas paralelas e 
duas dentre as outras seis retas paralelas. 

C.33 (UFPI) A figura apresenta um retangulo dividido em qua- 
dradinhos de lado 1 cm. 


i cm 


O numero de maneiras distintas de coiorir seis desses 
quadradinhos, sendo exatamente dois em cada coluna e 
um em cada linha. e: 


H 


a) 15 

b) 30 


c) 60 

d) 90 


e) 120 
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Capitulo 44 

BINdMIO DE NEWTON 


1. NUMERO BINOMIAL 


Como vimos anteriormente, o numero de combina^oes 
de n elementos tornados p a p e indicado pelo sfmbolo 
C . A partirde agora, indicaremos esse numero tambem 


pelo simbolo 


n 

{ P J 


Ess a nova notacao pode tambem ser 


iida como "numero binomial de numerador n e denomi- 
nador/r ' on, simplesmente, “numero binomial n sobre p" . 
Assim sendo, temos: 


Consideremos a potencia (x + a) 5 . Para desenvolve-la, 
devemos efetuar as seguintes multiplicacoes: 

(x + a)(x + #)(x + a)(.v + a)(x + a) 

Apiicando a propriedade distributiva, vamos multiplicar, 
de todas as maneiras possiveis, cinco fatores (x ou a), 
escolhendo cada um deles em urn dos fatores (x + a) dessa 
expressao. Uma das possibilidades e: 



(x + a)(x + a )(x 4- a)(x 4- cf)(x + a ) 


x 

n 

K P J 



p\{n - p)\ 


pai’a {n.p} C IN.p n 


Atraves dessa possibi I idade obtemos o termo x 3 a 2 . 
Porem, existem outras possibilidades que resultam no ter- 
mo x 3 a 2 . Por exemplo: 


Exemplos 



5! 

3!(5-3)! 


5! 

3!2! 


5 • 4 v31 
2 • 1 




4! 

0 ! (4 — 0)! 


-4T 

0!4f 



0! 

0 ! < 0 - 0 ) ! 



2. TEOREMA DE NEWTON PARA 
O DESENVOLVIMENTO DA 
POTENCIA <x + a>" 

Para resolver certos problemas de matematica. necessi- 
tamos de potencias do tipo (.v + a)’ 1 , em que x e a sao mi- 
meros quaisquer e // £ IN. Algumas dessas potencias sao: 

(x + a) 0 = 1 (x + a) 2 — x 2 4- 2 xa + a 2 

(x + a) 1 = x 4- a (x 4- a) 3 — x 3 + 3x 2 a + 3xa 2 + a 3 


(x 4- a)(x + a)(x + u)(x 4- u)(x 4- a) 

Quantos termos iguais a xYi 2 serao obtidos depois de efe- 
tuadas todas as multiplicacoes possiveis? 

Para responder a ess a pergunta, recorreremos a analise 
combinatdria. Devemos c&lcular o numero de modos 
diferentes de escolher: x em tres dos cinco fatores (x 4- a)\ 
e a nos outros dois. Note que, escolhido x em ires fatores, 
a escolha de a lica automaticamente determinada nos 
fatores restantes. Assim, basta calcularmos o numero de 
maneiras diferentes de escolher x em tres dos cinco fato- 
res. Esse numero e C 5 v Portanto, o termo x 3 a 2 aparecera 
C 5 3 vezes depois de efetuadas todas as multiplicacoes. 

Raciocinando de maneira ana log a, temos que: 


* o tenno x s aparecera C 5 5 vezes: 

• o teraio x A a aparecera C\ 4 vezes; 

• o tenno x 2 o 3 aparecera C 5 2 vezes; 

* o termo xa 4 aparecera C 5 j vezes; 

♦ o tenno a 5 aparecera C 5 „ vezes. 

Assim, podemos escrever: 


Note que, quanto maior for o expoente. mais trabalhosos 
serao os calculos. No entanto, usando os conceitos que 
aprendemos com a analise combinatdria, podemos dedu- 
zir uma expressao. relativamente simples, para desen- 
voiver essas potencias. 


(x 4- a) 5 — C 5 5 x 5 + C S 4 x A a + C 5 yX 3 a 2 + Z + 
4- C$pc 2 a 3 4- C 5 ]X« 4 + C 5 0 a 5 

ou seja: 

(x 4- af = x 5 4- 5 x A a 4* 10x 3 £i 2 + 10x 2 a 3 + 5xo 4 
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Generalizaeao 


O inatematico. ffsico e astronomo ingles sir Isaac 
Newton demonstrou que: 


(x 4 a ) n = 


v.0y 


0 n | 

jc a 4 


n ^ 


J n — 1 , 

x a 4 


n\ 


i 


x a 


4 


7 


4 ... + 


kP) 


p n — p 

x a 


+ ... + 


( 


n \ n 0 


\n 


x a 


em que x e a sao numeros quaisquer e«6 IN. 

(Nota 

Como (x 4 a) n — (a 4 j:)”, o teorema de Newton pode 
ser apresentado sob a seguinte forma: 


(a + of = 


ti) 

0 J 


n 0 , 

x a + 


r n \ 

il 


n ~ I 1 , 

x a 4 


/ 


/ /7 \ 


fl-Z 2 , 

x a 4 


4 ... 4 


kPJ 


a - p „p 


m 4 ... 4 


()P 


0 » 
x a 


islo e, segundo expoentes decrescentes de x. 



Isaac Newton (1642-1727), ffsico, astronomo e matem^tico ingles. 
Criador dG calculo diferencisl e integral. 



EXERCICIOS RESOLVIDOS 

Desen vo iver a poteneia (x -I- a) 4 . 


Resolugaa 

Pelo teorema tie Newton, tertlos que: 






(x 4 a) d = | _ x°a 4 + , x 1 a 3 + _ x 2 a 2 4 




0) 


A') 


(4'\ 


u; 


2 


4 


bJ 


x r 'a 4 


4 

u 


ix 4 a° 


Calc ti lan do os coeficientes binomials, concluimos: 
(x + a.) 4 = a 1 4 4. vo 3 4 6x 2 a 2 4 4v Y; 4 a* 4 


U.2 


Desenvolver a poteneia (2x 4 v') 3 
Resolugao 

f<\ , fs 

-■ IHvWvas 4- I D 

loj 


(2:t 4 y) s = X l(2x) () (y 3 ) 5 4 




1 


l(2x) 1 (y%* + 


4 


4 


(5\,„ ,,, . (5 


;j ( 2 ajn.vn 4 + 

'53 


3 J(2x) 3 (y 3 ) 2 4 


7 


/ 5 3 ‘ 
^5 ) 


(2x) J (y 3 ) 1 4 X |(2 a) 5 (v 3 ) 0 


Calculando os coeticienies binomiais, temos: 

(2a 4 y 3 ) 5 - # 4 5 ■ 2xy 1? 4 10 * 4x 2 y 9 4 
4 10 * 8x 3 y 6 4 5 • 16x4 3 4 32.4 

Portanto, conclui'mos que: 

(2v 4 y 3 ) 5 — y 15 4 1 Oat 12 4 40x 2 y y 4 80.v 3 y ( ‘ 4 
+ 80x44 4 32x 5 


R.3 Desenvolver a poteneia (a — 2a ) 4 . 

Resolugao 

Para desenvolver essa poteneia, vamos considera-Ia sob 
a seguinte forma [a 4 (—2a)] 4 . 


Assim, temos que: 


( 4 '\ 


[a 4 ( — 2a)] J = n x°( — 2 a) 4 4 

\yj 


(A\ . 

4 , x^— 2a) 3 


4) 




vu 

(43 

V 


xH-2aY- 4 


7 


4) 


r 3 !— 2 //p 4 - 
3 / M U) 14 


/ 


x 4 (— 2a)° 


Logo: 


(a — 2a) 4 — 16a 4 - 4 a • 8a 3 4 
4 6.v 2 * 4a 2 — 4.v 3 * 2 a 4 a 4 


Portanto (a - 2a) 4 - 16a 4 — 3Zra ? 4 24x 2 a 2 - 8x’a 4 x 4 . 
R.4 Resolver o seguinte sistema, onde a e v sao numeros reais: 


2x 4 v = -3 


< 


A 5 4 




V 


1 


\ X A V 


5^ 

, 


( 5 


5) 


iy+ 44, 4 . 


xv 4 4 y 5 “ — 1 


Resolucao 

3 

A segunda equa^ao desse sistema pode ser escrita sob a 
forma (a 4 y ) 5 = — I . 

Logo, temos: 


2 a 4 v • •• —3 

(A 4 v) 5 — — 1 


2 a 4 v = -3 

■r 

A 4 V = — 1 


x = — 2 

Fazendo x = —2 na equa^ao a 4 v = — 1, temos: 

— 2 4 y = — 1 y = 1 
Logo, a: — —2 e y = 1, 

R.5 Calcular o valor da express ao: 


E - [512° ■ 3 s 4 [ ? b 1 • 3 4 4 [ ^ ]2 2 • 3 3 4 




\0J 


1 


5 


v2 


4 


5 


(5\ 




; 2 ;1 ■ 3 2 4 ' 2 4 • 3 4 : 2- s * 3° 




5 


47 


Resolucao 

Compai'ando essa expressao com o desen volvinienlo do 
binomio de Newton: 


(a 4 aY = 


M 3 

lo 


x l) a n 4 


t! 




J 


x l a n - ! 4 


( 


n 




ix- -a" 


i + 


4 ... 4 


h i> 
Pj 


x"a n 


temos que £=(2 4 3) 5 = 5 5 = 3. 1 25 



U,6 Calcular o valor da expressao: 


E = 


( \ 

4 

3° + 

^ 4 ^ 

3 1 + 

( 

l 

\ 

1 

l Qy 




4 

2; 


-i- 


+ 


f 4 ] 

3 3 + ‘ 

r \ 

4 

3 J 


s 4 ; 


3 4 


Resohifdo 

Multi pi icando cada parcel a por 1" ~ + em que n e o nume- 
rador e /; e o denominador do respective coeficiente 
binomial, temos que: 


/' A \ 




3 r> ■ l 4 + 


/ 


43 

l) 


M3 

l 3 + Z 3 2 • l 2 + 
V-y 


fl 




4 


|3 3 • 1 1 + | . 3 4 • 1° 


M3 

4> 




Comparando essa expressao com o desenvolvimento do 
binomio de Newton: 


f 


(.v 4- a) n = 1 ” IxM" 4- 


/ 


0 


n 


x'a" 1 + 


V. 


+ 


M3 


M3 


x~a - + ...+ 


\2j 




x n a'- 


ternos que E — (3 + i ) J = 4 4 = 256. 


Somatorio 

Durante o esludo das progressdes, vimos que o srmbolo 
2" (letra grega denominada '‘sigma ") e utilizado nas cien- 
cias exatas para indiear um somatorio. 

Exempio 


3 


, / 3 


A expressao 


\ 

jT 

P = P ) 


2 p deve ser Jida "somatorio de 


6 ' 
P ) 


2 !> com p variando no conjunto dos numeros natu- 


rais de 0 a 3”. 

Atribuindo a p os valores 0, 1 . 2 e 3, temos que: 


V 


f . 3 


p = '\ P J 


?p — 


< 6 n 


2 ° + 


/ 6 ' 




1 j 


2 1 + 


6 ' 

i , 
v-y 


2 2 + 


+ 




3 J 


2 3 =1*1 + 6 - 2+15 * 4 + 20 * 8 — 233 



tte 




EXERCICIO RESOLVIDO 


R.7 Provar que 
Resolugao 


5t) 

V fSQT\ 


p 


= 0 V P J 


2 P = l 50 


50 


v (50V _ 


-lAP 


50 170 | -jv |7 j 


0 


+ 


rso> 

l 2 y 


2~ + + 

“■ * ■> * * * 


y 

+50 3 

v50y 


'503 
1 ) 


7 50 


Mulliplicando cada parcel a dessa soma por I" A em 
que ;ieo numerador epeo denominador do respect ivo 
coeficiente binomial, temos que: 


so 

V (50 

i> — o\ P , 

_ (503 

U J 

( 503 


50 


^ (50)rjP . j 

y KPJ 


50 r = 


70 . | 50 4 . (50 j.} , . | 4 y , 

l I 


+ 


V 2 y 


2 2 • 1 4S + ... + 


'"503 

k.50; 


2 50 • 1 


0 


Comparando essa ultima expressao com o desenvolvi 
mento do binomio de Newton: 


n 3 




(x + a )' 1 = _ xM ' 1 + . x’a' 1 " 1 + 


Mi 


+ 


M3 
ylj 


X 1 O n 2 + -T 


vly 


n 'x"a u 
\n; 


percebemos que 


50 

V 


+503 




- lA P J 


2 P = (2 + 1 p = 3 30 . 



B.l 


EXERCICIOS 3A6\C05 

Dois numeros binominais que tern o mesmo numerador 
e cuja soma dos denominadores e igual ao numerador 
comum sao chamados de numeros binomials comple- 


mentares. Por exempio. os binomiats 


f \ 

/ \ 

6 

e 

6 

V 4 > 


1 

v ^ / 


sao complementares. 


a) Calcule o valor de 


b) Calcule o valor de 


f \ 

1 

( x 
n 

P ) 


e o de seu complementar. 


e 0 de seu complementar. 


Que rela^ao existe entre os valores encontrados? 

B.2 Aplique o teorema de Newton para desenvolver as 
potencias: 

a) (.v + a) b) (2x + 3) 3 c) (2.v + v 2 ) 4 


B.3 Desenvolva as potencias: 

a) (jc — a) 5 b) (2 — .v 2 ) 4 


c) (2v" — 


B.4 (UFPR) Determine os numeros reals x e y tais que: 


x — v = I 


x 5 + 


r 5 ' 

A 4 V + 

5 

V" + 

5 ^ 

A'-_3 3 + 


x y + 4- 


1 

^2, 


k 3 j 


s 4 ; 



— ..5 — 


v 5 = 243 


B.5 Determine os numeros rears x e y de modo que: 


3x +3 = 10 


4 _ 


(43 

3l> 


A'-’V + 


M3 , , (4\ 

V 


32 j 


x-v- 


_V Y" + v — ! 6 
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Ld 

Q 

< 

9 

z 


B.6 CaJcule o valor da expressao: 


E - 


(4 
0 


2° ■ 3 4 + iTb 1 * V + 




+ 


(4 


|2 2 • 3 2 + 


(4) 

UJ 


vly 

2 3 • 3 1 + 


r 4' 


I2 4 ■ 3° 


Sugestao. Compare essa expressao com o desenvolvi 
menio do binomio de Newton: 


(a + a)" N 


+ I ^ U 2 a" 


n '' 


x v a" + 


\0j 

2 -f + 

I ■ gb fi r 


Al 

1 


.2 


a -1 a" 


- 1 


"H 




f' 1 ! 

K nj 


A'" £7° 


B.7 Qua! e o valor da expressao: 


Observe que todas as parcelas do desenvolvi mento sao da 
forma x p a n ~ * com {«, p} C IN e p =£ n. Por isso 

chamamos de lermo geral do binomio de Newton a 

expressao: 


T = 


n 2 



x p a n ~ p 


Nota 

Como (a + af — ( a + x)", temos que o termo geral 
do binomio de Newton pode ser escrito tambem sob a 
seguinte forma: 


T = 



\ 


J 


x n ' p a p 


B.9 


E ~ 


, (5\ 

or UJ 




\ 


2 1 + \Z 2 2 + 


V 


+ 


5 


2 3 + 


52 

3 J 


?•' + 


(5\ 

5 J 




05 7 


Sugestao. Multiplique cada parcela por 1" A em que n 
€ o numerador e p e o denominador do respect! vo 
coeficiente binomial. 


B.8 Efetue : 


E = 


+ 


— 

UJ” 


91 -f 

Uy 

jL 

V 


5 

N 

00 


!2 4 + 


5 

UJ 




5 


\ 


) 


2' 1 -t- 


’0 

V 7202 
Se S = 2- 

J) = o \ P / 

a) 5 = 2 40 

b) 5 = 9 10 


2 P , entao: 

c) 5 - 2** 

d) 5 = 20 20 


e) S = 20! 


Sugestao. Multiplique cada parcela por l 20 p 

Como l 20 - p = l, V p, tais operates nao alterarao a ex- 
pressao i S. 


20 


B.IO A expressao 

a) 6 2<1 
h} 6 Z0 - 7 


y m 


5 /J e igual a: 


= 2 V P J 


c) 6 20 - 101 

d) 5 20 


e) 5 20 - 21 


Exercicios complementares de C.l a C.7 


3. TERMO GERAL DO BINOMIO 
DE NEWTON 

Vimos que: 

IJ 

(x + a)' 1 = X x p a n ~ p , isto e: 

p — o V P j 


(a + a) n — 


vO/ 


.v°a n + 






n 

1 


i a 1 a" 1 4- 


+ 


n '' 

V2y 


2„« 


x~a 


2 + ... + 


f n\ n \ 

x p a"- p + ... + 


\P. 


x n a {) 


W 



R.S 


R.9 


EXERCICIOS RESOLVIDOS 

Determinaro coeficiente do termo em a 12 no desenvolvi 
mento de (a 3 + 2) 6 . 

Sesohtgdo 

O termo geral do desen volvimen to do binomio e: 


T = 


(6 

\P 


\jc 3 )^ • l*-? T = * 2 6 ~ p 


Queremos o coeficiente de x u . Entao devemos encontrar 
o valor de p para que o expoente de x seja ! 2, isto e: 

3 p = \2 =}■ p = 4 

Fazendo p = 4 no termo geral, temos que: 

(6\ 


T = 


v4j 


x 3 ‘ 4 ■ 2 6 4 ^ T = 


^ jx 12 ■ 2 2 em que 


v 


f 6 l 


6! 


6 ! 


4!(6 — 4)! 


4! • 2! 


6-5*4! 
M -2*1 


= 15 


Logo, r= 15 a 12 • 4 => T = 60a' 2 . 
Assim, o coeficiente de a 12 e 60. 

Nota 


Escrevemos o termo geral T = f - 2 6 

segimdo expoenles crescentes de x ; poderiamos ter for- 
mado o tenno gera! segundo expoentes decrescentes de 

x, isto e, T — 2 p (x 3 r p , e obtido o niesmo resul- 

\PJ 

tado; faca voce mesmo os calculos. 

Determinaro coeficiente do termo emx 1 ' 1 no desenvolvi- 
mento de (a 3 — 2a‘ 2 ) 8 . 

Resolugao 

Para montarmos o termo geral, devemos coiisideraro bi- 
nornio sob a forma [a 3 + (— 2a 2 )] s . Assim. temos como 


termo geral: 


T = 


782 

\PJ 


(—2x 2 ) p (x 3 Y ~ p 


T = 


78 

kP 


\(—2) p x lp x 14 ~ ip 




\ 


/ 


(—iyx u ~ p 
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Queremos o coeficiente dex 1 ' 3 . entao devemos encontrar 
o valor de p para que o expoente de x seja 19, isto e, 
24 - p = 19 =>p = 5. 

Fazemos p ~ 5 no termo geral: 


T = 


r f\(-2yx*- 5 T = ff](-2)V* 
\?J \PJ 


em que 


(8\ 


8 ! 


8 ! 


5! (8 -5)! 5! 3! 


8-7-6 ■ ,5! 
5! - 3 * 2 ■ 1 


= 56 e (— 2) 5 = -32 


Logo, T = 56(— 32)x 19 - -1.792x ig . 

Assim, o coeficiente de x ly e — 1 .792. 

R.10 Determinar o termo independeute de x no desenvolvi- 


mento de 


t 


x 4 4- 


1 






Resolucao 

Para facilitar os calculos, convem considerarmos o bind 
mio sob a forma (x 4 4- x 3 ) 7 . 


Seu termo geral e: 


T = 


n > 

iP) 


T = 


(x 3 )f(x 4 ) 7 p . 

n 


. T = 


\ x -3p x 2&-4p 


VP 


V 2S Tr 


Queremos o termo independeute de x, isto e. o 
coeficiente de x°. Assim sendo, para obter o valor de p 
de modo que o termo T nao depeuda de x. basta igualar- 
mos a zero o expoente de x, isto 6: 

28 — 7/j = 0 => /? = 4 
Fazendo p = 4 no termo geral, temos que: 


r - 






T = 


7! 


»-28 — 7 ‘ 4 * f — 


7! 


7 


x 


-0 


4! 31 


4!(7 - 4)! 

7 - 6 ■ 5 • 4! 
4! • 3 ■ 2 • 1 


- 35 


Portanto, o termo independents de x e 35. 

ILll Desenvolvendo a potencia (2x 4 1 ) M \ segundo expoentes 
crescentes de x, detenninar o quarto termo. 

Resolucao 

Lembremos que o termo geral pode ser apresentado sob 
duas formas: 

segundo expoentes crescentes de x. 


T = 


Q() 


j(2x)P • 1 10 - ^ 


ou segundo expoentes decrescentes de x 


T ~ 




10 


\P 


l(2x) 10 “" • 


Nesse caso. o problema exige a primeira forma, isto e: 


/in\ 710^1 

T •« lu (2x)° • l*-' T = 

\pj ypJ 


2p x p • 1" j_ p 


Queremos o quarto teraio do desenvolvimento. Para 
obter o valor de p, basta observarmos que p = 0 corres- 
ponde ao primeiro termo; p = i corresponde ao segundo 
termo; p — 2 corresponde ao terceiro termo: p = 3 cor- 
responde ao quarto termo. 

Portanto, fazendo p — 3 no termo geral: 


T = 


10 


|2 3 x 3 • l' Q_3 :.T = 


10 


1-73 ,-3 




em que 


fl0\ 

^ 3 j 


10! 


10! 


31(10 — 3)! 


3 ! 7 ! 


10-9-8 v? r 
3 - 2 • 1 ‘J* 


= 120 e 2 3 = 8 


Logo, T - 120 • 8x 3 = 960x\ 
Assim. o quarto termo e 960x 3 . 



EXERCICIOS BASICOS 


B.ll Qual e o coeficiente de x 10 no desenvolvimento de 
(x 3 + l) 6 ? 

B.12 Qual e o coeficiente de x 4 no desenvolvimento de 


x + 


LT 

x j 
(x + X -1 ) 8 


? Sugestao. Escreva a expressao sob a forma 


B.X3 


(UECE) O coeficiente de x :: no desenvolvimento de 
(l[x 4 2) 8 e: 

a) 112 c) 168 

b) 140 d) 224 


Sugestao. Escreva a expressao sob a forma 




.8 


4* 2 


B.14 


(U. E. Londrina-PR) Se um dos terraos do desenvolvi- 
mento do binomio (x 4- «) 5 , com a £ IR, e SOx 3 . entao o 
valor de a 6: 

a) 6 b) 5 c) 4 d) 3 e) 2 


B.15 (U. Taubate-SP) O termo independence de x no desen- 


volvimento de 

a) 10 

b) 30 


, n 6 > 

x 4 — e: 
l x ) 

c) 40 

d) 16 


e j 20 


B.16 Encontre o teraio que nao depende de x no desenvolvi- 

(,r~ ?- V° 

mento de ijx — 


x j 

Sugestao. Escreva a expressao sob a forma 
[x 4 + (-2v- ! )] 10 

B.17 Escrevendo o desenvolvimento do bindmio (x 2 — 2) 8 se- 
gundo expoentes crescentes de x, determine o sexto termo. 

B.18 ( Mackenzie-SP) No desenvolvimento de {Jl + x) 6 
segundo expoentes crescentes de x, o termo central e: 

a) I Ox 2 c) 40j2 x 3 e) 20x 3 

b) 40x 3 d) 12x 3 

Exercicios complerriontares de C.8 a C.13 
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ANALISE COMBINATORIA E PROBABILIDADE 


UNIDADE 8 



EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


Sugestao. Desenvolva o somutdrio, obtendo: 


Dois numeros binomials de niesmo numerador sao 

( \ 

n 

4- 

( > 
n 

( 

f \ 

n 

+ ... + 

r \ 

n 

iguais se, e somente se. tem o mesmo denominador ou 

K ^ J 


^ 1 J 


v 2 J 


n j 


sao complementares, isto e: 


( \ 


* \ 

n 


n 

< P J 


, kj 


p = n ou p 4 k — n 


De acordo eom essa propriedade, determine x em cada 
uni a das equagoe.s: 


a) 


{ \ 


\ 

9 

r— 

9 

< x j 


c 7 j 


b) Q. a - — c s _ u _ 


1 1 


C.2 Obtenha a soma dos coeficientes do desenvolvimento de 
(3a- - y) 10 . Sugestao. Basta fazer a = y = 1. (Pense o 
porque.) 

C.3 Calcule a soma dos coeficientes do desenvolvimento de 

(a + j) s . 

C.4 (U. E. Londrma-PR) Se a soma dos coeficientes do 

desenvolvimento do binomio (2a + y'y> £ igual a 243. 
entao o niimero n e: 

a) 12 b) 10 c) 8 d) 5 e) 3 

C.5 (Unifor-CE) A soma de mimeros binomials 


\ 

100 




0 


f 




100 

1 


\ f \ 

100 


+ 


2 ) 


4 ...4 


100 * 


99 


4 


\ 

100 


J 




100 


J 


e igual a: 

a) 2 LI 

b) 2 11X1 


c) 1 00“ 

d) 100 ? 


e) 100 1(W 


A 

100 


por 


Sugestao. Multiplique cada pafcela 

K P ) 

];• . ] urn- p. coni 0 q U g a expressao nao se altera. 

C.6 Calcule, em funcao de n, o valor do somatorio 


n 


V 

/) - 0 


{ \ 
n 




P J 


, em que n e p sao numeros naturals com 


It 3= p, 


e raciocme como no exerdcio anterior. 


C.7 (UFPR) O valor de n de modo que: 


{ > 


/ \ 


( \ 


r \ 

n 

+ 

n 

4 

n 

+ ... + 

n 

K. 0 J 


l 1 ) 


i 2; 


t » J 


= IX 


/ I J.-S - 


aj 5 


b) 8 


c) 10 


d) 1 1 


e: 


e) 12 


C.8 


Determine o coeficiente do termo em .r 4 no desenvolvi- 
mento de (a 4 2) 7 (a — 2) 7 
Sugestao. (a + 2) 7 (a - 2) 7 - [(a 4 2)(a - 2)] 7 . 

C.9 Determine o termo independente de a no desenvolvi- 


mento de 


{ 


\6 


A 


A 


V 


X 


C.10 Mostre que o desenvolvimento de 
possui o termo independente de v. 


2 V 1 

a + — - — nao 

- Jx ' 




i . n 


Sugestao. Escreva o binomio na forma a 4 2.v 


C.ll (U. F. Santa Maria-RS) O valor de K, K 4 0, para que o 
coeficiente do termo x 2 , no desenvolvimento de 

1 V 

. seja igual a 80. e: 


A 


al 


i 


b) 1 


c) 

d) 


3 


e) 


C.12 (Unirio) No desenvolvimento de (a 4 y)", segundo expo- 
entes crescentes de a. a diferenga entre os coeficientes do 
3- e do 2- termo. nessa ordem. e igual a 54. Podemos 
afirmar que o termo medio e o: 
a) 3 2 b) 4 q c) 5 s d) 6 a e) T J 

CM3 Desen volvendo a potencia (a j 4 If segundo expoentes 
decrescentes de a, determine o quarto termo. 
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Ccipitulo 45 

PROBABILIDADE 


1 . CONCEITUAQAO 


Um automovel sera sorteado dentre os clientes de urn 
shopping center. Paulo depositou 50 cupons em uraa das 
umas espalhadas pelo shopping , e Janete depositou 20 cu- 
pons. Hoje. dia do sorteio, os conteudos de to das as umas 
foram juntados, fomiando uma pilha de 10,000 cupons. 
Um representante do shopping vai sortear um cupom. 

E possfvel medir a possibilidade de cada um ganhar o 
automovel. Como Paulo tern 50 cupons dentre os i 0.000 

qtie participam do sorteio, indie amos por ~ ^ } a 


medida da possibilidade de Paulo ganhar; analogamenle. 


a medida da possibilidade de Janete ganhar e 


20 

10.000 * 


As fraqoes 


50 


20 


10.000 10.000 


sao chamadas de proba- 


bilidades de Paulo e Janete ganharem. respectivamente. 

Esse exemplo ajuda a entender que probabilidade e 
urn numero que mede a possibilidade de ocorrer, ou nao. 
um resultado. 


Experimento aleatoric 

Todo experimento cujo resultado depende exclusiva- 
mente do acaso e chamado de experimento aleatorio. 

Exemplos 

a) O lancamento de uma moeda em que se considera 
cotno resultado a face voltada para cima e um experi- 
mento aleatorio. 

b) O lanqamento de um dado em que se considera como 
resultado o numero de pomos da face voltada para 
cima e um experimento aleatorio. 

Espa90 amostral de um experimento 
aleatorio 

O conj unto de todos os 
resultados possiveis de um 
experimento aleatorio e 
chamado de espaqo anios- 
tral desse experimento. 



Exemplos 

a) No lancamento de uma moeda o espaqo amostral e o 
conjunto E = {cara, coroa}. 

b) No lanqamento de um dado, o espaqo amostral e o 
conjunto E — { 1, 2, 3, 4, 5, 6 } . 

Evento de um espa9o amostral 

Qualquer subconjunto de um espaco amostral e cha- 
mado de evento desse espaqo. 

Exemplos 

a) No lancamento de uma moeda, em que o espaco araos- 
tral e E = {cara, coroa], o conjunto A = {cara} e um 
evento de E. 

b) No Ianqamenlo de um dado, em que o espaqo amostral 
e E = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, o conjunto A = { 1, 2, 3. 4} e 

um evento de E. 


Espaco amostral equiprovavel 

Um dado foi lanqado 1.000 vezes. O numero de vezes 
que ocorreu cada face e chamado de freqtiSncia absoluta 
dessa face; e a razao da frequencia absoluta para o 
numero de vezes que foi realizado o experimento e 
chamada de frequencia relativa dessa face. A tabela a 
seguir descreve o que ocorreu nesses 1 ,000 lanqainentos. 



Biff :■;[>) ij ntm 


1 

165 

w= 0165 

2 

168 

=0 - 168 

3 

165 

^ -0,165 

1.000 

4 

1 163 

163 -0 163 

1 .000 

5 

169 

169 - 0 169 

1.000 ’ 

6 

170 1 

170 

1 , VL “ 0, 170 

1 .000 


Frequencia 
total = 1 .000 





Observe que as freqiiencias relativas sao valores muito 
proximos uni do outro. Se airmen tassemos o numero de 
lancamentos do dado para 2.000, 3.000, 30.000 etc., as 
freqiiencias relativas se aproximariam cada vez mais, 
tendendo a ficar iguais. Por isso, dizemos que o espago 
amostrai em um langamento desse dado e equiprovavel 


que 1 < jr ^ 6 e 1 y ^ 6. 0 numero de elementos desse 
espago amostrai pode ser calculado pelo princfpio funda- 
mental de contagem. Observe: 

l * , y) 

i l 

numeros de possibilidades— * 6 X 6 = 36 


Um espaco amostrai e equiprovavel se as ireqiien- 
cias relativas de seus elementos tendem a um mesmo 
valor quando o numero de experimentos aumenta 
indefinidamente. 


2. DEFINICAO DE PROBABILIDADE 


Sejaui E um espaco amostrai equiprovavel, finito e 
nao-vazio, c .4 um even to de E. A probabilidade de ocor- 
rer algurn element© de A e indicada por P(A) e 
definida por: 



»(A) 

n(E) 


etn que n(A) e n{E) indicam, respectivamente, o numero 
de elementos de A e de E. 



EXERCIC10S RESOLVIPOS 



R.l No langamento de lima moeda, qual e a probabilidade de 
se obter cara na face voltada para cima? 

Resolugdo 

O espaco amostrai desse experimento e 
E = ( cara. coroa) . e queremos que oeorra o elemento do 
/ evento A = {cara}. Como n{A) = 1 e n(E) = 2, temos, 
por definigao: 


P(A) = 


/i(A) _ J_ 
n(E) 2 


Podemos. tambem. dar a probabilidade sob forma de 
porcentagem, isto e, P(A) = 50%. 

R.2 No langamento de um dado, qual e a probabilidade de se 
obter, na face voltada para cima, tun numero de pontos 
menor que 5 ? 

Resolugao 

O espago amostrai desse experimento e: 


E= {1,2,3,4,5,61 


e queremos que oeorra algum elemento do evento 
B = { 1, 2, 3, 4}. Como raffi) = 4 e n(E) = 6, temos, por 
definigao: 


P(B) - 


n(B) 
n(E ) 



R.3 No langamento de oois dados, qual e a probabilidade de 
que a soma dos pontos das faces voltadas para cima seja 
igual a 5? 

Resolugdo 

O espago amostrai desse experimento e o conjunto de 
todos os pares ordenados de ndmeros natural s (x, y) em 


A representagao desse espago amostrai e: 



(1.1) (1,2) (1.3) 

(2.1) (2, 2) (2.3) 
(3, 1) (3, 2) (3,3) 


( 1 . 6) 1 

(2,6) 




(3, 6) 




t i t 4 

a ■ Bi 4 -p h nr 

(6, 1) (6,2) (6,3) (6,6) 

\ J 


Queremos que oeorra algum elemento do evento: 

A = {(1,4), (2.3), (3, 2), (4,1)] 

Como n(A) = 4 e n(E) — 36, temos por definigao: 


P{A) 


_ n(A) 
n(E) 



Nota 

Para en tender que ha duas maneiras diferentes de se ob- 
ter nm.a face 2 e outra face 3. pinte um dado de vennelho 
e o outro de aznl. O resultado “face 2 no dado vermelho 
e face 3 no azul’ e dife rente do resultado “face 2 no dado 
azul e face 3 no vermelho’’, pois as faces voltadas para 
cima, no pnimeiro caso, nao sao as mesmas voltadas para 
cima no segundo. Por isso, constderamos os pares (2. 3) 
e (3, 2). 


Quem nao arrisca... 


Voce ja deve ter se aventurado em um jogo de 
loteria. Continue acreditando em sua sorte, mas, 
conhega antes suas chances de ficar rico. 

A quina e uma modalidade de jogo de apostas 
cujo resultado e formado por 5 dezenas, em qual- 
quer ordem, sorteadas dentre 80 dezenas O apos- 
tador assinala um minimo de 5 e um maximo de 8 
dezenas, em um cartao com 80 dezenas. O numero 
de cartoes que podem ser formados com a aposta 
minima e C 80 3 = 24.040.016. Logo, a probabilidade 
de serem sorteadas as dezenas de um cartao corn a 


aposta minima e } =* 0,000000041. 

24.040.016 

ha mega-sena o resultado e formado por 6 deze- 
nas sorteadas dentre 60 dezenas. O apostador assi- 
nala um mTnimo de 6 e um maximo de 15 dezenas, 
em um cartao com 60 dezenas. O numero de 
cartoes que podem ser formados com a aposta 
minima e Qq 6 = 50.063.860. Logo, a probabilidade 
de serem sorteadas as dezenas de um cartao com a 


aposta minima e 


1 


= 0,000000019. 


50.063.860 
Tendo como referenda esses dois exemplos, 
calcule voce mesmo a probabilidade de ganhar em 
cada uma das outras loterias oficlais. 


J 
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Propriedades 


Sendo E uni espago amostral equiprovavel, finito e 
nao-vazio, e A um evento de E. tera-se que: 

I) P(0) * 0 


pois P 0 = 


n(0) 

n ( E) 



Nota 

O evento 0 e chamado de evento impossrvel. 
D) P(E) = 1 


pois P(E) = 


n{E) = 
n(E ) 


Nota 

O evento E , que coincide com o proprio espago amos- 
tral, e chamado de evento certo. 

HI) 0 P{A) 1 

pois 0CAC£=> n(0) < n(A) ^ n(E ) 

. n(0) ^ ?z(A) n(E) 
n(E ) «(£”) n(E) 

0 ^ P(A) ^ 1 

IV) Sendo .4 o conjunto dos elementos de E que nao 
pertencem a A, tem-se que: 


P(A) + P(A) = 1 



pois, como J UJA-£'e4riA=0, tem-se que: 


n(A) A n(A) — n(E) 

■ "W + »(A) = n{E) 

" n(E) n(E ) n{E ) 

/. P(A) + P(A) = 1 

Nota 

O evento A e chamado de complementer de A . 



EXERCICIOS RES0LVID06 

R.4 Uma urna contem bolas coioridas. Retirando-se uma 
bola dessa uma, a probabilidade de se obter uma bola 
vermelha e 0,64. Qual e a probabilidade de se obter uma 
bola que nao seja vermelha? 

Resoiucao 

Indicando por A o evento formado pelas bolas venne- 
lhas, o complementar de A e o evento A formado pelas 
bolas nao vermelhas. Sabemos que: 

P(A) + P(A ) = 1 

Logo: 

P(A) = 1 - P(A) 

P(A) - 1 - 0,64 ~ 0,36 
■- 

Temos, portanto, que a probabilidade de se obter uma 
bola que nao seja vennelha e 0,36. 



Uma urna contem apenas bolas brancas e bolas azuis. 
Retirando-se, ao acaso, uma bola da urna, a probabi- 
lidade de se obter uma bola azul e o quadruple da proba- 
bilidade de se obter uma bola branca. Qual e a probabi- 
lidade de se obter uma bola branca? 


Resolugao 

Sendo os eventos A = {.v ] x e bola azul da uma] e 
B ~ [}' I V e bola branca da urna 1 , temos que 
P{A ) = 4P(B), Como a urna contem apenas bolas brancas 
e bolas azuis, temos que A e B sao eventos complemen- 
tares, portanto P{A) + P{B) = 1. Assim, resolvendo o 
sistema: 


P(A) = 4 P{B) 
P(A) + P(B ) = 1 


obtemos P(B) — — , ouseja, a probabilidade de se obter 


uma bola branca e 


1 



EXERCICIOS BASICOS 


B.l (UNOPARj A probabilidade de voce ganhar uma bici- 
cleta numa rifa de 100 numeros da qual voce comprou 
quatro numeros e: 

? 1 ,1 


a) 


b) 


5 


1 


10 


c) 


d) 


25 

1 

30 


e) 


50 


B.2 Uma uma contem exatamente cent etiquetas numeradas 
de 1 a 100. Retirando uma etiqueta dessa uma, qual e a 
probabilidade de obiermos um numero menor do que 41 ? 

B.3 (U. E. Londrina-PR) No langamento de duas moedas, a 

probabilidade de se obter pelo menos uma cara e: 

a) 50% c) 25% e) 33% 

b) 100% d) 75% 

B.4 No langamento de dois dados, calcule a probabilidade de 
se obter nas faces voLtadas para eima: 

a) soma dos pontos igual a 7, 

b) soma dos pontos igual a 6. 

c) soma dos pontos igual a 1 3. 

d) soma dos pontos menor que 5. 

e) soma dos pontos menor que 13. 


B.5 (Osee-SP) Langando-se dois dados, a probabilidade de 
ocorrer a face com 5 pontos em pelo menos um dos 
dados e: 





I 

36 



(Cesgranrio) Sorteando-se um numero inteiro n, 

999. a probabilidade de se obter um multiplo 

de 9 e: 




B.7 No langamento de tres dados, qual e a probabilidade de 
obtermos numeros iguais de pontos nos tres dados? 






B.8 Uma moeda e lancada li es vezes. Qua! a probabilidade 
de obtermos cara nos dois primeiros langamentos e coroa 
no terceiro? 

B.9 Lancando-se ires vezes uma moeda. qua] e a probabi- 
lidadfe tie se obter cara nos dois primeiros langamentos? 

B. t fl No langamento de tres moedas, qual e a probabilidade de 
se obter duas caras e uma coroa? 

B.ll Uma comissao de tres pessoas sera escolhida dentre 
cinco pessoas, sendo apenas uma de nome Paulo. Qual e 
a probabilidade de Paulo pailicipar da comissao? 

B.12 Se num grupo de quinze ho mens e cinco mulheres sorte- 
annos tres pessoas. qua! e a probabilidade de serein 
sorteados dois homens c uma mulher? Sugestao. Cada 
element© do espago amostral E e tim con junto de tres 
pessoas esco Hildas dentre as pessoas do grupo, Cada 
elemento do evento .4 que se deseja e uni conjunto de tres 
pessoas. sendo dois homens e uma mulher, escolhidos 
dentre as pessoas do grupo. 

B.13 Ao atirar num alvo, a probabilidade de uma pessoa acer- 
ta-lo e — . Qua! e a probabilidade de el a errar? 


B.14 Uma caixa con tern lampadas perfeitas e ISmpadas defei- 
luosas. Escolhendo ao acaso ires lampadas dessa caixa. 
a probabilidade de obtermos pelo menos uma Himpada 

17 , a « 

defeituosa e — — . Qual € a probabilidade de retirarmos 
tres lampadas perfeitas da caixa? 


B.15 


(PUC-SP) No langamento de ires dados, a probabilidade 
de nao se obter nas tres faces voltadas para cima o 

mesmo niimero de pontes e: 



BJ6 A probabilidade de um cavalo veneer uma corrida e o 
triplo da probabilidade de perder. Qual e a probabilidade 
de que esse animal venga a corrida? 


Exerctcios comptementares de C.1 a C.7 


3. ADIQAO DE PROBABILIDADES 

Teorema 

Seja E um espago amostral equiprovavel finito e 
nao-\ azio. Para quaisquer eventos A e B de E, tem- 
se que: 

P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A 0 B) 

Demonstracao 

Pelo principle aditivo de contagem, temos que: 
n(A US) = n(A) + n(B) - n{A Pi B) 

bividindo por n(E) ambos os membros dessa igualdade, 
obtemos: 

n(A U B) _ n(A ) n(B) n(A n B) 

n(E) n(E) + n(E) n\E ) 

P\A U 3) = P(A) + P(B) - P(A PI B) 

(c.q.d.) 


Eventos mutuamente exclusivos 

Os eventos A e B sao chamados de mutuamente 
exclusivos se, e somente se, A fl B = 0. 



Nesse caso, temos que: 

P(A U B) = P(A) 4- P(B) 


Nota 

O teorema da adigao de probabilidades e aplicado 
na resolucao de problemas que pedem a probabilidade de 
ocorrer um evento A ou um evento B, pois o conectivo ou 
indica a uniao dos eventos. 



EXERCICIOS RESOLVIDOS 


R.6 Scjani A e B dois eventos de um espaco amostral E. 
Determinar P(A), sabendo que: 


P(B) = P(AU B) = ~ e P(A = j 
5 30 6 

Resolugao 

Pelo teorema da adigao de probabilidades, temos que: 


P(A U B) = P{A) + P{B) 

1 1 1 

••id= PtA)+ y- 


- p (A n B ) 
6 



Logo, P(A) — 4-. 

A 


R.7 Sejam A e B dois eventos mutuamente exclusivos de um 
espago amostral E. Determinar PiA U B), sabendo que 

P{A) =ye P(B) - ~ . 


Resolugao 

Como Ae B sao mutuamente exclusivos. isto e. 
A Cl B = 0, temos que: 


P(A U B) = P(A ) + P{B) 

P(A US) - y + 

5 / 


17 

35 


R.8 Uma uma contem exatamente vinte bolas, numeradas de 
I a 20. Retira-se, ao acaso, uma bola da uma. Qual e a 
probabilidade de se obter uma bola com um niimero 
multiplo de 2 ou de 3? 

Resolugao 

O espago amostral do expert mento e: 

E = {], 2, 3, 4, ...,20} n(E) = 20 


Consideremos dois eventos: um deles, earacterizado 
pela propriedade anterior ao conectivo ou. e o outro. 
earacterizado pela propriedade posterior ao conectivo ou 
do enuneiado. Isto e: 

A — {X £ £ | -x e multiple de 2} — {2, 4, 6, ..., 20} 
n(A) = 10 

B -= { v £ E \ y 6 multiplo de 3 } = {3, 6, 9. ...» 1 8 } 
n(B ) = 6 

Queremos a probabilidade de ocoirer algum elemento de 
A ou B ou seja. Pi A U B). Paraisso. precisamos de.4 P B: 

A n B = {6, 12, 18} /. n{A (1 B) = 3 
Logo, teirios : 


P(A U B) - P(A) + P(B) - P(A n B) 


P(A U B) = 


10 

20 


+ 


20 


20 


13 

20 


R.9 


Nota 

Sempre que a pergunta do problem a for da forma "Qua! 
e a probabilidade de ocorrer A ou BT\ a resolugao pode 
ser feita atraves do teorema: 

P(A U B) = P(A) A P(B) - P(A n B) 

Uma urna contem cinco bolas vermelhas, tres bolas 
azuis e quatro bolas brancas. Retira-se. ao acaso, uma 
bola da urna. Qua! e a probabilidade de sair uma bola 
vennelha ou uma bola azul? 

Resolugao 
O espago amostral e; 

E — (:v | x e bola da uma} n{E) — 12 

Consideremos dois eventos: 

A — { y £ E | v e bola vermelha} n{A) — 5; 

B — {e £ E | z e bola azul } n{B) -■ 3 

Observe que A e B sao mutuamente exclusivos. isto e, 
A (1 B = 0. 

Logo, lemos: 


P(A U B) - P{A) + P(B) P(A U B) 

8 _ 2 
3 


5 + 3 


12 


12 


12 


m 


3 EXERCfciOS BASICOS 


B . 17 Uma uma contem ex atamente trinta etiq u etas n u meradas 
de I a 30. Retirando-se. ao acaso, uma etiqueta da uma, 
qual e a probabilidade de obtermos um numero me nor do 
que 20 ou um numero unpar? 

B.18 (Vunesp) Langando-se simultaneamente dois dados nao 
viciados, a probabilidade de que sua faces superiores 
exibam soma igual a 7 ou 9 e: 


a) 


1 


b) 


c) 


1 1 


d) 


18 


e) 


3. 

7 


B.19 (Cesgranrio) Lancando-se simultaneamente um dado e 
uma moeda, qual e a probabilidade de se obter a face 
cara na moeda ou a face 6 no dado? 


a) 


12 


b) 


c) 


4 

5 


<0 




12 


c) 


I 


4 


B.20 Uma caixa contem exatamente 1.000 bolas numeradas 
de I a 1 .000. Qual e a probabilidade de se tirar, ao acaso, 
uma bola contendo um numero par ou um numero de 
dois alearismos ? 

a) 45% b) 59% c) 50% d) 19% 


B.21 Num gmpo de sessenta pessoas. dez sao torcedoras do 
Sao Paulo, cineo sao torcedoras do Paimeiras e as outras 
sao torcedores do Corinthians. Suponha que eada pessoa 
lorga para um unico clube. Escolhido ao acaso um 
elemento do grupo. a probabilidade de ele ser torcedor 
do Sao Paulo ou do P aim eiras e: 

a) 0,40 b) 0,25 c) 0,50 d) 0,30 e) n.d.a. 

Ii.22 Dentre os automoveis estocados uo patio de uma monla- 
dora escolhe-se um, ao acaso. A probabilidade de que o 

5 

autoniovel escolhido tenha freio ABS e — , a probabi- 


8 


n 


lidade de que ele tenha diregao hidraulica 6 — e a pro 
babilidade tie que ele tenha freio ABS e diregao hidrSu 


1 tea e 


II 


24 


A probabilidade de que esse automovel 


tenha freio ABS ou diregao hidraulica e: 


a) 


7 


b) 


1 


12 


c) 


3 


7 


d) 


1 


e) 


5 


Exerci'cios complementsres de C.8 a C.13 


4. PROBABILIDADE CONDICIONAL 

Uma urna contem exatamente vinte etiquetas nume- 
radas de 1 a 20. Retira-se uma etiqueta da uma. Sabendo- 
se que o numero da etiqueta e par, qual e a probabilidade 
de que esse numero seja 2? 

Como sabemos que o numero da etiqueta relirada e 
par, lemos como espago amostral o seguinte conjunto: 

A = {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20} A n(A) = 10 

O event© que queremos e B — {2} n(B) — 1. 

Logo, P(B) = n{B) ~ 


n(A ) 10 

Note que o fato de sabermos que ocorreu o evento 
“numero par" faz com que o espago amostral Pique redu- 
zido a esse evento. 

Defmicao 

Chama-se probabilidade condicional de um 
evento B a probabilidade de esse evento ocorrer 
considerando-se que ja ocorreu um evento A. 

Indicamos essa probabilidade por P(BiA) (le-se "pro babi- 
lidade de By dado A !f )- 

Analisemos o seguinte problems generico: o espago 
amostral E de um e.xperimearo aleatorio e equipro vavel . 
finito e nao-vazio. AeS sao eventos de E, com A =f 0. 
Ao realizar-se o experimento, ocorre o evento A. Qual e 
a probabilidade de ter ocorrido tambem o evento B1 



e) 54,5% 






Devemos calcular P(B/A), Como sabemos que ocorreu 
o even to A, o espaco amostral fica reduzido a esse evento. 
0 evento B , por sua vez. so podera oeorrer na inters ec^ao 
de A e B. Assim, temos que: 


B.25 (Osec-SP) O numero da chapa de um earro e par. A 
probabilidade de o algarismo das unidades ser zero e: 

114 11 

a) lo b >T C) T d) T e) T 


P(B/A) = 


n( A H B) 
n(A ) 


Mote que, se A e B forem mutuamente exclusivos, entao 
P(BfA) = 0, 


B.26 (UFBA) Todos os 40 alunos de uma classe ja leram pelo 
menos um dos romances Memories Postuinas de Bras 
Citbas ou Dom Casmitrro. de Machado de Assis. Vinie e 
oito alunos ja leram Memories Poswmas de Bras Cabas 
e 3 1 alunos ja leram Dom Casmurro. Escolheu-se um 
desses, alunos, ao acaso, conslatando-se que ele ja ha via 
lido Dom Casmurro. 


JP EXERCICIOS RESOLVIDOS ■■■ 

R.10 No langamento de um dado, considerar os segiiinies 
eventos A = { 1, 2, 3, 4}; B = [3, 4, 6], 

Qual e a probabi lidade de oeorrer o evento B, sabendo-se 
que ocorreu o evento A ? 



Resolugao 

Sabemos que ocorreu o evento A: logo, o espaco amos- 
tral t'ica reduzido a esse evento. O evento B so podera 
oeorrer na interseeqao de A e B. Assim, temos: 


PiBfA) = 


n(A n B ) 
n(A) 




R.11 No langamento de dois dados, sabe-se que se obieve nas 
faces voltadas para cima a soma dos pontos igual a 6. 
Qual e a probabilidade de que essas faces apresentem o 
mesmo numero de pontos? 

Resolugao 

Temos dois eventos a considerar: 



A probabilidade de que o aluno escolhido tenha lido Me- 
morias Postuinas de Bras Citbas e: 





1 



Exercicios complemBntares C.14 e C,1E> 


Eventos indepen dentes 

Definicao 


Seja um espaco amostral E , finito e nao-vazio. 
Sejam A e B eventos de E. Dizemos que A e B sao 
eventos independeotes se. e somente se : 


A = {(1, 5), (2, 4), (3, 3), (4, 2), <5, 1)} 

B = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6)J 


Como sabemos que ocorreu o evento A. o evento B so 
podera oeorrer na intersec<jao de A e B. isto e, o par 


(3, 3). Assim, temosPfB/A) — 


n(A (T B) 
n(A) 




EXERCICIOS BASICOS 9m 1 I 

B.23 Uma uma contem exatamente vinte tolas. numeradas de 
! a 20. Retirando-se ao acaso uma bola dessa uma, 
observa-se que o numero e menor do que 8. Qual e a 
probabilidade de que esse numero seja par? 


B.24 (U. F. S. Carlos-SP) Dois dados usuais e nao-viciados 
sao lancados. Sabe-se que os numeros observados sao 
fmpares. Entao. a probabilidade de que a soma deles seja 
8 e: 



P(B/A ) = P(B) ou P{A/B) = P(A) 


Exemplo 

Uma moeda e lancada duas vezes. Vamos calcular a 
probabilidade de: 

a) obtermos cara no segundo langamento; 

b) obtermos cara no seguudo langamento, sabendo que 
obti vemos cara no primeiro langamento. 

Vejamos: 

a) O espaco amostral e: 

Cara Coroa 

\ / 

E = {(c,c),(c,k),(k,kUKc)} 

.*. n(E) = 4 

O evento que queremos e A — ( (c, e), (£, c ) } 
n(A) = 2. 

™ = w = f = t- 






b) Temos dois eventos a consideran 

cara no primeiro lan 9 amen to (£) => B = {(c, c), (c, A)] 
cara no segundo langamento (A) A = { (c, c), (A\ c ) } 


Como sabemos que ocorreu o evento B, temos que 0 
evento A so pode ter ocorrido na intersecgao de A e B\ 


P{A!B) = 


n(A n B) 
n(B) 



Observando as respostas dos itens (a) e (b). temos que 
P(AIB) = P{A) = y . 

Por isso, dizemos que A e B sao eventos independentes. 



EXERCICIO RESOLVIPO 



R.12 De uma urn a com 5 bolas de cores diferentes, azul, 
vermelha, verde, marrom e preta, foram sorteadas suces- 
sivamente duas bolas. Sabendo que 11 a primeira retirada 
sorteou-se uma bola vermelha e que esta foi reposta na 
uma, qual e a probabilidade de que, na segunda retirada, 
tainbem tenha safdo a bola vermelha? 


Resolucao 

A 

Para a segunda retirada a uma continuava coni 5 bolas, 
pois a primeira bola foi reposta. Logo, a probabilidade de 

ter saido bola vermelha na segunda retirada e 

Note que os eventos "resultado na primeira retirada” e 
“resultado na segunda retirada" sao independentes 
quando ha reposigao da primeira bola, pois a probabili- 
dade de oeorrer urn certo resultado uo segundo experi- 
mento independe do resultado do primeiro. Porem. se 
nao tivesse side reposta a primeira bola, os eventos seri- 
am dependentes, pois a probabilidade de sair bola ver- 
melha na segunda retirada seria 0 (zero), seja tivesse sa- 
fdo bola vermelha na primeira retirada, ou seria em 

caso contrario. Ou .seja. a probabilidade do segundo ex- 
perimento dependeria do que ocorreu no primeiro. 


5. MULTIPLICAQAO DE 
PROBABILIDADES 

Seja E um espaco amostral equiprovaveJ, finito e nao- 
vazio. Sejam A e B eventos de E. 

E 

a vo: \ B 


n(A n B) 
/?.(A) 


Dividindo o numerador e o denominador dessa fracao 

3 

por n(E), temos que: 


P{B!A) = 


n{A D B) 
n(E) 
n{A) 
n(E) 


P( BIA ) = 


P(Ans) 


P(A) 


P(A 0 5) = Pi A) • P{BIA) 


Nota 

Se A e B forem eventos independentes, entao: 

P(A fl B) = P(A ) ■ P(B) 


JP EXERCICIOS RESOLVIPOS 

R.I3 Uma uma content precisamente sete bolas: qua no azuis 
e trex vermelhas. Retira-se, ao acaso. uma bola da uma. 
registra-se sua cor e repoe-se a bola na urna. A seguir. 
retira-se novamente uma bola da urna e registra-se sua 
cor. Calcular a probabilidade de: 

a) sair uma bola azul e depois uma vermelha; 

b) safrem duas bolas de cores diferentes. 

Resoiucao 

A A A A || 

V V V 


Convengao. A e V representam bola azul e bola verme- 
lha. respectivamente. 

a) Queremos que a primeira bola retirada seja azul e a 
segunda seja vermelha. A probabilidade de a primeira 

4 

bola sair azul e — e a probabilidade de a segunda 


bola sail vermelha e 



Assim. a probabilidade de 


obtermos a seqiiencia: 



Pelo teorema 
da unit ti plicae l1i> 
de probabilidades 


12 

49 


b) Temos duas seqtiencias possfveis, com as respectivas 
probabilidades: 


A e V t = ^ 



12 

49 



Assim, a probabilidade total e: 


P = P l + P z = 



24 


Vimos que P(B/A) 


49 







R.14 lima urn a comem exatamente sere bolas: quatro azuis e 
tres vermel iias. Retira-se. ao acaso, uma boia da urna, 
registra-se sua cor e nao se repoe a boia na uma. A 
seguir, retira-se outra boia da uma, regi strand o-se sua 
cor, Calcular a probabilidade de: 

a) sair uma boia azul e depois uma vennelha; 

b) safrem duas bolas de cores diferentes. 

Resolucao 


A 

A 

A 

A 


V 

V 

V 


a) A probabilidade de a primeira boia retirada ser azui e 

4 , 

— e a probabilidade de a segunda boia retirada ser 
vermeiba, sabendo-se que a primeira boia foi azul. e 

3 .. ... 

~ (diminuunos uma unidade no denominador. pois 

nao houve reposicao da primeira boia). 

Assim, a probabilidade de a seqUencia: 



e V ocorrer e P — 


4 

7 


I 



Pelo teorema 
da midtjplicagao 
de probabilidades 



b) Temos duas seqiiencias possfveis, com as respectivas 
probabilidades: 


A e V, /», 




| 

© 



Logo, a probabilidade total e: 

2 2 

p = p, + /*, = 4- + — 

1 - 7 7 



i;.15 Uma uma con tern exatamente nove bolas: cinco azuis e 

quatro vemielhas. 

a) Retirando simultaneamente tres bolas da uma. qual a 
probabilidade de obtermos duas bolas azuis e uma 
vennelha? 

b) Retirando sucessivamente, sent reposicao, tres bolas 
da urna. qual a probabilidade de obtermos duas bolas 
azuis e uma vennelha? 

Resolugao 

aj O espago amostral E e formado por todos os conjuntos 
possfveis de tres bolas da urna. Assim, temos que: 


n(E) 



9! 

3!{9 - 3)! 



O evento A que nos interessa e formado por todos os 
conjuntos possfveis de ties bolas da urna, sendo duas 


azuis e uma vennelha. Assim, temos que: 

n{A) = C 5i2 • C 4 . , = 10 • 4 =40 


Logo, P{A) — 


n{A) 

n(E) 




b) Temos tres seqiiencias possfveis, com as respectivas 
probabilidades: 


AA V. P , 
AVA, P 2 
VAA , P- 



ou 


Oil 


Logo, a probabilidade total e: 

P = Py + Pi + Pj = 

^ JO + 10 10 _ .30 _ 10 

63 63 63 63 21 

Comparando os itens (a) e (b) do exercfcio R. 15, 
percebemos que a probabilidade de retirarmos sirnu li fa- 
ne amen te as bolas da uma e igual a probabilidade de 
re lira- las sucessivamenfe e sem reposigao. Esse resul- 
tado pode ser generalizado da seguinte maneira: 


Propriedade 


Sejam a,, a 2 , ci 3 , a k elementos de lira conjunto 
A com n elementos. A probabilidade de se retirar 
simultaneamente esses k elementos do conjunto A e 
igual a probabilidade de se retira-Ios sucessivamente 
e sem reposicao. 

Sugerimos que todo problema onde for pedida a pro- 
babilidade de retiradas simultaneas seja trims formado 
em retiradas sucessivas e sem reposicao. Cuidado! Nas 
retiradas sucessivas a ordem dos elementos retirados 
deve ser levada em consideragao. 


Jr EXERCICIO RESOLVIDO 

R.16 Uma uma contem exatamente onze bolas; seis azuis e 
cinco vermelhas. Retirando-se simultaneamente quatro 
bolas, qual e a probabilidade de safrem tres bolas azuis e 
tuna vennelha? 

Resolugao 

Em vez de retirarmos as bolas simultaneamente, resol- 
veremos um problema equivalente, retirando as bolas 
sucessivamente e sem reposicao. 

Assim, as seqiiencias que nos interessam, com suas 
respectivas probabilidades, sao: 


A AAV, P. = 


AAVA. P, = 


AVAA, P, = 


VAAA, P, = 


Assim, a probabilidade total e: 

P = P, 4 P 2 + P 3 + P 4 = < 

Nota 


20 

66 


_ 6 

5 

■ 

4 

5 

5 

11 

10 

9 

8 

66 

6 

5 


4 

_ 5 

11 

10 

9 

8 

66 

6 

5 

i 

5 

4 

_ 5 

11 

to 

9 

8 

66 

5 

6 

5 

4 

5 

11 

10 

9' 

8 

66 


10 

33 


on 


ou 


ou 


Podenamos ter calculado apenas P, e multipliea-lo por 
4, pois todas as seqiiencias terao a mesnia probabilidade. 




Jf EXERCICI06 BASICOS 


B.27 Lima urna contem preeisamente nove bolas: Lies brancas. 
duas pretas e quatro azuis. Retirando-se tres bolas tla 
uma, uma tie cad a vez e com reposigao, calcule a proba- 


bilidade de sairem: 

a) a primeira bola branca. a seguiida bola pretae a terceira 
bola azul; 

b) trds bolas de cores diferenles; 

c) lies bolas azuis. 


B.2S Uma uma contem exatamente sete bolas: tres brancas e 
quatro pretas. Retirando-se sucessivamente e sem repo- 
sicao tres bolas, qua! a probabilidade de: 

a) sairem as duas primeiras bolas pretas e a terceira 
branca? 

b) sairem duas bolas pretas e uma branca’? 

c) sair pelo menos uma bola branca? 

B.29 Uma uma contem exatamente nove bolas: cinco brancas 
e quatro pretas. Retirando-se simultaneamente tres 
bolas, qua! e a probabilidade de: 

a) sairem duas bolas brancas e uma preta? 

b) sairem tres bolas pretas? 

c) sair pelo menos uma bola branca? 

d) sairem no maximo duas bolas brancas? 

B.30 No lane ament o de urn dado e uma moeda. qua) e a proba- 
bilidade de se obter car a na moeda e a face 5 no dado? 

B.31 Uma moeda e langada cinco vezes. Qual e a probabili- 
dade de se obter: 

a) cinco earns? b) tres caras e duas coroas? 

B.32 (Vunesp) Num grupo de 100 pessoas da zona rural. 25 
estao afetadas por uma parasitose intestinal A e 1 1 por 
uma parasitose intestinal B. nao se veriftcando nenhum 
caso de incidencia conjifnta de/1 e B. Duas pessoas desse 
grupo sao escolliidas. aleatoriamente, uma apos a outra. 
Determine a probabilidade de que. dessa dupla, a primeira 
pessoa esteja afetada por A e a segunda, por B. 

B.33 (U. E. Londrina-PRj Num baralho comum. de 52 cartas, 
existem quatro cartas “oito”. Retirando-se duas cartas 
desse baralho, sucessivamente e sem reposigao, qual a 
probabilidade de se obter um par de *'oito$"? 

a) 2.704 C) 1.352 CJ ~442~ 

J 1 _L 

} 2.652 ; 221 


B.34 (FGV-SP) Numa sala existem seis casais; entre estas 12 
pessoas, duas sao selecionadas ao acaso. 

a) Qual a probabilidade de selecionarmos um homem e 
sua esposa? 

b) Qual a probabilidade de selecionarmos dois homens? 

B.35 (UNAERP) Em um campeonato de tiro ao alvo, dots 
final istas atiram num alvo com probabilidade de 60% e 
70%, respect! v amente , de acertar. Nessas condicoes, a 
probabilidade de ambos errarem o alvo e: 
a) 30% b) 42% c) 50% d) 12% e) 25% 



EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


C.l 


(Fuvest-SP) Uma urna contem 9 bolas. numeradas de 
1 a 9. Sorteiam-se, com reposigao, duas bolas. A proba- 
bilidade de que o numero da segunda bola seja estrita- 
mente maior que o da primeira e: 



C.2 (Vunesp) O resultado de uma pesquisa realizatia pelo 
Ipesp sobre o perfil dos fumantes e publicada pela re vista 
Veja de 3/6/98 mostra que. num grupo de 1 .000 pessoas, 
17% fumam e, dentre os fumantes, 44% sao muLheres. 
Se, nesse grupo de 1.000 pessoas, uma e escolhida ao 
acaso, a probabilidade de ela ser fumantc e niulher e, 
aproximadamente: 

a) 0,044 b) 0,075 c) 0.44 d) 0,0075 e) 0,0044 

C.3 (Fuvest-SP) Escolhem-se ao acaso dois numeros natu- 
rals distintos de l a 20. Qual e a probabilidade de que o 
produto dos numeros escolliidos seja fmpar? 

a) Is - b) T c) "20 d) T e) U 

C.4 A Supersena e uma rnodali- 
dade de jogo em que o 
apostador assinala um mf- 
nimo de 6 e um maximo de 
15 dezenas em um cartao 
com 48 dezenas. Dentre es- 
sas quarenta e oito dezenas 
sao sorteadas seis. 

a) Calcule o numero de 
cartoes diferentes que 
podem ser formados 
com a aposta minima. 

b) Qual e a probabilidade 
de serem sorteadas as 
dezenas de um cartao 
com a aposta minima? 

C.5 Marcia precisa telefonar para sua prime Priscilla, mas se 
esqueceu do numero do telefone. Lemhra-se apenas de 
qne o numero e fomiado por sete algarismos e que os tres 
primeiros sao 8, 6 e 9. nessa ordem. Qual 6 a probabi- 
lidade de. em apenas uma tentativa. Marcia discar o 
numero correto? 



unit i i it um *Vt m mm 


mm mm m 



mt |£ 


C.6 


(Enem) Em um concurso de televisao, apresentam-se ao 
participants 3 fichas voltadas para babco, estando repre- 
sentadas, em cad a uma del as. uma das letras T. V ou E. 
As fichas encontram-se almhadas em uma ordem quaf- 
quer. O participante deve ordenar as fichas ao seu gosto, 
mantendo as letras voltadas para baixo. tentando obter a 
sigla TVE. Ao desvira-las, para cada letra que esteja na 
posigau correta ganhara um premio de R$ 200,00. 

I) A probabilidade de o participante nao ganhar qual- 
quer premio e igual a: 



E) A probabilidade de o concorrente ganhar exatamente 
o valor de R$ 400,00 e igual a: 




Exercictos complementares de C.l 6 a C.21 


3 


c) 


1 









C.7 (UFBA) No lancamento de tres dados, qual e a probabi- 
lidade de que o produto dos tres numeros (de pontos) ob- 
lidos seja par? Sugestao. Calcule, inieial mento, a proba- 
bilidade do evento complementar. 

C.8 Um baralho e composto de 52 cartas distribmdas em 
quatrp naipes: ouros (♦). copas (^), espadas (4) e 
paus {£»). Para cada naipe existem treze cartas: A (as). 2, 
3, 4. 5, 6. 7, 8. 9, 10, J (valete), Q (dama) e K (rei). 
Sorteando-se. ao acaso, uma carta desse baralho, qual e 
a probabilidade de se obter um rei ou uma carta de paus? 



C.9 Bm uma conferencia estao reunidos: cinco mulheres e 
sete homens, matematicos; quatro mulheres e oito 
homens, ffsicos; seis mulheres e quatro homens, quf- 
micos. Uma pessoa e escolhida, ao acaso, para presidir a 
conferencia. Qual a probabilidade de que essa pessoa 
seja mulher ou matematico(a)? 

C. 10 (FGV-SP) Roberto J., administrador recem-formado, 
envia um curnculo para duas empresas A e B. a procura 
de emprego. A probabilidade de ser aceito pel a empresa 
A e de 25%, a probabilidade de ser aceito pela empresa 
B e 20 % e a probabilidade de ser aceito par ambas e 8%. 

a) Qua! e a probabilidade de ser aceito por ao menos 
uma empresa? 

b) Qual e a probabilidade de ser aceito por exatamente 
uma empresa? 

C.l i Num colegio, a probabilidade de um altino, escolhido ao 
acaso, ter L8 anos ou mais e 38% e a probabilidade de ter 
i8 anos ou menos e 79%. Qual a probabilidade de esse 
aluno ter exatamente 1 8 anos? 


C. 12 (Fuvest-SP i A probabilidade de que a populagao atual de 
um pais seja de 1 10 mil hoes ou inais e 95%. A probabi- 
lidade de ela ser de 1 1 0 milhoes ou menos 6 8%. Calcule 
a probabilidade de essa populacao ser de 1 1 0 milhoes. 

C.13 Na gondola de um supermercado ha somente sabonetes 
azuis ou da marca Lux. num total de 140 uuidades: 80 
azuis e 100 da marca Lux. Retirando-se, ao acaso, um 
sabonete dessa gondola, qual e a probabilidade de se 
obter um sabonete azul da marca Lux? 

C.l 4 Uma pesquisa feita entre setenta pessoas revelou que, 35 
ja eonsumiram o produto A: cinqiienta ja consumiram o 
produto B: e cinco ainda nao consumiram nem A nem B. 
Escolheu-se uma dessas setenta pessoas ao acaso. e ela ja 
havia consumido o produto A. Qual e a probabilidade de 
q ue essa pessoa tambem lenha consumido o produto B1 


C.15 Um baralho de 52 cartas e 
constitufdo por quatro nai- 
pes — ouros, paus. espa- 
das e copas — sendo treze 
cartas de cada naipe: A. 2, 
3, 4, 5, 6. 7, 8, 9. 10, J, Q e 
K. Escolhida uma carta 
desse baralho e sabendo 
que essa carta e um as (A), 
qual e a probabilidade de 
que esse as seja de copas? 



C.16' (Fuvest) 

a) Construa o espaco amostral formado pel as oito possi- 
hilidades de distribuigao de sexo (M ou B) dos tres 
filhos de um casal. Determine nesse espaco os sub- 
conjuntos coirespondentes aos eventos. 

A — Existem criangas de sexos diferentes. 

B — Existem pelo menos duas meninas. 

b) Supondo que as oito possibilidades sao igualmente pro- 
vaveis, mostre que A e B sao eventos independentes. 
Sugestao. Voce deve provar que P{A!B ) — P(A) ou 
que P(B/A) = P{B). 


C.17 Num teste de sete questoes do tipo “classificar a sentenga 
como verdadeira ou falsa ’, a probabilidade de um candi- 
dato. que responde a todas ao acaso, acertar pelo menos 
seis questoes e: 





1 6 


C.18 Uma prova e composta de cinqiienta testes de miiltipla 
escolha, cada um com cinco altemativas, sendo apenas 
uma correta. Qual e a probabilidade de que um aluno, 
apenas "chutando", acerte todas as questoes? 

C.l 9 Uma moeda e lancada 5 vezes. Calcule a probabilidade 
de se obter a face "cara” voltada para cima em pelo me- 
nos um lancamento. Sugestao. Calcule inicialmente a 
probabilidade do evento complementar, isto e, de nao se 
obter nenhuina “cam". 


C.2G (SUPRA) Tem-se dois dados, sendo um perfeito e o ou- 
tro com todas as faces marcadas com 6 pontos. Um deles 
e escolhido ao acaso e langado. A probabilidade de se 
obter 6 e: 


a) 

b) 


7 

6 

6 

7 



Sugestao. Voce deve calcular a probabilidade: “escolher 
dado A e obter 6 ou escolher dado B e obter 6”. 


C.21 (Vunesp) Um piloto de fdrmula 1 estirna que suas chan- 
ces de subir ao pddio numa dada prova sao de 60% se 
chover no dia da prova e de 20%, se nao chover. O ser- 
vigo de meteorologia preve que a probabilidade de cho- 
ver durante a prova e de 75%. Nessas condicoes, calcule 
a probabilidade de que o piloto venha a subir ao pddio. 
Sugestao. Voce deve calcular a probabilidade: “chover 
e ele subir ao podio ou nao chover e ele subir ao podio’’. 
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Copitulo 46 





1. INTRODUCAO 

A geometria de posigao estuda as figuras geometrieas 
quanto a sua forma e posi 9 ao. Faremos apenas uni resu- 
mo dessa parte da geometria. pois o nosso objetivo maior 
e estudar a geometria metrica, isto e, estudar as figuras 
geometrieas em rela^ao as suas medidas. 

2. POSIQOES RELATIVAS ENTRE DUAS 
RETAS 

Ja vimos que duas retas coplanares podem ter duas 
posicoes relativas possfveis: paralelas (distintas ou coin- 
cidentes) ou concorrentes. Recordando: 

Retas paralelas 


Em outras palavras, duas retas sao re versa s se. e 
somente se. nao existe urn piano que contenha as duas 
si multaneamente. Para visualizar duas retas reversas. 

<* ■ — #> H *- 

observe a caixa de sapatos abaixo: as retas AB e CD sao 
reversas. pois nao existe um piano que contenha am has 
ao mesnio tempo. 





3. POSICOES RELATIVAS ENTRE RETA E 
PLANO 


Duas retas coplanares sao paralelas se, e somente 
se. nao tem ponto em comum, ou t6m todos os seus 
pontos em comum. 




res sao retas paralelas r e s sao retas paralelas 

distintas (r / se r^ s) coincidentes (r = s ) 


Reta paralela a piano 


Uma reta r e um piano a sao paraleios se. e 
somente se. nao tem nenhum ponto em eomum. 


r 


a 



Nota 

Dizemos que urn segmento de reta AB e paralelo a um 

-» — 

piano a se, e somente se, a reta AB £ paralela a ol. 

Reta secante (ou concorrente) 
a piano 

Uma reta r e uni piano a sao secantes (ou concor- 
rentes) se, e somente se. tem um linico ponto em 
comum. 


No espaco, duas retas podem ter uma outra posi^ao 
relativa possfvel: elas podem ser reversas. 

Retas reversas 

p 

Duas retas sao reversas se, e somente se, nao sao 
coplanares. 


A 



/ re secante a a 

/ 

/ 

/ 

/ 


Retas concorrentes 

Duas retas sao concorrentes se, e somente se. tem 
um unico ponto em comum. 



r e s sao retas concorrentes 


Reta contida em piano 


Reta perpendicular a piano 


Lima reta r esta contida num piano a se, e somente 
se. todos os pontos da reta pertencem ao piano. 



4. POSICOES RELATIVAS ENTRE 
DOIS PLANOS 

Pianos paralelos 

Dois pianos sao paralelos se, e somente se, nao 
tern ponto em comu m, ou tern todos os seus pontos 
em comum. 

a a= p 

^ kj . 1 . 9 ^ ’ 

p 

a e p sao pianos 
paralelos distintos 
(d / (3 e a # p) 

Pianos secanfes 

Dois pianos ae p sao secantes se. e somente se. 
tern Lima unica reta em comum. 


Uma reta r secante a urn piano a e perpendicular 
a a se, e somente se. todas as retas do piano a que 
concorrem com r sao perpendiculares a r. 



Indicamos que r 6 peipendiculai' a a por r 1 a ou por 
a _L r. 

T corcma 

Se uma reta r e perpendicular a duas retas 
concorrentes de um piano a, entao r e perpendi- 
cular a a. 



a e p sao pianos 
paralelos coincidentes 
(a = p) 



a e 3 sao 
pianos secantes 


5. PERPENDICULARIDADE 
Retas perpendiculares 

Duas retas r e s 
sao peipendicuia- 
res se, e somente 

se, sao concorren- 

tes e formant angu- 
los “retos” entre si. 


Indicamos que re s sao perpendiculares por: 


Para visualizar concretamente uma reta perpendicular 
a um piano, imagine urn "ustre preso por um fio ao teto de 
uma sala. O fio do lustre representa uma reta perpendi- 
cular ao piano do teto. 

Pianos perpendiculares 

Defini^ao 

Dois pianos sao perpendiculares se, e somente se, 
existe uma reta contida em um deles e perpendicular 
ao outi’o. 


Indicamos que um piano ct e perpendicular a um piano 
P pelo smrbolo ct X (3 ou (3 X a. 

0 



r 1 s ou 5 J_ r. 


Para visualizar concretamente dois pianos perpendicu- 
lares. observe o piano do piso e o piano de uma das pare- 
des de uma sala de aula: 



Esses pianos sao perpendiculares. 

6. ANGULOS NO ESPAQO 
Angulos entre duos retas reversas 

Sejant r e s duas retas reversas: 


Angulos entre reta e piano 

Consideremos uma reta r secante a um piano a em uni 

* * 

ponto A; e um ponto B dessa reta. B # A. Sendo BC a reta 

-« *■ 

perpendicular a a em C, os anguios form ados por ;• e AC 
sao os anguios formados por r e a. 


a 

Nota 

Sc a reta e paralela ao piano ou esta contida nele, entao 
o angulo formado por ambos e o angulo nufo. 

Angulos entre dois pianos 

Consideremos dois pianos secantes a e (3. euja reta 
comum e t. Sendo r e s retas contidas em a e p. respecti- 
vamente, tal que r _L t e s _L f, os anguios entre r e $ sao 
os anguios entre cx e p. 


Consideremos uma reta r' paralela are concorrente 
com s. 

Notas 

1. As retas ret nao precisam ser, necessariamenle. 
concorrentes; podem ser reversas. 

2. O angulo formado entre dois pianos paralelos e o 
anaulo nulo. 







A reta r forma com a reta s os anguios x e y. Definem- 
se edmo anguios formados pelas retas reversas r e s os 

A. A 

proprios anguios x e y. 

Quando duas retas sao reversas e formam anguios 
retos entre si, elas sao chamadas de retas ortogonais. 

Exemplo 

Na caixa de sapatos abaixo, as retas AB e CD sao 
reversas e formam anguios retos entre si, por isso, sao 
chamadas de retas ortogonais. 



m 

EXERCICIOS BASICOS 

B.I Tomando como modelo a caixa de sapatos abaixo 



E f 


classifique cada uma das afirma§6es seguintes como V 
ou F: 

a) AB jj DC . 

b ) DC// HG. 

c) EF H'FG. 

d) CB e HE sao reversas. 

e) CF e HE sao reversas. 

f) As retas DB e AC sao concorrentes. 
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g) As retas AB e EF sao coplanares. 

h) As retas DB e HE sao coplanares. 

i) AF // pI(F, G, HI 

Nota 

O sfmbolo pl(F, G.H) indica o piano que passa pelos 
pontos F,GcH. 

j) AC / pl(F, C, G ). 

k) AB C pi (H, G, B). 

l) EF C pI(F, G, B). 

* #■ 

ni) AD e secanle ao piano pl(//, G, F). 

n) EB e secante ao piano pl(F, G, F). 

o) O piano p!(A, F, C) e secante ao piano p](F. G, B ). 

p) pl(A, B,C) !/ pl(//, E, F). 

q) p!(A. B, C ) / pl(A. D, C ) . 

r) A reta comum aos pianos pI(F. G, F) e pi (A. B. C) e 
CF. 

s) FC e perpendicular a BG. 

t) BC forma angulo reto com BG. 

* * — — *■ 

u) EC e perpendicular a CF. 

v) BC e perpendicular a CF. 

w ) DC e perpendicular ao piano pl(F. G. F). 

x) DF e petpendicular ao piano pl(F, F. G). 
yj pl(C, B, G) 1 pi (A. B, C). 

z) pI(A. C, F) J_ pl(F, H. F). 

B.2 (PUC-SP) Qual das afirmagoes seguintes e verdadeira? 

a) Se duas retas distintas nao sao paraleias, entao elas 
sao concorrentes. 

b) Duas retas nao-cop lan ares sao reversas. 

c ) Se a interseccao de duas retas e o conjunto vazio. 
entao elas sao paraleias. 

dj Se ires retas sao paraleias, entao existe uni piano que 
as contem. 

e) Se Ires retas distintas sao concorrentes, duas a duas. 
entao existe um piano que contem as ires simulta- 
neamente. 

B.3 (Mackenzie-SP) Se a reta r e paralela ao piano ot. entao: 
a) todas as retas de a sao paraleias a r. 
b l a reta r nao e coplanar com nenhuma reta de tz. 

c) existem em ot retas paraleias are tambem existem em 
a retas reversas a r. 

d) existem em a retas paraleias are retas concorrentes 
com r, 

el a reta r pode estar contida em a. 

B.4 Observe a caixa de sapatos do exercfcio B. 1 . 

a) De exemplo de um par de arestas ortogonais nessa fi- 
gura. 

b) Quantos pares de arestas ortogonais existem nessa fi- 
gura? 


B.5 Uma reta r 6 perpendicular a um piano ot, e uma reta s 
concorre com r em um ponto A, A ot, e forma com r 
um angulo de 50". Qua! e a medida de um angulo agudo 
que s forma com a? 



ww \ 

X 

B.6 Definicfio 1. A di stand a entre dois pontos A e B £ a 

medida do sea men to AB. 


Defmicao2. A distancia entre dna> 

do menor segmento que liga 
outra. 


e a 


II 


iida 


‘dura a 


P 



A medida dea 
distancia enire o ponto 
Pea reta r. 



A medida dea 
distancia entre as retas 
paraleias r e s. 


p 


d 



A medida dea 
distancia entre o ponto 
Peo piano a. 


a. 



A medida dea 
distancia entre os 
pianos paralelos a e (3 . 


De acordo com essas definigoes, resolva o problema a 
seguir. 

Dados um piano a e os pontos M e P. com M £ a e 
P (£ ot. tem-se que a distancia entre P e a e 15 cm e a dis- 
tancia entre P e M e 30 cm. Calcule a medida de um an- 
gulo agudo que a reta PM forma com o piano ot. 





B.7 Definigao i . Chama-se projegao ortogonal de um pon- 
to P sobre um piano a a interseccao do 
piano a. com a reta r que passa por Fee 
perpendicular a a. 

Definigao 2. Chama-se projegao ortogonal de uma 

figura sobre um piano a o conjunto de 
todas as projegdes ortogonais dos pontos da 
figura sobre esse piano. 




O ponto P e a projegao 
ortogonal do ponto P 
sobre o piano cl. 


B 



O segmento A B' e 
projegao ortogonal do 
segmento AB sobre o 
piano a. 


O segmento AB' e 
projegao ortogonal do 
segmento AB sobre o 
piano a. 
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De acordo com essas definigoes, resoiva o problema a 
seguir. 

Urn ponto A. pertencente a urn piano a, e um panto B, 
B a, sao tais que AB mede 6 cm e a reta AB forma 
com ct um angulo de 30°. 

B 

A 

a 



Calcule: 

a) a medida da projecao ortogonal de AB sobre oc: 

b) a distancia do ponto B ao piano a. 


B.8 Dois pianos ctep sao secantes. As projegoes ortagopais 
de urn ponto A, A ^ ex e A ££ (3, sobre a e (3 sao, respec- 
tivamente. A' e A". Sabendo que o angulo A'AA" mede 
80°. determine a medida de um angulo agudo formado 
por a e (3. 

,r 




EXERCICiOS COMPLEMENTARES 


C.l (Faap-SP) O gaipao da figure a seguir esta no prumo e a 
cumeeira esta “bem no meio” da parede. Das retas assi- 
naladas podemos afirmar que: 

a) t e u sao reversas. 

b) s e u sao reversas. 

c) t e u sao concorrentes. 

d) s e r sao concorrentes. 

e) t e if sao perpendiculares. 



C.2 


(Fuvest-SP) Sao dados cinco pontos nao-coplanares A, 
B, C, D e E. Sabe-se que ABCD e um retangulo, A£ _L AB 
e AE J_ AD. Pode-se concluir que sao perpendiculares 
as retas: 


a) EA e EB c) EA e AC? 

b) 1 Be BA <§ W c CA 



C.4 


C.5 


C.6 


(U. E. Londrina-PR) Na figure abaixo, tem-se o ponto P 
que dista 12 cm do piano a. Traga-se por P a reta r, 
perpendicular a a e que o intercepts em A. Os pontos B 
e C, de a, sao tais que BP — 13 cm, CP = 15 cm e 
AB LAC. 



Nessas condicoes. a medida de BC. em centfmetros. e 
igual a: 

a) 3j5 c) Jl06 4 12 

b) J93 d) 1 1 

(U. E. Londrina-PR) A reta 1 e a intersecgao dos pianos 
perpendiculares a e (3, Os pontos A e B sao tais que 
A E a, A ^ (3, B £= (3. B ££ a. As retas AB e r: 

a) sao reversas. 

b) sao coincidentes. 

c) podem ser concorrentes. 

d) podem ser paralelas. 

e) podem ser perpendiculares. 

(Cesgranrio) A e am ponto nao-peitencente a um piano 
a. O numero de retas que passarn por A e fazem um an- 
gulo de 45° com a e igual a: 

a) 0 c) 2 e) infinito 

b) 1 d) 4 

Dois pianos secantes a e (3 formam entre si um angulo 
de 30 c e tern em comum a reta r. Os pontos A e B sao tais 
que A 6 o, B £ r, AB ire AB mede 8 m. Calcule a 
medida da projegao ortogonal de AB sobre (3. 



e) AC e BE 


P 





1 . REGIAO POLIGONAL CONVEXA 

Toda regiao plana cujo contomo e um poligono convexo 
e chamada de regiao poiigonal convexa. 

Exemplo 

A regiao S da figura abaixo e uma regiao poiigonal 
convexa. 

a 



2. POLIEDRO CONVEXO 

Consideremos um conjunto G obtido pela reuniao de 
n . n -> 4, regides poligonais convexas tais que: 

I. nao ha duas dessas regides contidas em um mesmo 
piano; 

A., * 

H. cada lado de qualquer uma dessas regides e lado de 
duas e somente duas delas; 

III. o piano que contem qualquer uma dessas regides deixa 
as denials em um mesmo semi-espaqo. 

A porcao finita do espaqo cuja superficie e o conjunto 
G e chamada de poliedro convexo. 

Exemplos 

c ) Gy* \ 

t" i» k 1 


b) d) 

G 


° As regides poligonais de G sao chamadas de faces do 
poliedro convexo. 

Q Cada lado de uma face qualquer e chamada de aresta 
do poliedro convexo. 

0 Cada veitice de uma face qualquer e chamado de 
verrice do poliedro convexo. 



G 



• Diagonal de uma face e qualquer diagonal do poligono 
dessa face. 

• Diagonal do poliedro e qualquer segmento de reta 
cujos extremos sao dois vertices que nao perteneem a 
uma mesma face. 

• O conjunto G e chamado de superficie do poliedro 
convexo. 

• A porcao do espaco cuja superficie e a reuniao dos an- 
gulos das faces que tem um mesmo vertiee e chamada 

de angulo poliedrico. 

Exemplo 

H / 


L M 

A regiao poiigonal HIJK e uma das scis faces do 
poliedro. 

O segmento JM e uma das doze a rest as do poliedro. 

O ponlo J e um dos oito vertices do poliedro. 

O segmento IM e diagonal da face INMJ . 

O segmento HM e diagonal do poliedro. 

A reuniao das seis faces e a superficie do poliedro. 

A porcao do espaco limitada pelos angulos de faces 
UM , KJI e KJM e um angulo poliedrico. 

Notas 

1. Existem poliedros nao-convexos. como, por exem- 
plo. o poliedro da figura a seguir. lsso porque o piano que 
contem a face ABCD nao deixa as dernais faces num mes- 
mo semi-espaeo. ou porque a face ADHGFE nao e uma 
regiao poiigonal convexa. 
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m » » 


A 

2, Angulos poliedricos com 3, 4, 5, ... arestas sao 
chamados de angulos triedricos, tetraedricos, pentae- 
dricos, .... respectivamente. 


Angulo 

triedrico 


Angulo 

tetraedrico 



jr 


*£ 

/ j \ \ 

/ / V \ 


\/\ / \ / 


X \ / 

/ v V / v 








Angulo 
pentaedrico 




An. 


■ 


Nomenclatura 

Os poliedros. convexos ou nao, recebem nomes de 
acordo com o numero de faces que possuem: 



|» l 1 ) 1 * v Tf 

4 

Tetraedro 

5 

Pentaedro 

6 

Hexaedro 

7 

Heptaedro 

8 ; 

Octaedro 

9 

Eneaedro 

10 

Decaedro 

11 

Undecaedro 

12 

Dodecaedro 

13 

T ridecaedro 

A 

A 

A 

ip 

* 

* 

20 

Icosaedro 


Exemplos 



a) 


r 


Hexaedro 



Octaedro 



Eneaedro 



EXERCICIOS RESOLVIDOS 


R.l 


Um octaedro convexo possui todas as faces triangulares. 
Quanlas arestas possui esse poiiedro? 

Resolugao 

O poiiedro possui oito faces e cada face possui ties ares- 
tas. Multiplicand© o numero de faces pelo numero de 
arestas de cada uma, 8*3, obtemos o dobro do numero 
de arestas do poiiedro. Tsso per que cada aresta e lado de 
duas, e somente duas. faces; portanto no calculo 8 • 3 
cada aresta e contada duas vezes. Assim, o numero A de 


arestas desse poiiedro 6 A 





R.2 


Um poiiedro e constitufdo por vinle angulos triedricos. 
Quantas arestas possui o poiiedro? 

Resolucao 

O poiiedro possui vinte vertices, De cada vertice partem 
ires arestas, Multiplicand© o numero de vertices pelo 
numero de arestas que partem de cada vertice, 20 • 3, 
obtemos o dobro do numero de arestas do poiiedro. fsso 
porque cada aresta une dois, e apenas dots, vertices do 
poiiedro: portanto no calculo 20 ■ 3 cada aresta e contada 
duas vezes. Assim. o numero A de arestas do poiiedro e 



20 • 3 
2 




3- RELACAO DE EULER 


"Parece que meu lapis 
me supera em mteligencia." 
Essa frase teria sido dita 
pelo sufeo Leonhard Euler 
sobre sua capacidade de 
produzir e criar em malema- 
tica. Nenbum outro mate- 
matico produziu tanto quan- 
to Euler, que publicou mais 
de 500 livros e artigos du- 
rante toda a sua vida. 



Leonhard Euler (1707-1783). 
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NIDADE 9 


Em seus estudos sobre superficies, Euler demonstrou o 
teorema: 

Em lodo poliedro convexo cujo niimero de ver- 
tices e V, o numero de arestas 6 A e o numero de faces 
e F, vale a relagao: 

V — A + F = 2 

Exemplo 

No poliedro convexo abaixo temos V = 8, A = 12e 
F — 6. Observe que: 

V- A+F= 8-12 + 6 = 2 



R.3 Um po : iedro convexo e constituido por doze arestas e 
oito vertices. Quantas faces possui esse poliedro? 

Resolugao 

Pela relagao de Euler, temos que V — A H- F — 2, para 
qualquer poliedro convexo. 

Como V = 8 e A = 12, obtcmps: 

8 - 12 + F=2=>F=6 
Logo, o poliedro possui seis faces. 

R.4 Um dodecaedro convexo possui todas as faces pentago- 
nals. Quantos vertices possui esse poliedro? 

Resolugao 

O poliedro possui doze faces e cada face possui cinco 
arestas. O produto do numero de faces pelo numero de 
arestas de cada face, 12 * 5, e o dobro do niimero de ares- 
las do poliedro. Isso porque cada aresta e lado de duas e 
apenas duas faces; portanto no calculo 12*5 cada aresta 
e conlada duas vezes. Assim, o numero A de arestas do 

poliedro e A — ^ — 30. 

Temos entao que A ~ 30, F — 12 e o dodecaedro & 
convexo. Como a reiacao de Euler nos garante que 
V — A + F = 2 para todo poliedro convexo, temos: 

V- 30 # 12 = 2=> V= 20 
Portanto, o dodecaedro possui vinte vertices. 

4. SOMA DOS ANGULOS DAS FACES DE 
UM POLIEDRO CONVEXO 



EXERCICIOS RESOL VI DOS 


Assim. temos que; 

• a soma dos angulos de uma face quadrangular e: 



S, = (4 - 2)180° = 360° 


° a soma dos angulos de uma face pentagonal e: 



Sj = (5 - 2)180° - 540° 


Como o poliedro possui cinco faces quadrangulares e 
duas pentagonals, a soma S dos angulos das faces e: 

S = 360° • 5 + 540° - 2 - 2.880° 

Efetuando os calculos anteriores, genericamente, para 
um poliedro convexo cujo numero de vertices e V, chega- 
se ao resultado apresentado no teorema a seguir. 

Teorema 

A soma S dos angulos das faces de um poliedro 
convexo que possui V vertices 6: 

S=(Y—- 2)360° 



EXERCICIO RESOLVIDO 


R.5 Qual e a soma dos angulos das faces do poliedro 
convexo abaixo? 



Resolugao 

A soma dos angulos das faces de um poliedro convexo e 
dada por 5 = (V - 2)360°. Como o poliedro em questao 
e constituido por 7 vertices, temos S = (7 — 2)360°, ou 
seja, 5 = 1.800°, 


Consideremos um poliedro convexo com duas faces 
pentagonais e cinco faces quadrangulares. Para calcular a 
soma dos angulos de suas faces, basta lembrar que a soma 
S, dos angulos intemos de um polfgono convexo de n 
lados e dada por: 

= (n - 2)180° 


5. POUEDROS REGULARES 

Defmigao 

Um poliedro convexo e regular se, e somente se. 
forem obedecidas as seguintes condi^oes: 

1. todas as suas faces sao regioes poligonais regu- 
lares e congruentes entre si; 

II. todos os seus angulos poliedricos sao congruen- 
tes entre si. 

Nota 

Dois angulos poliedricos sao congruentes quando as me- 
didas dos angulos de suas faces sao. respectivamente. iguais. 
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Exemplos 

a) Um tetraedro regular possui: 

• em todas as suas faces regioes poligonais triangu- 
lares regulares (triangulos equilateros) congruentes 
entre si; 

• todos os angulos triedricos congruentes entre si. 



b) Um hexaedro regular, ou cubo, possui: 

• todas as faces quadradas e congruentes entre si; 

• todos os angulos triedricos trirretangulos. 



Existent exatamente cinco classes de poliedros 
regulares. 

As cinco figuras seguintes mo s tram um exemplo de 
cada classe de poliedros regulares: 







Hexaedro regular 



Tetraedro regular 


Octaedro regular 




Dodecaedro regular Icosaedro regular 



EXERCICIOS PASICOS 

B.l Um icosaedro convexo possui todas as faces triangu- 
lares. Quantas arestas possui esse poliedro? 

B.2 Um poliedro convexo e cons titu ldo por tres faces trian- 
gulares, cinco quadrangulares e sete pentagonals. Quan- 
tas arestas possui esse poliedro? 


B.3 


B.4 


B.5 


B.6 


Sabendo que um poliedro convexo e constituido por 
doze angulos triedricos (angulos de Ires arestas). quantas 
arestas possui esse poliedro? 

Dado que um poliedro convexo e constituido por cinco 
angulos triedricos, cinco angulos letraedricos (quatro 
arestas) e um angulo pentaedrico (cinco arestas), quantas 
arestas possui esse poliedro? 

Qual e o niimero de faces de um poliedro convexo cons- 
titufdo por dezesseis vertices e 24 arestas? 


O iuimero de faces de um poliedro convexo e igual ao 
niimero de vertices. Sabendo que esse poliedro e consti- 
tuido por dez arestas, determine o sen niimero de vertices. 


B.7 Calcule o niimero de arestas de um poliedro convexo 
constituido por treze faces e 22 vertices. 

B.8 Q niimero de arestas de um octaedro convexo e o dobro do 
niimero de vertices. Quantas arestas possui esse poliedro? 

b. 9 r 


(UFPE) Um poliedro convexo possui dez faces com ties 
lados, dez faces com quatro I ados e uma face com dez 
lados. Determine o niimero de vertices desse poliedro. 

B.10 (Cesgranrio) Um poliedro convexo tern catorze vertices. 
Em seis desses vertices concorrem quatro arestas, em 
quatro desses vertices concorrem tres arestas e, nos 
demais vertices, concorrem cinco arestas. O niimero de 
faces desse poliedro e igual a: 

a) 16 b) 18 e) 24 d) 30 e) 44 

B.ll Calcule a soma dos angulos das faces de um poliedro 
convexo constituido por seis vertices. 

B.12 Qual e a soma dos angulos das faces de um poliedro con- 
vexo constituido por onze faces e 27 arestas? 

B.13 (UFPE) Unindo-se o centra de cada face de um cubo, por 
segmentos de reta, aos centres das faces adjacentes, 
obtem-se as arestas de um poliedro regular. Quantas 
faces tern esse poliedro? 

B.14 (Faap-SP) Considere um tetraedro regular e um piano 
que o intercepta. A unica altemativa correta e: 

a) A interseccao pode ser um quadrilatero. 

b) A interseccao 6 sempre um triangulo. 

c) A interseccao e sempre um triangulo equiMtero. 

d) A interseccao nunca e um triangulo equilatero. 

e) A interseccao nunca e um trianaulo isosceles. 



C.l 


C.2 


C.3 


C.4 


C.5 


C.6 


C.7 


EXERCICIOS COMPLEMENTARES 

Existe poliedro convexo que possua o niimero de ver- 
tices igual ao niimero de arestas ? Por que? 

Prove que. "se um poliedro convexo possui o niimero de 
vertices igual ao niimero de faces, entao o niimero de 
arestas e par”. 

Existe poliedro convexo constituido por V vertices, A 
arestas e F faces, de modo que V + A + F = 17? Por quS? 

(Mackenzie-SP) Sabe-se que um poliedro convexo tem 
oito faces e que o niimero de vertices e maior do que seis 
e menor do que catorze. Entao o niimero A de arestas e 
tal que: 

a) 14 A ^ 20 d) 13 A «= 19 

b) 14 < A < 20 e) 17 *s; A 20 

c) 13 < A < 19 

(Fuvest-SP) Quantas faces tem um poliedro convexo 
com seis vertices e nove arestas? Desen he um poliedro 
que satisfa^a essas concludes. 

(UFR.S) Um poliedro convexo de onze faces tem seis 
faces triangulares e cinco faces quadrangulares. Os 
numeros de arestas e de vertices do poliedro sao. respec- 
tivamente: 

a) 34 e 1 0 c) 34 e 20 e) 1 9 e 1 2 

b) 19 e 10 d) 12 e 10 

(Cefet-RJ) Um poliedro convexo de dezessete arestas e 
doze vertices tem somente faces quadrangulares e hepta- 
gonais. Os numeros de faces quadrangulares e heptago- 
nais sao, respectivamente, iguais a: 

a) 5 e 2 c) 3 e 4 e) 4 e 7 

b) 2 e 5 d) 4 e 3 
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UNIDADE 9 


C.S Todas as faces de um poiiedro convexo sao quadrangu- 
lares. Sabendo que a soma dos angulos dessas faces e 
4.320”. determine o numero de arestas desse poiiedro. 

C.9 Dm poiiedro convexo e constitufdo a penas por angulos 
triedricos e angulos tetraedricos (quatro arestas). Saben- 
do que esse poiiedro possui vinte arestas e que a soma 
dos angulos das faces e 3.600°, determine quantos angu- 
los triedricos e quantos tetraedricos possui o poiiedro. 

C.10 Qual e o poiiedro cujos vertices sao os centres das faces 
de um octaedro regular? 

C.l 1 Desenhe cm uma cartolina cada uma das figuras seguin- 
tes, com 5 cm de aresla. Recorte-as e construa cada uni 
dos poliedros: 

a) “ ~1 


Tetraedro regular 

b) 


Hexaedro regular 
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Copftulo 48 
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Vi 
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1. CONCEITUA^AO 

Sejam a e p dois pianos paralelos distintos. uma reta r 
secante a esses pianos e uma regiao poligonal convexa 
A^A v..A„ contida em a, Consideremos todos os seg- 
mentos de reta. paralelos a r, de modo que cada um deles 
tenha um extreme pertencente a regiao poligonal e o outro 
extreme pertencente a p: 



A reuniao de todos esses segmenlos de reta e um po- 
liedro chamadO de prisma limitado on simplesmente de 
prisma. 


• A distanci a entre os pianos das bases 6 chamada de 
altura do prisma. 

• A soma das areas de todas as faces laterals e chamada 
de area lateral do prisma. 

• A soma da area lateral com as areas das duas bases e 
chamada de area total do prisma. 

a Todo segmento de reta cujos extremes sao vertices que 
nao pertencem a uma mesma face do prisma e chamada 
de diagonal do prisma. Por exemplo, B x A a e uma dia- 
gonal do prisma. 


Nomenclature* 

Um prisma e classificado de acordo com o nurnero de 
arestas de uma base. 


Exemplos 



Prisma triangular 



Prisma quadrangular 



Prisma hexagonal 


Elementos do prisma 


B 


e 


B 


A~ 

— ^ 

JFV 

/l 

i \ 

/ * 

/ i 

f \ 

K / 

/ j* 

/ \ / 

J jr / 

\ * 

t y 


3 


B 


B 3/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 


h 


A n ( 


As regioes poiigonais 

sao chamacla s de bases do 
prisma. 

Os pobgonos A^A-yA^.A,, 
e B l B 2 B } ...B n que limitam 
as bases sao chamados de 

pobgonos das bases do 
prisma. 

As demais faces, exceto 
as bases, sao chamadas de 
faces laterals do prisma. 

Por exemplo. A ] B f B 2 A 2 , A 2 B 2 By\^ ... sao faces laterals. 
Os vertices das faces sao chamados de vertices do pris- 
ma. Por exemplo, A t , A 2l .... B 2 , ... sao vertices. 

Os lados das bases sao chamados de arestas das bases 
do prisma. Por exemplo, A,A 2 , A A,, ..., B^Bi- B 2 B 3 , .... 
sao arestas das bases. 

As demais arestas, exceto as das bases, sao chamadas 
de arestas laterals do prisma. Por exemplo, A A 2 Z> 2 , 
A*B-i y ... sao arestas laterais. 


V. 

A 2 


/ 7 

/ 7 

// 

}{ j 

i A 

/f 

n if A ( 

ft 5 

' 

l 

/ 

/ '■ / 

/ V 

/ 

/ 

/ SAa 


2. PRISMA RETO 

Um prisma e reto se, e somente se. suas arestas 
laterais sao perpendiculares aos pianos das bases. 

Nota 

Se um prisma nao e reto. entao e chamado de prisma 
obliquo. 

Exemplos 


Prisma triangular oblique 

Note que em todo prisma reto a medida de uma aresta 
lateral e a propria altura do prisma. 



K ' A 

\ * / 



Prisma pentagonal reto 


3. PRISMA REGULAR 


Um prisma e regular se, e somente se, e reto e 
seus polfgonos das bases sao regulares. 


Exempli© 



Polfgono regular 


Prisma hexagonal regular 


Note que em todo prisma regular as faces laterals sao re 
tangulos congmentes entre si. 



EXERC1CI0 RES0LV1D0 

Em um prisma regular triangular, cada aresta lateral mede 
1 0 cm e cada aresta da base mede 6 cm. 

a) Calcular a area de uma face lateral desse prisma. 

b) Calcular a area de uma base desse prisma. 

c) Carcular a area lateral desse prisma. 

d) Calcular a area total desse prisma. 



Resolucao 

a) Cada face lateral e um retangulo de base 6 cm e altura 
10 cm, logo, a area A, de cada face e: 

A { — (6 • 10) cm 2 — 60 cm 2 




10 cm 


b) Cada base e um triangulo equilatero de lado 6 cm. 
Lembrando que a altura h de um triangulo equilatero 


de lado a e dada por k — 
h — cm = 3 VT cm. 


ajl 


, temos que 


\ 


\ 


3V3 cm 


6 cm 

Portanto, a area B de uma base e 


6 • 3*fJ 

B — ~~ — cm 1 


= 9 r/3 


cm 


c) A area lateral A f e a soma das areas das tres faces 
laterais, isto e: 

A{ — 3 ■ A f = 3 ■ 60 cm 2 — 180 cm 2 

d) A area total A, e a soma da area lateral A, com duas 
vezes a area B de uma base, isto e: 

A, = A, + 2B = (180 + liJJ) cm 2 

4. PARALELEPIPEDO RETO-RETANGULO 


Todo prisma reto cujos polfgonos das bases sao 
retangulos e chamado de paralelepfpedo reto-re- 
tanguio. 


Exemplos 

a) 


Retangulo 




b) 


Quadratic 








Parafelepipedo reto-retangulo 


Cubo 


Med Ida de uma diagonal de um 
pa ralele piped o reto-retangulo 

Consideremos um paralelepfpedo reto-retangulo cujas 
dimensoes, comprimenlo, largura e altura, sejam as me- 
didas a, b e c. Sejam d e D as medidas de uma diagonal 
da base e de uma diagonal do paralelepfpedo, respectx- 
vamente: 

a 2 








Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo retan- 
gulo A ,A Rj A 6 , temos: 



D 2 — d 2 + c 2 at 


Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo retan- 
gulo temos: 



Substituindo (II) ern (I), obtemos: 


D 2 = a 2 4 b 1 4 c 2 => D= Ja 2 4 b 2 4 c 2 


retangu lares de area ab . duas de area ac e duas de area be . 
Logo, a area total A , desse paralelepipedo e: 

A, = 2 ab 4- 2 ac + 2 be => A, = 2 (ab 4 ac 4 be) 


Jr EXERCICIO RESOLVIDO HHHHH 

R.3 Calculai' a area total de um paralelepipedo cujas dimen- 
s5es, comprimento, largura e altura. sao 6 m, 5 m e 2 m. 

Resolugao 



Jf EXERCICIO RESOLVIPO 

R.2 As dimensoes, comprimento, largura e altura. de um 
paralelepipedo reto-relangulo sao 20 cm. 12 cm e 9 cm. 
Calcular a medida de uma diagonal desse paralelepipedo. 

Resolugao 

A medida D de uma diagonal e igual a raiz quadrada da 
soma dos quadrados das dimeusoes a. b e c, ou seja: 

D — JcAAr b~ 4 c 2 



Loso, temos: 

D - rjio 2 4 12 2 4 9 2 cm => D = J&25 cm 
D ~ 25 cm 


Area total de um paralelepipedo reto- 
retangulo 

Consideremos um paralelepipedo reto-retangu lo cujas 
dimensoes. comprimento. largura e altura. sejam as 
medidas a, b e c: 





b 


a 

A area total desse paralelepipedo e a soma das areas de 
suas sets faces. Temos, dentre essas faces, duas regioes 


A, = 2(6 • 2 4 6 • 5 4 5 ■ 2) m 2 => A, = 104 m 2 


Volume de um paralelepipedo reto- 
retangulo 

Consideremos um cubo (hexaedro regular) de aresta 
1 cm. A por^ao do espa^o ocupada por esse cubo e uma 
unidade de volume definida comb 1 cm 3 (le-se “um cen- 
timetro cubico”). 


Analogamente definimos ! dm 3 . I m J . 1 mm 3 etc. 

Vejamos como me dir o volume, em centimetros cubi- 
cos, de um paralelepipedo reto-retangulo cujas dimen- 
soes sao 5 cm, 3 cm e 4 cm. 



5 cm 


4 cm 


3 cm 


Devemos comparar o volume desse paralelepipedo 
com o volume de um cubo de aresta 1 cm. ou seja, deve- 
mos calcular a quantidade desses cubos necessaria para 
formar um volume igual ao volume do paralelepipedo. 
Para isso, vamos formar, com cubos de 1 cm de aresta, 
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urn paralelepipedo com as dimensoes 5 cm, 3 cm e 4 cm, 
con forme figura abaixo. 


5 cm 


3 cm 


? 4 cm 


1 cm 


4 


cm 


1 cm 


Pense ness a figura como sendo uni predio. No ultimo 
andar podetnos contar quinze cubos e era cada um dos 
outros andai'es ha tambem quinze cubes. Como temos 
quatro an dares com quinze cubos era cada um. o total de 
cubes e 15 ■ 4 = 60. Assim, o volume do paralelepipedo 
e 60 crn ? . 

Note, porranto, que o volume do paralelepipedo e cal- 
culado multiplicando-se suas dimensoes: 

V = 5 cm ■ 3 cm ■ 4 cm = 60 cm 3 
De modo geral, temos o seguinte: 

O volume V de um paralelepipedo reto-retangulo 
de dimensoes a. bed o produto das tres dimensoes: 



V = abc 


EXERCICIQS RESOLVIDOS 

R.4 Calcular o volume de um paralelepipedo reto-retangulo 
de dimensoes 6 m. 3 m e 2 m. 

Resolugao 

O volume V de um paralelepipedo reto-retangulo e o 
produto de suas dimensoes, ou seja: 

V — 6 m • 3 ni ■ 2 fij V — 36 m 3 



Temos que: 




Temos ainda que A, = 2 (ah + ac 4- be) eA t = 198 cm 2 . 
Assim, podemos escrever: 

2(k ‘2k + k‘3k + 2k- 3k) = 198 

2{2k 2 + 3 k 2 + 6k 2 ) - 198 22 k 2 = 198 

;\# = 9 =>* = ±3 


O valor de k deve ser positivo, pois. caso contrario, terla- 
mos as dimensoes do paralelepipedo representadas por 
numeros negativos, o que e absurdo. Logo, k — 3. 
Portanto, as dimensoes do paralelepipedo sao 3 cm. 6 cm 
e 9 cm, com o que se conclui que seu volume V e: 

V ~ 3 cm ■ 6 cm ■ 9 cm - 162 cm 3 


Calculo da vazao de um rio 

Para o calculo da vazao de um rlo em um trecho 
de margens paralelas, calculate a velocidade da 
correnteza e admite-se o trecho como um paralele- 
plpedo. Vamos super que a velocidade da correnteza 
seja Pm/s e que o paralelepipedo tenha dimensoes 
3 m por 40 m por 10 m, conforms a figura abaixo: 



' / 40 m 

_ 

3 rn 

Imagine uma torneira "glgante", com a mesrna 
vazao do rio, despejando agua num paralelepipedo 
com essas dimensoes, ate entao vazio. O paralelepi- 
pedo ficaria completamente chelo de agua em 1 se- 
gundo. Como o volume do paralelepipedo e 
1.200 m 3 e cada m 5 equivaie a 1.000 t, tem-se que 
a vazao do rio e 1.200.000 €/s. 


R.5 Calcule o volume V de um paralelepipedo reto-retangulo 
de area total 198 cm 1 e dimensoes diretamente proporci- 
onais a 1, 2 e 3. 

Resolugao 

Sejam a. h e c as medidas, em centlmetros. das dimensoes 
do paralelepipedo abaixo. 



a 


5. CUBO 

O cubo (hexaedro regular) e um paralelepipedo reto- 
retangulo cujas arestas tem todas a mesma medida a. As 
medidas de uma diagonal, da area total e do volume do 
cubo sao obtidas pelas formulas do paralelepipedo reto- 
retangulo de arestas a, bee: 



1 


a 


3 


D = Ja 2 + b 2 + c 2 , A, — 2 (ab + ac + be), V = abc. 
fazendo a~b = c. 
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Medida da diagonal de um cubo cuja 
aresta mede a 

D = 4a 2 + a 1 4- a 2 => £> = J3a^ D = aJ 3 


Como « dev e ser posilivo, pois e medida de uma aresta. 
temos que a — 5 . 

A medida D da diagonal do cubo e dada por D =■ a J3 . 
Logo, D — 5j3 cm. 



Area total do cubo cuja aresta mede a 

A t — 2( a • a + a * a + a * a) =? A, = 6a 2 

Nota 

A area lateral do cubo e A c = 4# 2 


Volume do cubo cuja aresta mede a 

V ~ a • a ■ a => V — a 3 


EXERCICiOS RESOLVIDOS 

R,6 A medida de uma aresta de um cubo e 4 cm. Determinar: 

a) a medida de uma diagonal desse cubo; 

b) a area total desse cubo; 

c) a area lateral desse cubo; 

d) o volume desse cubo. 




4 cm 

Resolucao 

3 

a) D — aj3 D — 4 *f3 cm. 

b) A, = 6rt 2 => A r = 6 • 4 2 cm 2 = 96 cm 2 

c) A ( = 4 a 7 => A { = 4 • 4 2 cm 2 :=? 64 cm 2 

d) V = a 3 =s> V = 4 3 cm 3 = 64 cm 3 

R.7 Uma diagonal de uma face cle um cubo mede 5J2 cm. 
Determinar a medida de uma diagonal desse cubo. 

Resolucao 

Seja a a medida da aresta do cubo: 



Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo ABC . 
temos: 



Por que um bebe sente mais frio que um 

adulto? 



0 estudo de areas e volumes nos ajuda a explicar 
algumas situaqoes do dia-a-dia como, por exemplo, 
por que um bebe sente mals frio que um adulto. Fara 
entender esse fato, pense em dois cubos de ferro 
maclqo, um de aresta 3 cm e 0 outro de aresta 6 cm, 
ambos a mesma temperature de 36 °C. 



3 cm 6 cm 


Colocando-os em um amblente de temperatura 
mals baixa, o cubo menor perdera calor mais rapida- 
mente que 0 maior. ha llnguagem do cotidiano dlze- 
mos que 0 menor se esfriara m3is rapidamente que 
o maior Isso ocorre porque a razao da area total para 

6 ■ 3 2 

o volume do cubo pequeno, — p- — = 2, e maior 

que a razao correspondente no cubo grande, 
6 * 6 £ 

r — - 1, ou seja, a superfide em contato com 

6 - 



o ambiente e relatlvamente maior no cubo pequeno. 
O mesmo acontece com um bebe e um adulto. A ra- 
zao da area para o volume do corpo de um bebe e 
maior que a razao correspondente em um adulto, por 
Isso a crianca tern maior dlflculdade em manter o ca- 
lor de 5 eu corpo e, porta nto, sente mais frio. 


m 

r EXERCICI05 BA5I COS 

B.l Em um prisma regular triangular, cada aresta lateral 
mede 8 cm e cada aresta da base mede 4 cm. 



I 


a) Calcule a area de uma face lateral desse prisma. 

b) Calcule a area de uma base desse prisma, 

e) Calcule a area lateral desse prisma. 

d) Calcule a area total desse prisma. 
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B.2 Em um prisma regular hexagonal, cada aresta lateral 
mede 4 dm e a area de uma base e 6,/ 3 dm 2 . 



aj Calcule a medida de cada aresta da base desse prisma. 

b) Calcule a area lateral desse prisma. 

c) Calcule a area total desse prisma. 

B.3 As dimensoes. comprimenio, largura e altura, de um pa- 

raleleptpedo reto-retangulo sao 4 cm. J\A cm e 3 cm. 
Calcule a medida de uma diagonal desse paralelepipedo. 

B.4 As rued id as, em metros, das dimensoes de um paralele- 
pipedo reto-retangulo estao em progressao aritmetica de 
razao igual a I . Determine essas dimensoes. sabendo que 

uma diagonal desse paralelepipedo mede 2 JH m. 

B.5 Calcule a area lota! de um paralelepipedo reto-retangulo 
cujas dimensoes sao 5 in, 2 m e 1 m. 

B.6 As dimensoes de um paralelepipedo reto-retangulo sao 
diretamente proporcionais a 1, 2 e 4. Determine essas 
dimensoes sabendo que a area total desse paralelepipedo 
e 252 cm 2 . 

B.7 (PUC-MG) A soma das dimensoes de um paralelepipedo 
retfingulo e igual a 16 cm. A area total mede 166 cm 2 . A 
medida, em cm, da diagonal do paralelepipedo e: 

a) 10 c) 3/fO e) 7 

d) $Jl 

B.8 Calcule o volume de um paralelepipedo reto-retangulo 
de dimensoes 5 cm, 4 cm e 2 cm. 

B.9 Defini?ao: “Um iitro e igual a uni decimetre) cubico 
(1 litro - 1 dm 3 )", Calcule a capacidade, em lilros, de 
uma piscina cuja forma e de um paralelepipedo reto- 
retangulo de dimensoes 20 m, 1 0 m e 2 m. 

B.10 ( UFMG ) As dimensoes de uma caixa retangular sao 3 cm, 
20 mm e 0.07 m. 0 volume dessa caixa, em milifitros, e: 

a) 0,42 c) 42 e) 4.200 

b) 4,2 d) 420 

Lembrete. 1 € = I dm 3 . 

B.ll (UFSC) Um tanque, em forma de paralelepipedo. tem 
por base um retangulo de lados 0,50 m e 1,20 m. Uma 
pedra. ao afundar completamente no tanque, faz o nivel 
da agua subir 0,01 m. Calcule o volume da pedra, em 
decimetros ciibicos. 




B.12 Uma aresta de um cubo mede 6 cm. Determine, desse 
cubo: 

a} a medida de uma diagonal; 



b ) a area total : 

c) a area lateral; 

d) o volume. 


B.13 Calcule o volume de um cubo cuja diagonal mede .J6 cm. 

B.14 Calcule a area total de um cubo cuja diagonal mede 
1 cm. 

B.15 Uma diagonal de uma face de um cubo mede J2 m. 
Calcule a medida de uma diagonal desse cubo. 

B.16 (UFMG) O volume de uma caixa cubica e 2 1 6 litros. A 
medida de sua diagonal, em centimetres, e: 

a) 0,8 VT c) 60 e) 900 

b) 6 d) 60 J3 

B.17 (Fuvest-SF) Dois blocQs de aluminio, em fonna de cubo, 
com arestas medindo 10 cm e 6 cm, sao levados juntos a 
fusao e em seguida o aluminio liquido € moldado como 
um paralelepipedo relo de arestas 8 cm, 8 cm e x cm. O 
valor de x e: 

a) 16 b) 17 c) 18 d) 19 e) 20 
Exercicios compiementares de C.1 a C.9 

6. VOLUME DE UM PRISMA QUALQUER 

O volume V de um prisma qualquer e igual ao 
produto da area B de sua base peia sua altura H. 




V = BH 



EXERCICIOS RES0LV1D05 


R.8 O pollgono de unia base de um prisma e um quadrado de 
lado 5 cm. Cada aresta lateral mede 6 cm e forma com os 
pianos das bases angulos de 60°. Calcular o volume 
desse prisma. 



Resolugao 

A area B da base do prisma e a area de um quadrado de 
lado 5 cm. Logo, temos que; 

B = (5 cm) 2 =* B - 25 cm 2 




Para calcular a aitura desse prisma, vamos tracar por um 
dos vertices a reta r perpendicular aos pianos das bases. 



Temos que: 


sen 60° — 


H 


a/ 


H 


h = 3 J 3 


cm 


Assim, o volume V do prisma e dado por: 

V ~ BH=$ V — 25 cm 2 ■ 3 JT cm V — 75-71" cm 2 


R.9 Um prisma regular triangular tern arestas laterals de 6 cm e arestas da 

base tied cm. Calcular o volume desse prisma 


/ 


r 


/ 



6 cm 


4 cm 

Resolucao 

Todo prisma regulai* e reto. Logo, temos que a medida 
de uma aresta lateral e a propria medida H da aitura do 
prisma. Assim. H = 6 cm. Ainda pelo fato de o prisma 
ser regulai', temos que 0 triangulo da base e equilatero. 


4 cnn 


4 cm 




2 cm 


4 cm 


Sendo h a altufa do triangulo equilatero. temos pelo teo- 
rema de Pitagoras que: 

h 2 + 2 1 = 4 2 => h 2 = 12 *\ h = 2j3 cm 
Assim. a drea B desse triangulo e: 


o 4*273 
B = — — cm- 


B - 



3 cm 2 


Finalmente. o volume V r do prisma e: 

V ~ BH => V = 4-73~ cm 2 ■ 6 cm 
V = 2Aj3 cm' 


R.10 Um prisma regular hexagonal tem aresta da base com 
2 m e aresta lateral com 5 m. Calcular o volume desse 
prisma. 


/ 

1 


T\ 


y 



5 m 


2 m 

Resolugao 

Como todo prisma regular e reto, temos que a medida H 
de sua aitura e a propria medida de uma aresta lateral. 
Logo, H — 5 rrt. 

Em todo prisma regular, os poligonos das bases sao regula- 
res. Logo, cada base desse prisma e um hexagono regular. 



A area desse hexagono e igual a seis vezes a area de um 
triangulo equilatero de lado 2 m. 



1 m 


2 m 


Sendo h a aitura desse triangulo equilatero. temos pelo 
teorema de Pitagoras que: 


h 2 + V- = 2- => h = JJ 


m 


A area A desse triangulo e: 


y| 2/j3 1 A . 

A — — - — m" ^ A = V3 m 


Logo, a area B da regiao hexagonal e: 


B ~ 6A=i B - 6-73 


m 


Temos entao que o volume V do prisma e: 

V = BH^> V = 6-73 m 2 * 5 m V= 30-71 m 3 
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EXERCICI06 BAS1C0S 

B. 1 8 Calcule o volume de um prisma de altura 5 cm cuja base 
e um losango com diagonals de 4 cm e 2 cm. 




Lembrete. A area do losango e igual ao semiproduto das 
diagonals. 


15.19 O poHgO.no da base de um prisma e um retangulo de 
lados 6 cm e 4 cm. Cada aresta lateral rrsede 10 cm e for- 
ma com os pianos das bases angulos de 45 u . Calcule o 
volume desse prisma. 


B.23 (Fatec SP) Temos na figura a planificacao de um sol ido 
cujo volume e: 


a) 64 1 c) 24 

b) 12 J3 d) 1873 


e) 72 



4 cm 


10 cm 


45° 

\ _ 

6 cm 


B.20 Um prisma reto de aresta lateral 1 0 m tern como polfgono 
da base um triangulo retangulo de catetos 5 m e 12 m. 
Calcule o volume desse prisma. 

B.21 (Fuvest-SP) Na figura: 

E f 



C D 


a) A BCD e EEGH sao trapezios de lados 2, 8. 5 e 5; 
h i os trapezios estao em pianos paralelos cuja distancia 
e 3; 

c) as Betas AE, BF, DH e CG sao paralelas. 

Calcule o volume do solido. 

Sugestao. Imagine a face ABCD apoiada sobre o tampo 
de lima mesa. 

B.22 Um prisma regular triangular tem arestas laterals de 9 cm 
e arestas da base de 5 cm. Calcule o volume desse prisma, 

k 


B.24 Um prisma regular triangular tem todas as nove arestas 
congruences entre si, Calcule a area total desse prisma, 

sabendo que seu volume e 1673 dm 3 . 

B.25 Um prisma regular hexagonal tem arestas laterals de 
5 cm e arestas da base de 2 cm. Calcule. o volume desse 
prisma. 

B.26 (ITA-SP) Dado um prisma hexagonal regular, sabe-se 
que sua altura mede 3 cm e que sua area lateral e o dobro 
da area de uma base. O volume deste prisma, era cm 3 , e: 

a) 2773 c) 12 e) 1773 

b) 1373 d) 5473 

B. 27 (U. F. Santa Maria-RS) Deseja-se construir um aquario de 

vidro na forma de um prisma regular, de base hexagonal 
com 20 cm de aresta. Sabendo que 1 .000 cm 3 equivalent a 
1 litre, a altura do aquario. em cm. para que o mesmo. to- 
talmente eheio. contenha 3,6 litros de agua, deve ser: 

a) 73 c) 3 73 e) 573 

b) 2.73 d) 473 

Exercicios complementares de C.10 a C.14 

! 

Ji EXERCICIOS COMPLEMENTARES 

C. l (UNIR) Para construir um prisma regular hexagona de 

altura 5 cm e aresta da base 4 cm. um menino pretends 
recortar as faces laterals e as bases em uma folha retan- 
gular de cartolina com 30 cm de comprimento por 20 cm 

de largura. Considerando a aproximacao 73 — 1,7, o 

percentual da folha usado nessa construgao sera de: 

a) 28,6% c) 29,4% e) 33,6% 

b) 29,8 1 % d) 30% 
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C.2 (UFPB) A allura de um prisma regular Iriangular mede 
4 cm e o apotema de uraa de suas bases mede 2 7 3 cm. 

A area lateral desse prisma e: 

a) 48 cm 2 d)96cm 2 

b) 144 cm 2 e) 126 cm 2 

c) 108 cm 2 

Lembrete. O apoLema de um polfgono regular e o raio 
de sua eircunferencia inscrita. 


C.3 Uma folha retangular de cartolina tem comprimento 
20 cm e largura 10 cm. Recortam-se dessa folha quatro 
q uadi ados congmentes de modo que cada um deles 
tenha um dos vertices em um vertice da folha. A seguir. 
dobra-se essa folha. formando-se uma superficie aberta 
de um paralelepfpedo reto-retangulo: 



Qual £ a medida do lado de cada quadrado retirado, 
sabendo que a medida de uma diagonal da caixa eons- 

trufda mede 6-7 11 cm? 

C.4 No exercfcio anterior, qual deve ser a medida do lado de 
cada quadrado retirado para que a area lateral seja igual 
a area do fundo da caixa? 

C.5 (Cefet-RJ) Uma piscina com formato de paraleleplpedo 
retangulo com 5 m de largura, 10 m de comprimento e 
1 ,60 m de profundidade devera ser azulejada. Sabendo 
que o m 2 do azulejo custa RS 20,00 e que deverao ser 
comprados 10% a mais para as quebras, entao o gasto 
total em reais sera de: 

a) 1.760.00 ' d) 2,960,00 

b) 1.960,00 e) 3.256,00 

c) 2.156,00 


C.6 (Vunesp) A area da superficie da Terra e estimada em 
510.000.000 km 2 . Por outro lado, estima-se que. se todo 
vapor de agua da atmosfera terrcstre fosse condensado, 
o volume de liquido resultante seria de 13,000 km’. Ima- 
ginando que toda essa agua fosse colocada no interior de 
um paraleleplpedo retangulo, cuja area da base fosse a 
mesma da superficie da Terra, a medida que mais se 
aproxima da altura que o nfvel da agua alcangaria e: 

a) 2,54 mm. c) 25,4 cm. e) 0.254 km. 

b) 2,54 cm. d) 2,54 m. 



C.7 (Fuvest-SP) O volume de um paralelepfpedo reto-ret&n- 
gulo e de 240 era’. As areas de duas de suas faces sao 
30 cm 2 e 48 cm 2 . A area total do paralelepfpedo, em 
cm 2 , e: 

a) 96 c) 236 e) 472 

b) 118 d) 240 

C.8 (PUC-MGJ A figura abaixo e um cube cuja aresta mede 6 
centfmetros. A area do triangulo ACF , em centfmetros 
quadrados, e igual a: 

a) 6j2 cj 15 7^ e ) 36 

b) 1272 d) 1873" 



C.9 (Unicamp-SP) Ao serem retirados 128 litros de agua de 
uma caixa-d’agua de forma ciibica. o nfvel da agua baixa 
20 centfmetros. 

a) Calcule o comprimento das arestas da referida caixa. 

b) Calcule sua capacidade em litros (I litro equivale a 
1 deefmetro cubico). 
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C.10 ( UFMG) Dois prismas obi tquos. de mesma altura ft. tem 
uni quadrado de lado a como base superior comum, e 
suas bases inferiores tem apenas uma aresta em comum. 
O volume do solid o fomiado pels intersect; ao dos dois 
prismas e: 

a) —a-h c) a-h e) —h-a 

b) —a% d) 

2 3 


a 



Um prisma reto de base pentagonal foi desdobrado 
obtendo-se essa figura, na qua! as linhas tracejadas 

indicam as dobras. O volume dessa prisma e: 

a) 6 “b — - C) 30 + r — - 

4 * 4 

b) d) 30 4 - 

4 

C.12 Um prisma reto de aresta lateral 8 cm tem como pohgono 
da base um Lriangulo retangulo isosceles de hipotenusa 
4 cm. Calcule o volume desse prisma, 

C.I3 Um prisma regular hexagonal possui todas as dezoito 
arestas congnientes entre si. Calcule o volume desse 
prisma, sabendo que sua area lateral e 96 m 2 . 



C.ll (UFMG) Observe a figUra. 



C.14 A figura mostra um prisma regular hexagonal de altura 
8 cm e aresta da base 3 cm. 



8 cm 


a) Quantas diagonals possui esse prisma? 

b) Qual e a medida da major diagonal que passa pelo 
vertice A? 

c) Qual e o volume desse prisma? 






1. CONCEITUA<pAO 

Sejam uma regiao poligonal convexa A^AoA y .A, r con- 
tida em urn piano a, e um ponto V, nao-pertencente a ot. 
Consideremos todos os segmentos de reta que possuem 
uni extreme pertencente a regiao poligonal e o outro ex- 
tremo V'. 



A reuniao de todos esses segmentos de reta e uni poli- 
edro chamado de pi r amide limitada ou simplesmente 
piramide de vertice V e base A t A 2 A 3 .. ,A„. Indicamos essa 
piramide por VAjA^-.-A,,. 


Elementos da piramide 

• O ponto V e chamado de vertice da piramide. 

• A regiao poligonal A { A 2 A- 3 ..A n e chamada de base da 
piramide. sendo A h A 2 , A 3 , ..., A„ os vertices da base. 

• O poKgono A^Ay.A,, que limita a base e chamado de 
poligono da base da piramide. 

• As demais faces, exceto a base, sao chamadas de faces 
laterals da piramide. Por exemplo. os triangulos 

A 2 VAy A 3 VA a , ... sao faces laterals. 

• Os lados da base sao chamados de arestas da base da 
piramide. Por exemplo, AjA 2 , A 2 A 3 , A 3 A 4 , ... sao arestas 
da base. 

• As demais arestas. exceto as das bases, sao chamadas 
de arestas laterals da piramide. Por exemplo, A,V. 
A 2 V, A^y , ... sao arestas laterals. 

• A distaneia entre o vertice Vq o piano da base e chama- 
da de altura da piramide. 

• A soma das areas de tod as as faces laterals e chamada 
de area lateral da piramide. 

• A soma da area lateral com a area da base e chamada 
de area total da piramide. 

Nomenclature 

Uma piramide e classificada de acordo com o nuniero 

de arestas da base. 





Piramide triangular 



Piramide quadrangular 



Piramide hexagonal 


2. PIRAMIDE REGULAR 

Uma piramide e regular se. e somente se, sen po- 
ligono da base e regular e a projecao ortogonal de seu 
vertice sobre o piano da base e o centra da base. 


Exemplos 




Piramide regular quadrangular 
{0 ponto Oeo centre do quadrado ABCD .) 


V 



Piramide regular hexagonal 
(0 ponto Oeo centra do hexcigono regular ABCDEF.) 


Note que em toda piramide regular as arestas laterals sao 
congruentes entre si e as faces laterals sao triangulos isos- 
celes consruentes entre si. 
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Apotema de uma piramide regular 

Chama-sc apotema de uma piramide regular todo seg- 
mento de reta cujos extremos sao o vert ice da piramide e 
o ponto medio de um dos lados da base. 


/ 

/ / 


/ 


// 


1/ 


A 

a * 


V ft 


/ 


/t 

/ jt 

/ 

m 

f ii 
/ 1 
/ / 


J I J V 


A \ 


\\ \ 
l i 


/ i 

i i 

I 

/ / 
j / 

I 


I v 


i V 


/ ’7 


Apotema da 
base 


Apotema da 
piramide 


- \ 

\ \\ 

\ \\ 



\ / M 


Ponto medio 


Pelo teorema de Pitagoras, temos: 


I V 


\\ 


H 


m 




. / % 

if 


it * 


l \ \ 


r 


m 


H 2 + r 2 = m 2 


in 2 + 




b V 




= V- 


Note que o apotema da piramide regular e a altura de um 
triangulo isosceles que e face lateral da piramide. 


Apotema da base de uma piramide 
regular 

O apotema do polfgono da base da piramide regular e 
chamado de apotema da base da piramide. 


O teorema de Pitagoras e a piramide 
regular 

Em uma piramide regular, sejam: 

• H a medida da altura; 

• m a medida do apotema da piramide; 

• r a medida do apotema da base; 

• b a medida de uma aresta da base; 

• t a medida de uma aresta lateral; 

• R o raio da circunferencia circunscrita ao polfgono da 
base. 


* 


H 


H 2 4- R 


V- 


$ 


R 




r EXERCICI 05 RESOLVIPOS 


Calcular a area lateral (A f ) e a area total (A,) tie uma pi- 
ramide regular hexagonal cuja altura mede 4 cm e uma 

aresta da base mede 2 J3 cm . 

Resolu^ao 


A 

ft itj, 


/ 7 

f'j 
/ */ 

/ if 

t / 


/ 


H 



fk 

ffW 

J ; 1 1 


// iSy 
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L V V 
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/ if 1 I A \ 

Jr * 1 I 1 ill \ 
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T || \ 

\«v\ 

■ J L 

1 l 

/ ' j y i i \ \ 

/ / 1 \ \ \ 

i ‘1 \ 

\ u \ 

/ ft \ i\ \ 

uW 

/ w \ A ' 

/ i i r H p| \ 


\ A \ 

jf f r 

jf J | § " "\ 

1 i <i V 

/ , 1 ■ 


V v\ \ 
i i \ v 
\ \ 1 


e 


m 


m 


i ^ 


/ 


/ 


fj 




! A 

I v° 



\z 

¥ 


2V3 


cm 
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Sendo m a medida do apotema da piramide e r a medida 
do apotema da base, temos, pelo teorema de Pitagoras: 

42 + ,.2 - m z {1) 

O apotema da base (/-) e a almra de urn triangulo equila- 
tero de lado 2-73 cm. 



Pelo teorema de Pitagoras. temos: 

r 2 4- ( 73 ) 2 = (2j3 )'=> 
r l + 3 = 12 r— 3 cm 


Substituindo r = 3 em (I), obtemos: 

4 2 + 3 2 = m 1 rn — 5 cm 

Assim, cada face lateral da piramide e um triangulo isos- 
celes de base 2j3 cm e altura 5 cm. 

Sendo A, a area de uma face lateral, temos: 


Resolucdo 

Um tetraedro regular e uma piramide regular triangu- 
lar cujas arestas sao congruentes entre si; logo, as quairo 
faces do tetraedro regular sao triangulos equilateros. 



(I) 


De (I), temos: 


m 2 — a 2 — 


a 


nr — 


3a_ 

4 


. m = 


a J~3 


O apotema r da base mede — da altura a i~ - de um 


2 


triangulo equilatero de lado a, 011 seja: 

1 dtfi 


r — 


_ a 7 3 



2j3 • 5 

o 



Substituindo m = 




era (II). temos: 


/ 

\ 

/ 

\ 

/ 

\ 

/ 

\ 

/ 

\ 

/ 

1 

\ 

\ 

/ 

\ 

/ 

1 

1 

\ 

/ 5 

cm 

/ 

ft 

1 

/ 

\ 

\ 

\ 

/ 

\ 

/ 

\ 

\ 

/ 

.3 \ 


2 V3 cm 


A area lateral A,, e igual a seis vezes a area de uma face 
lateral A,, ou seja: 

A ( — 6 • 5 cm 2 => A t - 30 JJ cm 2 

A area B do hexagono regular da base da piramide e 6 
vezes a area de um triangulo equilatero de lado 

2 7^ cm e altura 3 cm, isto e: 

B = 6 * - 3 cm 2 - 1873 cm 2 

2 

A area total A, e a soma da area lateral A c com a area da 
base B, ou seja: 

A, =A C + B= (30 + 1873 ) cm 2 - 48 73 cm 2 

R.2 Calcular a medida H da altura de um tetraedro regular 
cujas arestas tern medidas iguais a a. 



3. VOLUME DE UMA PIRAMIDE 
QUALQUER 


O volume 1/ de uma piramide quaiquer e igual 
a — do produto da area B de sua base por sua al- 
tura H. 
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EXERCICIOS RESOLVIDOS 

R.3 Uma piramide de altura 8 cm tem como poligono da base 
um triangulo retang ulo de catetos 3 cm e 4 cm. Calcutar 
o volume dessa piramide. 


H = 8 cm 


4 cm 

3 cm 

Resolugao 

A area B da base da piramide e: 

B ~ ? * cm 2 =>3 = 6 cm 2 


4 cm 


3 cm 

■- 

Assim. o seu volume V 6: 

V = — oh => V = — • 6 • 8 cm 3 
V — 16 cm 3 

R.4 O apotema de uma piramide regular quadrangular mede 
1 3 cm e o apotema de sua base mede 5 cm. Calcular o vo- 
lume dessa piramide. 

Resolugao 

Sendo H a medida da altura da piramide. temos. pelo 
teorema de Pitagoras: 

H 2 + 5 2 =■ 13 2 .’.//= 12 cm 

a, 

/ >. 

jr I v\ V 
/j I 11\ 

/ i 1 1 V \ \ 

Jr m II '■ ’L 

/ i I "li \ \ 

jjjr ■ I \ . \ 

/ , H '43 cm \ 

f ■*"" — ”■ ™ ^ » “■ i 

Jr I “ ^ - ‘Tt| " i, jr 

/ / m \ \s 

/' 5cm s 





Como o apotema de um quadrado mede metade da me- 
dida de um lado, temos que cada aresta da base mede 
10 cm e. portanto, a area da base € B — 100 cm 2 . Assim, 
o volume V da piramide e: 





100 * 12 cm 3 = 400 cm 3 


4. TRONCO DE PIRAMIDE DE BASES 
PARALELAS 

Considereraos um piano a paralelo a base de uma pi- 
ramide separando-a em dois poliedros. Um desses dois 
poliedros e uma piramide, e o outro e um tronco de pira- 
mides de bases paralelas. 



V 


X. 

// 7 


// 


f / 
/ 
£ 


/ 


/ s. 


f 

/ 




J r 

// 


jf 


\ 


V 


TT \ 


\ 


v 


Tronco T da piramide 
{A distancia entre as duas bases 
e a attura do tronco.) 


Note que o volume V T do tronco e igual a diferen^a entre 
os volumes V r e V p , , das piramide s P e P\ respectivamen- 
te, isto e: 



Jf EXERCICIO RESOLVIPO 

R.5 A altura de uma piramide regular quadrangular mede 
18 cm, e cada aresta da base mede 12 cm. Um piano a, 
paralelo a base e distante 9 cm do vertice, interCepta a pi- 
ramide. Calcular o volume do tronco de piramide assim 
deter minado. 
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Resolugao 



Os triangulos VAB e VDC sao semelhantes: 



Como os lados correspondentes sao proporcionais, ie- 


mos 


18 

9 



3 cm, e, portanto, a base 


menor do tronco e urn quadrado de lado 6 cm. 

O volume V y .do tronco de piramide e a diferenga enlre o 
volume da piramide original e o da piramide acima do 
piano ex, isto e: 



12 3 * 18 - 





cm 3 = 756 cm 3 



EXERCICIOS &AS\C05 


B.l Calcule a medida do apotema de uma piramide regular 
de altura 20 cm cujo apotema da base mede 15 cm. 

B.2 0 apotema de uma piramide regular e a altura medem, 

respecti vamente, 13 me 12 m. Calcule a medida do apo- 
tema da base dessa piramide. 

B.3 O apotema de uma piramide regular e uma aresta da base 
medem, res pecli vamente, 8 cm e 12 cm. Calcule a medi- 
da de uma aresta lateral dessa pir&mide. 

B.4 Calcule a medida da altura de urn tetraedro regular cujas 
arestas tem medidas iguais a 3 cm. 

B.5 (U. Taubate-SP) A soma S das areas das faces de um te- 

traedro regular de aresta a 6: 

a) a 2 c) 4et 2 e) Jl a 2 

b) a 2 d) VF a 1 

B.6 A altura de um tetraedro regular mede 2 ,/F cm. Calcule: 

a) o apotema do tetraedro; 

b) o apotema da base; 

c) a area total. 

B.7 Calcule a area lateral A.^ e a area total A.^ de uma piramide 
regular hexagonal cuja altura mede 6 cm e uma aresta da 
base mede 3>/3 cm. 

B.8 Calcule a area lateral A ( e a area total A, de uma piramide 
regular quadrangular ern que a altura mede 8 cm e o apo- 
tema da base mede 6 cm. 


B.9 Calcule a area i ateral A t e a area total A. de uma piramide 
regular triangular de altura J6 cm e aresta da base 6 cm. 

B.10 lima piramide de altura 8 dm tem como poii'gono da base 
um triangulo retangulo de catetos 2 dm e 4 dm. Calcule 
o volume dessa piramide. 

B.ll Calcule o volume de uma piramide de altura 6 cm cujo 
poligorio da base e um triangulo isosceles de lados 
13 cm, 13 cm e 10 cm. 

B.l 2 Qual e o volume de uma piramide de altura 15 cm, cujo 
polfgono da base e um trapezio isosceles de lados 5 cm, 
5 cm, 4 cm e 10 cm? 

B.13 Calcule o volume de uma piramide regular quadrangular 
de altura 6 cm e aresta da base 4 cm. 

B.14 Calcule o volume de uma piramide regular triangular de 
altura 1 0 cm e aresta da base JJ cm. 

B .15 Calcule o volume de uma piramide regular hexagonal de 
altura 5 m e aresta da base 4 ,J?> m. 

B.16 Calcule a area total e o volume de um oclaedro regular 
cujas arestas medem 2 cm. 


< 

u 

< 

a. 

\A 

< 

5 

H 

yj 


O 

QJ 

o 


D 



B.17 (UEPA) A tigura abaixo representa uma piramide qua- 
drangular regular, cuja aresta da base mede 6 cm e a 
altura 10 cm. Calcule; 

a) o volume da piramide; 

b) a area da seegao transversal feita a 4 cm do vertice; 

c) o volume do tronco obtido. 


* 





6 cm 


* 


Defmigao. Seegao transversal de uma piramide 6 qual- 
quer interseccao nao-vazia e nao-unitaria da piramide 
com um piano paralelo a sua base. 
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EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


C.l A figura mostra uma piramide regular quadrangular de 
altura 9 cm e apotema da base 3 -,/3 cm. Calcule a medi- 
da do angulo form ado pelas faces VAD e VBC. 

V 


C.3 


C.5 



C.2 A figura representa um cubo de aresta 4 cm. Retirando 
se desse cubo a piramide FBGE, qua! e a me a total do po- 
liedro remanescente? 


A 



(Fuvest-SP) Qual e a altura de uma piramide regular qua- 
drangular que tem as oito arestas iguais a J2 ? 

a) JT c) Jl e) J T 

b) JIJ d) 7^5 

C.4 (UFF-RJ) Considere o tetraedro regular MPQR t de ares- 
ta a. representado na figura. 

Q 



Determine a drea do triangulo MNP. em f'un^ao de a, sa- 
bendo que N e ponto medio de OR, 

(Uuirio) Um prisma de altura 11 e uma pirdmide tem ba- 
ses com a mesma area. Se o volume do prisma e a metade 
do volume da piramide, a altura dessa piramide e: 


a) 


H 


b) 


3 


c) 2 11 


d) 5 H 


e) 6 H 


C.6 


(UFRGS) Numa piramide regular, a base e um quadrado 
de lado a. Suas faces laterals sao triangulos equilateros. 
O volume dessa piramide e: 


Jl 

a) \ 2 

. d) 

f •• 

b) — a 3 

6 

e) 

73 3 

6 

* J2 3 

c) — - — a 3 




C.7 (UECE) Numa piramide quadrangular regular, uma 
aresta da base mede ijl cm e uma aresta lateral mede 
722 cm. O volume dessa piramide. em cm 3 , e: 

a) 7j2 c) 9j2 

b) Sjl d) 10V2 

Sugestao. Desenhe um triangulo retangulo tendo a altura 
da piramide como um dos catetos e uma aresta lateral 
como hipotenusa. 

C.8 Uma piramide regular triangular tem altura 9 m e o apo- 
tema da base 2 m. Calcule o volume dessa piramide. 

C.9 A medida da altura de uma piramide regular quadrangu- 
lar e igual a medida de uma diagonal de sua base. Saben- 
do que o apotema da piramide mede 6 cm. calcule o vo- 
lume dessa piramide. 

C.10 O apotema de um teuaedro regular mede 3 cm. Calcule 
o volume desse tetraedro. 

C.ll O apotema da base de um tetraedro regular mede 2 cm. 
Calcule o volume desse tetraedro. 

C.12 Um tetraedro regular tem arestas de 6 cm. Calcule 0 vo- 
lume desse tetraedro. 

C.13 Chama-se ‘‘tetraedro trirretangulo” toda piramide trian- 
gular que possui um angulo triedrico trirretangulo (as 
tres arestas sao perpendiculares entre si). Calcule 0 volu- 
me de um tetraedro trirretangulo cujas arestas do angulo 
triedrico trirretangulo medem 4 cm. 


/la 

/ 1 

/ * 


/ 


1 4 cm 


> 

1 


4 cm 


4 cm 


C.I4 Uma piramide regular quadrangular de altura 8 em e 
aresta da base 4 cm e seccionada por um piano paralelo 
a base e distante 2 cm de seu vertice. Calcule o volume 
do titan CO de piramide assim deterniinado, 
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1. CILINDRO CIRCULAR 

Sejam a e |3 dais pianos paralelos distintos, uma reta 
s secante a esses pianos e uni cfrculo C de centra O con- 
tido em a. Consideremos todos os segmentos de reta, 
paralelos a s, de modo que cada urn deles tenha urn ex- 
tremo pertencente ao cfrculo C e o outro extremo per- 
tencente a (3. 



A reuniao de todos esses segmentos de reta e um sdli- 
do chamado de cilindro circular limitado de bases C e 
C' ou simplesmente cilindro circular. 

Nota 

Ha outros tipos de cilindro (por exemplo, o cilindro de 
bases elfpticas), porem trataremos nesle curso apenas dos 
cilindros circulares; por comodidade. as vezes omitire- 
mos a palavra '‘circulares", chamando-os simplesmente 

de cilindros. 

Elementos do cilindro circular 



• Os efrculos C e C' de centros O e O', respectivamente. 
sao chamados de bases do cilindro. 


A reta 00' e ehamada de eixo do cilindro. 

A distancia entre as bases e ehamada de altura do ci- 
lindro. 


Todo segmento de reta paralelo ao eixo GO que tern 
extremidades pertencentes as circunferencias das ba- 
ses e chamado de geratriz do cilindro. 


• Chama-se area lateral A ( do ci lindro a area da superfi- 
cie obtida pela reuniao de todas as geratrizes. 

° Chama-se area total A r do cilindro a soma da area la- 
teral com as areas das bases. 

Cilindro circular refo 

Cilindro circular reto e todo cilindro circular 
cujas geratrizes sao perpendicu lares aos pianos das 
bases. 


h 

j — 

Cilindro circular reto 

Em todo cilindro circular reto a medida h de uma ge- 
ratriz e a altura do cilindro. 

O cilindro circular reto tambem e conhecido por cilin- 
dro de revoluyao, pois pode ser obtido por uma revolu- 
yao (rotacao) de 360° de uma regiao retangular em tomo 
de um eixo que contem um de seus lados. 


CJ> 


0 ‘ 


o 




v 


V 


1 


/ 


/ 


Cilindro de revolucao 


i 


an 
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Nota 

Cilindro circular oblfquo e todo aquele que nao e reto. 


7 

/ 

/ 

, Cilindro circular oblique 



Seccao meridiana d© um cilindro 
circular 

A interseccao de um cilindro circular com um pia- 
no que passa pelos centres de suas bases e chamada 
de seccao meridiana do cilindro. 


dro, corte sua superffeie lateral sobre uma geratriz e, por 
fim, planiftque (coloque sobre um piano) as tres regioes 
obtidas. 



Superficie lateral 

2nr 



A area do retangulo equivalente a superffeie lateral do 
cilindro e a area lateral A t do cilindro, ou seja: 






Cilindro circular reto Secgao meridiana 


Qualquer sectcao meridiana de um cilindro circular 
reto e uma regiao retangular. 

Cilindro equilatero 

Todo cilindro circular reto cujas seccoes meridia- 
nas sao quadradas e chamado de cilindro equilatero. 



Cilindro equilatero Seccao meridiana 


No cilindro equilatero a altura e igual ao diametro da 
base: 



A f — 2% rh 

A area total A, do cilindro e igual a soma da area lateral 
A t: com as areas das duas bases, ou seja: 

A, = 2%rh + nr 2 + jtr 2 ^ A, = 2nrh + 2nr 

A t ~ 2nr(h + r ) 



EXERCICIO RESOLVIPO 


R.l Calcular a area lateral A, e a area total A, de um cilindro 
equilatero de raio da base 5 cm. 

Resolugao 

A altura de um cilindro equilatero e igual ao diametro da 
base, logo: 




to cm 


2. AREA LATERAL E AREA TOTAL DE UM 
CILINDRO CIRCULAR RETO 

A superffeie de um cilindro circular reto de altura h e 
raio da base r e equivalente a reuniao de uma regiao re- 
tangular, de lados 2nr e h , com dois cfrculos de raio r. 
Para en tender essa afirmaeao, retire as bases de um cilin- 


A area lateral A t e a area do retangulo de lados 1 Otc cm e 
10 cm, ou seja. A, = 1 Ott - 10 cm 2 A, — lOOrc cm 2 . 
A area B de cada base e a area de um cfrculo de raio 
5 cm. ou seja, B — k • 5 2 cm 2 B ~ 25tt cm 2 , 

A area total A, e a soma da area lateral com as areas das 
duas bases: 

A, = lOOrocm 2 + 25 item 2 + 25 item 2 A, = 150tu cm 2 




3. VOLUME DO CILINDRO CIRCULAR 


0 volume V de um cilin- 
dro circular de altura h e 
rai o da base r e igual ao pro- 
duto da area da base, nr 2 , 
pela altura h, isto e: 

- 7 ir 2 h 


hr 



EXERCIC10 RESOLVIDO 

R.2 Calcular o volume de um cilindro circular de altura 
10 cm e raio da base 3 cm. 

Resolugao 


10 cm 


V - - 

I 

v l 


3 cm 


A area B da base do cilindro e: 

B = n3 2 cm 2 B = 9n cm 2 

O volume V do cilindro e o produio da area da base por 
sua altura: V = 9it • 10 cm 3 => V — 90ir cm 3 . 

4. TRONCO DE CILINDRO RETO COM 
UMA BASE CIRCULAR 

Um piano a que intercepta todas as geratrizes de um 
cilindro circular reto separa-o em dois solidos chamados 

de troncos cle cilindro com uma base circular. 



Geratriz menor 
do tronco T 


Geratriz maior 
do tronco V 


Volume de um tronco de cilindro reto 
com uma base circular 

Consideremos um tronco de cilindro circular reto que 
possui uma base circular S de raio r, a geratriz maior me- 
dindo G e a menor medindo g. 




Prolongando suas geratrizes de modo a format' um ci 
lindi'O circular reto de bases S e S', e altura G + g. temos 



9 




Esse cilindro e coraposto por dois troncos congruentes, 
possuindo. cada um, uma base circular de raio r, a gera- 
triz maior medindo G e a menor medindo g . Assim, cada 
um desses troncos possui volume V igual a metade do vo- 

V c 


lume V c do cilindro, V 


, ou seja: 


v= ?tr 2 (G + g) 


Note, portanto, que esse tronco e equivalente (tem o mes- 
rao volume) a um cilindro circular reto de raio da base r, 
cuja altura e a media aritmetica entre as medidas das ge- 

Q + p 

ratrizes maior e menor do tronco, — — — . 



R,3 


EXERC1C10 RESOLVIDO 

Um copo cilindrico, cujo diametro intemo mede 6 cm e 
cuja altura interna mede 10 cm. content um certo volume 
de agua. fnc l i nan do o maximo possivel esse copo, sem 
derramar a agua. obtemos a rnedida descrita na figura 
abaixo. Qua! e o volume da agua contida no copo? 
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Resolugdo 

O volume da agua e o volume do seguinte tronco de ei- 
indro circular reto de base circular: 



Esse ironco e equivalente ao seguinte cilindro circular 
reto: 



10 + 3 
2 


cm = 9 cm 



Logo, o volume V do tronco e: 

V = K • 3 ; ■ 9 cm 3 => V = 8 Itc cm 3 

SB 

Jr EXERC1CIOS BASICOS 

B.l Calcule a area lateral e a area total de um cilindro circu- 
lar' reto de altura 10 m e raio de base 3 m. 

B.2 tUFPE) Uni conteiner, na forma de um cilindro circular 
reto, tem altura igua a 3 m e area total (area da superficie 
lateral mais areas da base e da tampa) igual a 20jt m 2 . 
Calcule. em metros, o raio da base desse conteiner. 


B.3 A area lateral de um cilindro circular reto e igual a meta- 
de da area total. Calcule a altura desse cilindro, sabendo 
que o raio da base mede 5 cm. 

B.4 Um cilindro equilatero tem altura 20 cm. Calcule a area 
lateral e a area total desse cilindro. 


B.9 (U. E. Londrina-PR) Dois recipientes cilfndricos tem al- 

tura de 40 on e raios da base medindo 10 cm e 5 cm. O 

1 

maior deles contem agua ate — de sua capacidade. 


h 



5 


Essa agua e despejada no reeipiente menor. alcancando 
a altura h, de: 

a) 32 cm c) 16 cm ej 10 cm 

b) 24 cm d) 12 cm 


B.10 (UNIR) Um lapis com a 
forma de um cilindro cir- 
cular reto tem 8 mm de 
diametro e 1 6 cm de com- 
primento. O graft te, com 
a mesma forma cilfndrica, 
tem 3 mm de diametro. 
confomre mostra a fisura 

is-p- 

ao lado. 


3 mm 




1 

8 mm 


16 cm 


O volume de madeira usada na fabricafao do lapis e, em 
centfmetros cubicos, igual a: 

a) l,27t c) 2,5 jc e) 3,2rc 

b) it d) 2,2jt 


B.5 Calcule o volume de um cilindro circular de altura 8 dm 
e raio da base 2 dm. 

B.6 Calcule o volume de uni cilindro equilatero cujo raio da 
base mede 4 cm. 

B.7 (U. F. Ouro Preto-MG) Um cilindro equilatero tem volu- 

me V= 167t cm 3 ; sua altura e: 

a) 2 cm c) 2lf~\6 cm e) ifl cm 

b) lfl6 cm d) 4 cm 

B.8 (FGV-SP) Um produto e embalado em reeipiente com 
formato de cilindros retos. O cilindro .4 tern altura 20 cm 
e raio da base 5 cm. O cilindro B tem altura 10 cm e raio 
da base 1 0 cm. 

a) Em qual das duas embalagens gasta-se menos mate- 
rial? 

b) O produto embalado no cilindro A e vendido a 
R$ 4,00 a unidade, e o do cilindro B. a R$ 7,00 a uni- 
dade. Para o consumidor, qual a embalagem mais 
vantajosa? 


B.il (Cesgranrio) Um reeipiente com a forma dc um cilindro 
reto, cujo diametro da base mede 40 cm e altura 

— — - cm. armazena um certo lfquido, que ocupa 40% 

71 

de sua capacidade. O volume do lfquido contido nesse 
reeipiente e, em litros, aproximadamente, igual a: 
a) 16 b) 18 c) 20 d) 30 e) 40 

B.12 Calcule o volume de um tronco de cilindro reto cuja base 
circular tem raio de 3 cm, a geratriz menor mede 4 cm e 
a maior mede 6 cm. 



3 cm 


JP EXERCICIOS COMPLEMENTARES 

C.l Urn eilindro circular reio de raio da base 5 cm possui 
uma secqao meridian a equivaiente a uma de suas bases. 
Calcuie a area lateral e a area total desse eilindro. Lem- 
brete. Figuras planas equivalentes sao figuras de areas 
iguais. 

C.2 Uma seccao meiidiana de urn eilindro equilatero tern 
area 100 m-. Calcuie a area lateral e a area total desse ci- 
lindro. 


C.3 Calcuie a razao —r—-, em que A, e a area lateral e A, e a 

A-i 

area total de uni eilindro equilatero de raio da base R. 


C.4 Uma lata de oleo. sob a forma de um eilindro circular re- 
to r tem raio da base 5 cm e seu volume e 1 €. Qual e a 
altura da lata? 


C.5 (U. F. Santa Maria-RS) Um orizicultor pretende cons- 

truir n m deposito cujo formato e dimensoes aparecem na 
fisura. AB e um arco de circunfereneia de centra C. as 
medidas DFeEG sao iguais e valcm a metade da medida 
DE. Nessas condiqoes. a medida da area da cobertura. 
em m 2 , vale: 

a) 4 ti ,J2 c ) 80 tt Jl e) 400 

b) 4071^2 d) 10071^2 

20 m 


4 


D 


G 


B 


120 


H 


20 m 


6 m C 6 m 


C.6 (FEI-SP) No projeto de um predio foi iniciaimente pre- 
vista a constnieao de um reservaldrio de agua com forma? 
to cilfndrico, cujas medidas seriam: raio da base igual a 
2 m e altura igual a 3 m. Depois foi constaiado que o vo- 
lume do reservatorio havia sido subestimado. sendo ne- 
cessario, na verdade. o dobro do volume iniciaimente 
previsto. Qual dev era ser a medida do raio da base, saben- 
do que a altura do reservatorio nao podera ser alterada? 

a) 4 m c) 2 Jl m e) 6 m 

b) 3 m d ) ^2 m 

C.7 (U. Gama Filho-RJ) Utilizando-se uma torneira cuja va- 

zao e de 10 litros por minute, o tempo necessario para 
encher completamente um reservatorio cilindrico de 
70 cm de altura e 2 tn de diametro e de aproximadamente: 

a) 22 min c) 2 h e 15 min e) 4 h 

b) 1 h e 28 min d) 3 h e 40 min 

C.8 (Fatec-SP) Um tubo de vidro. com forinato de eilindro 
circular re to. e graduado com uma eseala e esta cheio de 


agua ate a borda. Veja as figuras. O diametro interno do 
tubo e 5 cm. hiciinando-o paulatinamente, despeja-se a 
agua nele con Lida ate que atinja a marca que disia da bor- 
da — cm. O volume da agua despejada e: 

7t 

a) 25 cm 3 c) 75 cm 1 e) 125 cm- 

b) 50 cm 3 d) i 00 cm 3 



C.9 (UDESC) Um cubo de aresta h e i nscrito n um eilindro de 
mesma altura. A area lateral desse eilindro e: 



C) 2 

d) jt ■ h 2 Jl 



Nota. Um prisma se diz inscrito em um eilindro quando 
todos os sens vertices pertencem as circunferencias das 
bases do eilindro. 


C.10 (Enem) Uma garrafa cilfndrica esta fechada, contendo 
um liquido que ocupa quase completamente seu corpo, 
conforme mostra a figura. Suponha que. para fazer me- 
diqoes. voce disponha apenas de uma regua milimetrada. 




I) Para ealcular o volume do liquido eontido na garrafa. 
o numero mfnimo de medigoes a serein realizadas e: 

a) 1 c) 3 e) 5 

b) 2 d) 4 



Para ealcular a capacidade total da garrafa. lembran- 
do que voce pode vira-la, o numero mfnimo de medi- 
coes a serem realizadas e: 

a) 1 c) 3 e) 5 

b) 2 d) 4 



315 


GEOMETRIA ESPACIAL 


UNIDADE 9 



1. SETOR CIRCULAR — REVISAO 

Vamos estudar neste capftulo o cone circular. Para isso 
e necessario rever o calculo da medida do angulo central 
e da area de uni setor circular. 

Angulo central do setor circular 

A medida, ern radianos, do angulo central de um 
selor circular de raio r cujo arco tem comprimento € 

, i 


tenios: 



6 = — rad 
r 



EXERCICIO RESOLVIDO 




R.1 


Um setor circular de raio 5 cm tem arco de comprimento 
It) cm. Calcular a medida do angulo central desse setor. 
Resolugao 



cm 


0 - 


10 


rad = 2 rad 


Area do setor circular 

A area A de um setor circular de raio r cujo arco 

£r 

tem comprimento £ e dada por A = — — , 


A = 


€nr 2 
2 k r 


A = 


£r 



EXERCICIO RESOLVIDO 


R.2 Calcular a area de um setor circular de raio 4 cm cujo 
arco tem comprimento 6 cm. 

Resolugao 



A — . ^ cm 2 => A = 12 cm 2 


9 


2. CONE CIRCULAR 

Sejani um circulo C de centra O contido em um piano 
a e um ponto V uao-pertencente a a. 

Consideremos todos os segmentos de reta que pos- 
suem um extremo pertencente ao circulo e o outro 
extremo e V. 

v 


a 



De fato, resolvendo a seguinte regra de tres: 


Comprimento 
do arco 

Area 

/ 

/ 

f 

1 

t 

1 2rtr 

nr 2 

1 

\ 

v 

e 

A 

li 

\ 



A reuni ao de todos esses segmentos de reta e urn soli- 
do chamado de cone circular S r mi ta do de base C e veiti- 
ce V ou simplesmente cone circular. 

Nota 

Ha outros tipos de cone (por exempio. o cone de base 
eliptica), porem neste curso Lrataremos apenas do cone 
circular, Por comodidade, as vezes omitiremos a palavra 
“circular”, chamando-o simplesmente de cone. 
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Elementos do cone circular 


V 



Base 


• O cfrculo C e o ponto V sao chamados respectivamente 
de base e vertice do cone. 

• A reta OV e chamada de eixo do cone. 

• O raio do cfrculo C 6 chaniado de raio da base do cone, 

• A distancia do vertice ao piano da base e chamada de 
altura do cone. 

• Todo segmento de reta. cujos extremos sao o ponto V e 
um ponto da circunferencia da base, e chamado de 
geratriz do cone. 

• A area lateral A ( do cone e a area da superffcie obtida 
pela reuniao de todas as geratrizes. 

• A area total A t do cone e a soma da area lateral com a 
area da base. 

Cone circular reto 

Cone circular reto e todo cone circular cujo eixo 
e perpendicular ao piano da base. 


Em todo cone circular reto, a 
altura e a medida do segmento 
cujos extremos sao o vertice Veo 
centra O da base. 



O cone circular reto tambem e conhecido por cone de 
revolucao, pois pode ser obtido por uma revolucao de 
360° eni torno de um dos catetos de uma regiao limitada 
por uni triangulo retangulo. 


Cone obliquo e todo cone cujo eixo nao e perpendi 
cular ao piano da base. 


v 



Sectpao meridiana de um cone circular 

A interseecao de um cone circular com um piano 
que passa pelo vertice e pelo centra da base e chamadai 

de sec^ao meridiana do cone circular. 



Qualquer seccao meridiana de um cone circular reto e 
uma regiao triangular isosceles. 

Cone equilatero 

Todo cone circular reto cujas sec^oes meridianas 
sao regtoes iimitadas por triangulos equilateros e 
chamado de cone equilatero. 





A 


/ r 



triangulo equilatero 



Seccao meridiana 


Cone de revolucao 


Em todo cone equilatero a medida g de cada geratriz e 
igual ao difimetro 2 r da base: 

g = 2r 
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3. O TEOREMA DE PITAGORAS E O 
CONE CIRCULAR RETO 

Consideremos uma seccao meridiana de um cone 
circular reto tal que o raio da base, a geratriz e a altura 
megam r, g e /?, respectivamente. 

Pelo teorema de Pitagoras, temos que: 


g 2 « r 2 + h 2 




EXERCICIO RESOLVIDO 


R.3 Calcular a medida da altura de um cone circular reto cujo 
raio da base mede 5 cm e uma geratriz inede ) 3 cm. 

Resolucao 

jp 

Pelo teorema de Pitagoras, temos que: 


h 1 + 5 2 = 13 2 => k 2 = 144 h - 12 cm 


por fim, planifique (coloque sobre um piano) as duas re- 
sides oblidas. 




Note que o comprimento do area do setor e o comprimeiito 
da circunferencia da base do cone. 

A area do setor equivaiente a superficie lateral do cone 
e a area lateral A e do cone, ou seja: 

A 2 nrg , 

A ( = — => A c = Tirg 

A area total A, do cone e a soma da area lateral com a 
area da base, ou seja: 


A, = 71 rg + Kr-=> Ax = 7t r{g + /•) 

A medida 0 do angulo central do setor equivaiente a 
superficie lateral do cone e: 



4. AREA LATERAL E AREA TOTAL DE UM 
CONE CIRCULAR RETO 

A superficie de um cone circular reto de raio da base r 
e geratriz de medida g e equivaiente a reuniao de um 
circulo de raio r com um setor circular de raio g cujo arco 
mede 2 tt/\ Para visual izar essa equi Valencia, retire a base 
do cone, corte sua superficie lateral sobre uma geratriz e. 


W 

R.4 


0 _ 2ur_ ra( j 
8 


8 = 


360° • r 
8 


EXERCICIO RESOLVIDO 

Dado um cone circular reto de raio da base 6 cm e altura 
8 cm, calcular: 

a) a area lateral do cone; 

b) a area total do cone; 

c) a medida, em graus. do angulo central do setor circu- 
lar equivaiente a superficie lateral do cone. 

Resolugao 

Pelo teorema de Pitagoras. temos que: 


g- — 8 2 + 6 g 1 — 100 g = 10cm 


8 cm 


9 


6 cm 
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PlanifLcando a snperficie do cone, leraos: 


10 cm 


® Superficie 
lateral 


10 cm 


2ti ’ 6 cm = 12 ji cm 



Base 


a) A area lateral A, e: 


. 12:r * 10 , , 

A t — cm- => A f = 60 jt cm" 


b) A area B da base do cone 6: 

B = 7t ■ 6 2 cm 2 => 5 = 36 ji cm 2 

Assim, a area total A, e: 

Af = A £ A B => A, = 607E cm 2 + 36 tc cm 2 
A, — 96jtcm :1 

c) A medida 0 do aneulo do setor e: 

r >W_r 


12k 

9 = ■ rad 


0 — JM? rad 


10 5 

Lembratido que k rad equivalem a 1 80°. temos: 

6 • 180° 


0 = 


0 = 216* 


5. VOLUME DO CONE CIRCULAR 

O volume V de um cone circular de altura h e raio 

1 


da base r e igual a , 

3 

icr 2 , pel a altura /;, isto e: 


do produto da area da base. 


1 


V= -i-nr 2 h 
3 


/ 1 

r J 



EXERCICIOS RESOL VI DOS 


R.S Um cone circular de vertice L e centre da base O e tal que 
o segmento de reta LO niede 12 cm e forma com o piano 
da base um angulo de 60°. Calcular o volume desse cone, 
sabendo que o raio de sua base mede 4 cm. 

Resolucao 

A medida h da altura e obtida por: 


R.6 


sen 60° = 


12 


JJ 


12 


h — 6 Jd c 


cm 


A area B da base e: 

B = tc * 4- cm 2 


B — 16k cm? 



h 


Logo, o volume V do cone e: 


V = i Bh 


\ V= 32n 


V — ■ 1 6n * 6 J2 cm 3 


cm- 


O raio da base de um cone equilatero e r. Calcular o 
volume desse cone, em funqao de r. 

Resolugao 

Qualquer geratriz do cone equilatero tern a mesraa medi- 
da do diametro da base. 


2r 


Pelo teorema de Pitagdras, temos: 


k 2 + r 2 — (2 r) 2 
A area B da base e: 


k 2 = 3rV. h — rj3 


B = Jtr 2 


Logo, o volume V do cone e: 


V= 4- Bh V= 4- ■ 7t r 

J J 


rj 3 :.V~ 


Kt 


3 




al 

I- 



O 

UJ 
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6. TRONCO DE CONE CIRCULAR DE 
BASES PARALELAS 

Consideremos urn piano a paralelo a base de um cone 
circular separando-o em dois soiidos. Um desses dots 
soli dos e um cone e o outro e um tronco de cone circular 
de bases paralelas. 





Cone C 1 



Tronco T do cone 
{A distancia entre as 
bases e a altura 
do tronco.) 


Note que o volume Vj-do tronco e igual a diferenga entre 
os volumes V c e V c , dos cones C e C\ respectivamente, 
isto e: 

V T =Vr-~ 



R.7 


EXEKCICIO RESOLYIDO 

A altura de um cone circular reto mede 9 cm, e o raio de 
sua base mede 6 cm. Um piano a. paralelo a base e 
disiante 6 cm do verlice, imereepla o cone. Calcular o 
volume do tronco de cone assim determinado. 

Resolucdo 


v 


1/ 



B 



Os triangulos VAB e VDC sao semelhantes. 

Como os iados correspondentes sao proporcionais, 


tern os 


VA 

VD 


AB 

DC 


. tsto e: 


DC 


DC ~ 4 cm 


O volume V 7 do tronco de cone e a diferenca entre o vo- 
lume do cone original e o do cone acima do piano a: 



M 
t 3 


■ n * 6 2 • 9 


1 \ 

• ji * 4- ■ 6 cm 3 = 76 ti cm 3 


3 


A geometria e a engenharia civil 

Os edificios sao construidos sobre estruturas 
subterraneas denomlnadas fundagoes. Basicamente 
essas estruturas sao formadas por tres partes: 
bloco, tubulao e sapata, conforme a figura abaixo. 



Caiculos de resistencia de materials determinant 
as dlmensoes das fundaqoes em funcao do tipo de 
terreno e das forcas que atuarao sobre elas. Especi- 
ricadas as dimensoes, os caiculos dos volumes do 
paraleieplpedo, do cilindro e do tronco de cone 
determinam a quantidade de concrete que forma ra 
essas estruturas. 




f EXERCICiOS BASIC05 


B.l A medida da geratriz de um cone equilcitero e 10 cm. 
Calcule a medida da altura desse cone. 


B.2 Cada geratriz de um cone circular reto de raio da base 
4 cm forma com o piano da base um angulo de 30°. Cal- 
cule a medida da altura desse cone. 

B.3 Uma secgao meridian a de um cone circular reto e uma 
regiao limitada por um triangulo isosceles de lados 

2j2 cm, 2J2 cm e 4 cm. Calcule a medida do angulo 
que uma geratriz forma com o piano da base do cone. 

B.4 Dado um cone circular reto de raio da base 5 cm e cera- 

4-j« 

triz 13 cm. calcule: 

a) a area lateral do cone; 

b) a area total do cone; 

c) a medida, em radianos, do angulo central do setor 
circular equivalente a superflcie lateral do cone. 

B.5 Um cone equilatero tern raid da base 3 cm. Calcule: 

a) a area lateral do cone; 

b) a area total do cone; 

c) a medida, em graus, do angulo centra! do seror circular 
equivalente a supeiffcie lateral do cone. 


320 



B,6 Em u m cone circular reto de altura 6 cm, a area lateral e 
o dobro da area da base. Calcule a medida do raio da base 
desse cone. 

B.7 As areas da base e de uma sec?ao transversal de um cone 
circular sao 32 cm 2 e 4 cm 2 , respectivamente. Sabendo 
que a altura do cone e 12 cm, calcule a distancia entre o 
piano dessa seccao transversal e a base do cone. 

Nota 

Sec$ao transversal de um cone e qualquer interseccao 
nao-vazia e nao-unitaria do cone com um piano paralelo 
a sua base. 



B.8 Calcule o volume de um cone circular em que a altura 
snede 9 cm e o raio da base mede 5 cm. 

B.9 Um cone circular de vertiee L e centra da base O e tal que 
o segmento de reta LO mede 10 m e forma corn o piano 
da base um anaulo de 45*\ Calcule o volume do cone. 

L ■* 

sabendo que o raio de sua base mede 3 m. 

B. 10 Qual e o volume de um cone circular reto de altura 4 dm 
cujas geratrizes medem 5 dm? 

B.ll A altura de um cone equilatero mede 6 dm. Calcule o 
volume desse cone. 

B.12 (U. Amazonas- AM) Um bar da cidade, em seu reveillon , 
ofereceu a seus brincantes um barril de chope que foi 
servido em tulipas: 

• o barril tinha formato de um cilindro circular reto com 
20 cm de raio {R) e 30 cm de altura {H)\ 

• a tulipa tinha formato de um cone reto com 3 cm de 
raio (r) e 10 cm de altura (ft). 

Com base nesses dados, pergunta-se: 

a) Qual o volume do barril? 

b) Qual o volume da tulipa? 

c) Quantas tulipas forani servidas desse barril. admi- 
tindo-se que nao houve perda? 



B.13 Um piano a, paralelo a base de um cone circular de altu- 
ra 20 cm e raio da base 4 cm. dista 5 cm de seu vertiee. 
Calcule o volume do tronco do cone limitado pelo piano 
a e pela base do cone. 




B.14 (Fuvest-SP) Qual das expressoes seguintes da o volume 
' ' de cone circular de bases paralelas em fungao 
de H, R, ft, r? 


a) 4-7t[///e 2 +(H- hy] 

b) - (H f ft)/ 5 ] 

c) -iritlHR 2 — (H — by] 
3 

d) -^-n[HR 2 +{H+ h)r] 

e) n.d.a. 


B.15 (UFLA.I Um cone circular reto tem 10 cm de altura e 
10 cm de raio da base. A que distancia do vertiee do cone 
deve passar um piano a, paralelo ao piano da base, divi- 
dindo o cone em dois solidos de mesmo volume? 



EXERCICIOS COMPLEMENTARES 

C.l (Cefet-RJ) A geratriz de um cone de revolusao forma com 
o eixo um anguio de 30°. Sendo 1 2 cm o perimetro da 
sec^ao meridiana do cone, a sua area total sera, em cm 2 : 

a) 10 it d) 13 it 

b) 11 k e) I4jt 

c) 12 n 

Nota 

Eixo do cone de revoiucao e a reta que passa pelo vertiee 
e pelo centro da base do cone. 

C.2 (Fuvest-SP) Deseja-se construir um cone circular reto 
com 4 cm de raio da base e 3 cm de altura. Para isso, 
recorta-se, em cartolina. um setor circular para a superft- 
cie lateral e um cfrculo para a base. A medida do anguio 
central do setor circular e: 

a) 144° d) 288° 

b) 192° e) 336° 

c) 240° 


C.3 (Fatec-SP) A altura de um cone circular reto mede o triplo 
da medida do raio da base. Se o comprimento da circtm- 
lerencia dessa base e 8 tc cm. entao o volume do cone, em 
centimetros cubicos, e: 

a) 64rt d) 16 7t 

b) 48 it e) 8 Tt 

c) 32 k 





C.4 Um cone de revolucao tie- raio da base 12 cm e equiva- 
lent e a um cilindro de revolucao de altura 12 cm e raio da 
base 8 cm. Qual e a area toted do cone? 

Nota 

Solidos equivalcntes sao solidos de volumes iguais. 

C.S Um cilindro de revolugao tern raio da base r e altura 2r. 
Retiram-se desse cilindro dois cones circulares tais que 
suas bases coincident com as bases do cilindro e setts 
vertices coincidem com o centre do cilindro. Calcule o 
volume do solido remanescente, em time So de r. 



C.6 (L. F. Santa Maria-RS) Um cone circular reto de volume 

, , # „ jfc: 

V cm ‘ Lem h cm de altura. A uma dislancia — cm do ver- 

1 

JU 

tice do cone, traca-se um piano paralelo a sua base, deter- 
minando. assim, uni outrocone de volume W cm- 3 . Enlao: 

,r i 

a) V = -^-W 

b) V--2 W 

c) V - 4 W 

d) V - 6 W 

e) V = 8 W 

C.7 (Enemi Assim como na relacao entre o peril 1 de urn coite 
de um tonio e a pega tomeada. solidos de revoiugao 
resultam da rotagao de laguras planas em tomo de um eixo. 


Girando-se as ftguras abaixo em torno da baste indicada. 
obtera-se os solidos de revolucao que estao na coluna da 
direita. 






A correspondence correta entre as figuras planas e os 
solidos de revoiugao obtidos e: 

a) 1A. 25. 3C, 4D, 5 £ d) ID. 2 E. M, 4 B, 5C 

b) 1 5. 2C. 3D. 4£, 5A e) 1 D. 2 £. 3 B. 4 C. 5A 

c) 15. 2D. 3£. 4A. 5C 
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1. CONCEITUAQAO 

Consideremos um ponto O do espa?o e uma medida 
R(R > ()). Chama-se esfcra de ccntro O e raio R o 
conjunto dos pontos do espaco cujas distancias ao ponto 
O sao menores ou iguais a R. 


fabricantes de lentes 

Para o calculo da distancia focal f de uma lente 
com duas superficies esfericas de rafos R, e R ; , os 
fabricantes usam a formula: 



• O conjunto dos pontos do espaco cujas distancias ao 
ponto O sao menores do que R e chamado de interior 
da esfera. 

• O conjunto dos pontos do espaco cujas distancias ao 
ponto O sao iguais a R e chamado de superficie 
esferica. 

• O conjunto dos pontos do espaco cujas distancias ao 
ponto O sao maiores do que R e chamado de exterior 
da esfera. 


Nao confunda esfera com superficie esferica. A su- 
perficie esferica e apenas a “casea" da esfera; a esfera e a 
reuniao da superficie com o conjunto de pontos interiores. 

Dois bons modelos de superficie esferica e esfera sao 
uma bolinha de pingue-pongue e uma bola de bilhar. 
respectivamente. A bolinha de pingue-pongue e apenas 
uma “casca” (‘‘superficie esferica’'); ja a bola de bilhar e 
macica (“esfera”). 



A bola de pingue-pongue lembra uma fina "casca", sugerindo a ideia 
de uma superficie esferica. 






em que n { e n ? sao os indices de refracao do melo e 
da lente, respectivamente. 




\ 



w 


Para lentes que possuem uma superficie plana e 
uma superficie esferica de ralo R e usada a formula: 




A bola de bilhar e maciga, sugerindo a ideia de uma esfera. 






2. POSIQOES RELATIVAS ENTRE UM 
PLANO E UMA ESFERA 



EXERCICIO RESOLVIDO 




Plano secante a esfera 
O piano e a esfera tem em comuna infinitos 
pontos que formam um circulo chain ado 
de seccao plana da esfera. 



Plano tangente a esfera 
O piano e a esfera tem era comum um unico 
ponto. O raio e perpendicular ao piano 
tangente no ponto de tangenc-ia. 



a 

Plano exterior a esfera 

O piano e a esfera nao tem ponto em 
comum. 


R.l Uni piano a secciona uma esfera de raio 5 cm a 3 cm de 
seu eentro. Calcular o raio da secgao plana determinada 
por a nessa esfera. 

Resolucdo 

Pelo teorema de Pitagoras: 

r 1 + 3- = 5“ => r 2 = 16 r = 4 cm 



3. VOLUME DA ESFERA E AREA DA 
SUPERFICIE ESFERICA 

O volume V de uma esfera de raio R e a area A da 
superficie dessa esfera sao: 




EXERCICIOS RESOLVIDOS 



O teorema de (Pitagoras e a $ec9ao 
plana da esfera 

Seja a um piano secante a uma esfera de eentro O e 
raio R tal que: 

• a distancia de a ao ponto O e igual a d (d > 0); 

• a seccao plana determinada por a na esfera e um 
circulo de eentro O' e raio r. 

Pelo teorema de Pitagoras, temos: 



m « d 2 + r 2 


R.2 Dada uma esfera de raio 2 cm, calcular o seu volume e a 
area de sua superficie. 


Resolucdo 




Uma seccao plana de uma esfera tem raio 3 cm e dista 
4 cm do centre da esfera. Calcular o volume dessa es- 
fera e a area de sua superficie. 


A 
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Resolugao 

Sendo R o raio da esfera, temos: 

R 2 = 4 2 + 3 2 => R 2 = 25 .-./? = 5 cm 



fuso quaJquer dessa superffcie e a medida de seu angulo 


diedro, Assim, o calculo da area A f do fuso esferico em 
questao pode ser feito atraves da regra de tres: 


Angulo 

{graus) 

360 

60 


Area 


(cm 2 ) 

4k ■ 3 2 




60 ■ 36k 
360 


cm 2 


Ay — 6k cm 2 


Logo, o volume V' da esfera e a area A de sua superffcie 
sao: 


V = 


4K ■ 5 3 
3 


cm 


j 


W= 


50071 


cm 


A = 4k • 5 2 A = 100 n cm- 


4. FUSO ESFERICO 

Consideremos uma superffcie esferica de centro O e 
raio R e dois semipianos de mesma origem s que passa 
por O. Uma regiao da superffcie esferica limitada pol- 
es ses dois semipianos e chamada de fuso esferico de 
centro O e raio R. A medida a. do angulo formado pel os 
dois semipianos e chamada de medida do angulo diedro 
do fuso esferico. ^ 




3 


crn 


R.5 Calcular a area A t - de urn fuso esferico de raio 5 m cujo 



Resolucao 

3 



Nota 

Diedro e uma porcao do espago limitada por dois se- 
mipianos de mesma origem. 



EXERCICIOS RESOLV'IDOS 


R.4 Calcular a area de um fuso esferico de raio 3 em cujo 
angulo diedro mede 60°. 

Resolugao 

A razao entre a area de uma superffci e esferica e a medida 
de um angulo diedro de uma volta completa (360° ou 
27T rad) e igual a razao entre a area da superffcie de um 


Angulo 

Area 

(rad) 

(m 2 ) 


4tt * A 

7T 

A 

10 




R.6 Um fuso esferico de area 8 cm 2 esta contido em uma 
superffcie esferica de area 24 cm 2 . Calcular a medida. 
em graus, do angulo diedro desse fuso. 


Resolugao 


Area da superficie 
esffjrica - 24 cm 2 



8 Ct = 120° 


5. CUNHA ESFERICA 

Consideremos uma esfera de centra O e raio R e dois 
setuiplanos de mesma origem s que passa por 0. Uma 
parte da esfera limitada por esses dois semi plan os e cha- 
mada de cunha esferica de centro 0 e raio R. A medida 
a do angulo formado pelos dois semipianos e chamada de 
medida do angulo diedro da cun ha esferica. 



--r-i I'-V 


R.7 Calcular o volume de uma cunha esferica de raio 3 cm 
cujo Sngulo diedro mede 45°. 

Resolugao 

A razao entre o volume de uma esfera e a medida de um 
angulo diedro de uma volla completa (360° ou 2n rad) e 


igua! a razao entre o volume de uma cunha qualquer 
dessa esfera e a medida de seu angulo diedro. Assim, o 
calculo do volume V L . da cunha em questao pode ser feito 
atraves da regra de tr&s : 

A 

Angulo Volume 

(graus) (era 3 ) 



R.8 Uma cunha esferica de volume 4 cm 7, e obtida de uma 
esfera de volume 32 cm 3 . Calcular a medida, em ra- 
dianos, do angulo diedro dessa cunha. 

Resolugao 

Volume da 



A medida de uma circunferencia maxima da Terra 


(la 2.200 ano5 o matematico grego Eratostenes (276-194 a.C.) 
realizou a proeza de medir o perimetro de uma circunferencia que 
contem um meridlano da Terra. Eratostenes fez seu calculo funda- 
mentado nas seguintes observagoes; quando em Assuan (entao 
5lene) os raios de 5ol Incldfam verticalrnente a superficie terrestre, 
em Alexandria, a 800 km ao norte, os ratos solares formavam 7,8° 
.om uma vertical. Deduziu que essa diferenga se devia a esferl- 
cidade da Terra. Atraves de uma simples proporgao, o matematico 
obteve o perimetro c da circunferencia maxima que passa por 
Assuan e Alexandria. Observe: 


7,8° 

800 


360° 

c 


=3 c = 36.923 km 


Medidas atuais estimam em 40.000 km o perimetro de um meridiano. 



Terra 


6. ESFERAS TANGENTES 


Calcule o \ olume do uina esfera de raio 3 cm. 


Duas esferas sao tangentes se, e somente se, suas 
superficies tem um unico ponto comum. 



Esferas tangentes 
interiormente 


Esferas tangentes 
exteriormente 


Propriedade 

Se duas esferas de dentros O e O' sao tangentes 
num ponto T. entao os pontos O, O' e T sao colineares. 


EXERCICIO RESOLVIPO 

R.9 Duas esferas tangentes exteriormente e tangentes a um 
piano ct nos pontos A e B tem raios iguais a 9 cm e 4 cm. 
Calcular a distancia entre os pontos A e B 


a 




Resohtgao 


No triangulo 00' M, temos: 

(MO') 2 + 5 2 = 13 2 => ( MO') 2 = 144 MO' = 12 cm 
Como MO' = AB. temos que AB — 12 cm. 


H , , 

BXBKaaoe basi cos 

B.l Uma secgao plana de uma esfera e um cfrculo de raio 
6 cm. Sabendo que o raio da esfera made 10 cm. calcule 
a distancia dessa secrfio ao cenU'o da esfera. 

B.2 (Fuvest-SP) Uma superffcie esferica de raio 13 cm e 
cortada por um piano situado a uma distancia de 12 cm 
do centra da sapferffcie esferica. dotcrminando uma 
circunferencia. O raio desta circunferencia. era cm. e: 
a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e) 5 


B.3 

B.4 Uma seccao plana de uma esfera tem raio ! cm e dista 
3 cm do centra da esfera. Calcule o volume dessa esfera. 

B.5 (UFES 1 Um ourives deixou como heranca para seus otto 
filhos uma esfera maciga de ouro. Os herdeiros resolve- 
ram fimdir o ouro e, com ele. Inzer oito esferas iguais. 
Cada uma dessas esferas tera um raio ieual a: 

do raio da esfera original, 
do raio da esfera original, 
do raio da esfera original . 
do raio da esfera original, 
do raio da esfera original. 

B.6 Calcule a area de uma superffcie esferica de raio 3 cm. 




0 volume de uma esfera e 


Sjt 

5 


cm'. Qual e a area da 


superffcie dessa esfera? 


B.8 A area da superffcie de uma esfera e i (JO n m : . Calcule o 
volume dessa esfera. 


B.y t U. F. Fluminense-RJ) Uma lata, cuja capacidade e igual 
a 300 mf. contem agua e 60 bolas de glide iguais e 
perfeitameme esfericas com diSmctro de 2 cm cada. 
Sabendo que a lata estu completamente clieia. determine 
o volume de agua, era tn€. Considere 7t — 3.14. 

B2L0 fUFPA) U m cone reto tem raio de base R e aitura H, Se 
uma esfera tem raio R e volume igual ao dobro do volu- 
me desse cone, podemos afimiar que: 

a )H=R c)H= 4- -I- 

o 12 

b) H = 2R d)H = 3R 

B.ll Um cfrculo niaximo de uma esfera separa-a em dois 
solidos chamados de hemisferios ou semi-esferas. 
Calcule o volume e a area de um hemisferio de raio R. 



Hemisferio 


Nota 

Cfrculo maxi mo de uma esfera de centro O e uma secgao 
plana que passa por O, 



B.12 (FGV-SP) Deseja-se construir uni galpao em forma de 
um hemisferio, para uma expos icao. Se. para o re vest! - 
mento total do piso, ulilizaram-se 78,5 m 2 de Iona, quan- 
tos metros quadi'ados de Iona se utilizariam na cobertura 
eompleta do galpao? (Considerar it — 3, 14.) 

a) 31,4 c) 157 e) 261,66 

b) 80 d) 208,2 

B.13 Caicule a area de um fuso esferico de raio 5 m cujo 

angulo diedro mede 80°. 

B.14 Caicule a .area de um fuso esferico de raio 2 cm cujo 

% 

angulo diedro mede — rad. 

e 5 

B.15 Caicule o volume de uma cunha esferica de raio 2 cm 


cujo angulo diedro mede 


37t 

T" 


rad. 


B.16 Caicule o volume de uma cunha esferica de raio 1 rn cujo 
angulo diedro mede 20°. 

B.17 Duas esferas tangentes entre si exteriormente e tangentes 
a um piano a tern raios 8 cm e 2 cm. Caicule a clistaneia 
entre os pontos de tangencia A e B dessas esferas no 
piano a. 



a 


B 


Exercicios complementares de C.1 a C.8 


7. ESFERA INSCRITA E ESFERA 
CIRCUNSCRITA A UM SOIIDO 

Esfera inscrita em cube 


Uma esfera esta inscrita em um cubo se, e somente 
se, e lanaente a todas as faces do cubo. 



Conseqiiencias 

I a ) As diagonals do cubo passam pelo centre da esfera. 
2-) O diametro 2r da esfera tem a mesma medida a da 


aresta do cubo 2 r — a 


a 


3-) O cubo esta circimscrito a esfera. 





EXERCICiO RESOL Vi PO 


R.10 Calcular o volume de uma esfera inscrita em um cubo de 
aresta 4 cm. 

Resolugao 



M cm 


r—O 


I enr 


O volume V da esfera e: 

4jc r 3 


V = 


3 


4 71 * ^ ' 

V = *22L=SU erri 


V = 


32tc 


cm 


Cubo inscrito em esfera 

Um cubo esta inscrito em uma esfera se, e somente 
se, todo os sens vertices pertencem a superficie da esfera. 



Conseqiiencias 

1 a ) As diagonals do cubo passam pelo centre da esfera. 
Portanto a medida 2 R do diametro da esfera e igual a 
medida da diagonal do cubo. Sendo a a medida da aresta 

do cubo, sua diagonal mede a J3 . 

Assim, o raio R da esfera circunscrita ao cubo e dado por: 


2 R = a*/3 


R 


ciJH 


/ 


/ 


2 R 



2 a ) A esfera esta circunscrita ao cubo. 
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EXERCiCIO RESOLVIDO 


R.11 Urn cubo esta inscrito em 
uma esfera de raio 3 cm. 
Caicuiar o volume do cubo, 

Resolugao 

Sendo a a medida da aresta 
do cubo, sua diagonal mede 

a a/ 3 . O raio R da esfera e: 





cm 



EXERCICIO RESOLVIDO 

R.12 Caicular a medida do raio da esfera inscrita em um cone 
circular reto de altura 12 cm e raio da base 9 cm. 

Resolugao 




O volume V do cubo e: 

V = o 3 => V = (2 Jlf cm 3 V ~ 24 V3 cm 3 


Os triangulos VOM e VTO' sao semelhantes. Sendo G a 
medida da seratriz do cone e r o raio da esfera, temos: 


Esfera inscrita em cone circular reto 


G 2 = \2 2 9 1 =$ G 1 — 225 


G — 15 cm 


Uma esfera esta inscrita em um cone circular reto 
se, e somente se, tangencia todas as geratrizes e a 
base do cone. 


Conseqiiencias 

1 -) O centro O’ da esfera, o verLice V e o centra O da 
base do cone sao pontos colineares. 


v 



2-) Uma seccao meridiana do cone deiennina os trian 
gulos semelhantes VOM e VTO'. 



3 a ) O cone esta circunscrito a esfera. 


Da semelhanga entre os triangulos VOM e VTO', 
conciufmos que: 

G 9 15 9 

12 • r r 12 - r r 

15r= 108 — 9r 24/ = 108 r = 4,5 cm 

Cone circular reto inscrito em esfera 


Um cone circular reto esta inscrito em uma esfera 
se, e somente se, sua circunferencia da base esta 
contida na superftcie dessa esfera e seu vertice 
pertence a superffcie dessa esfera. 


Conseqiiencias 

1-) O centro O' da esfera, o vertice V e o centro O da 
base do cone sao pontos colineares. 



2-) Sendo VV um diametro da esfera e T um ponto da 
circunferencia da base do cone, temos que o triangulo 
VV 'T e retangulo em T, pois esta incrito em uma semi- 



GEOMETRIA 




circunferencia. Assim, o raio R da esfera, o raio r da base 
e a altura h do cone satisfazem a seguinte relagao metriea 
no trianeulo retangulo: 

r 2 = h\?.R — h) 


v 



3-) A esfera esta circunscrita ao cone, 

n 

JT EXERCICIO RESOLVIDO 

R.13 Um cone circular reto cle altura 6.4 cm e raio da base 
4,8 cm esta inscrito em uma esfera. Calcular a area da 
superffcie dessa esfera. 

Resolu cao 

Sendo R o raio da esfera, temos: 


t/ 




EXERCICIOS SASICOS 

B.18 Qua! e a area total de um cubo circunscrito a uma esfera 
de volume 36 jt cm 3 ? 

B.19 A medida de uma aresta de um cubo e 5 cm. Calcule a 
area da superffcie esferica circunscrita a esse cubo. 


B.20 


Uma esfera de volume — m 3 esta circunscrita a um 
cubo. Qual 6 o volume desse cubo? 


B.21 (Mackenzie-SP) A razao entie os volumes das esferas 
circunscrita e inscrita a um mesmo cubo e: 


a) J3 c) 3j3 


b) 




B.22 (ITA-SP) Um cone circular reto tern altura 12 cm e raio 
da base 5 cm. O raio da esfera inscrita nesse cone rnede, 
em cm: 



B.23 Um cone circular reto de seratriz 10 cm e raio da base 
6 cm esta inscrito em uma esfera. Calcule a area da 
superficie dessa esfera. 

Exercicios complementares de C.9 a C.11 



EXERCICIOS COMPLEMENTARES 

C.l Duas secedes planas de uma esfera sao paralelas e tern 
raios de 6 cm e 8 cm. Calcule a distancia entre essas 
secedes, sabendo que o raio da esfera mede 10 cm. 





(4,8) 2 - 6,4(2/? - 6,4) 23,04 - 12,8/? - 40,96 

64 - 12.8/? /, R = 5 cm 

A area A da superffcie da esfera e: 

A = 4jt/? 2 ==> A = 4 • k - 5 2 cm 2 
A = lOOrccm 2 


C.2 (Unicamp-SP) O volume V de uma bola de raio r e dado 
pel a formula V = ' ' L 1 . 


a) Calcule o volume de uma bola de raio r — — cm. 

4 

Para facilitar os calculos voce deve substituir it pelo 
22 

numero 


b) Se uma bola de raio r — — cm e feita com um 

4 

material cuja densidade volumetrica (quociente da 
massa pelo volume) e de 5,6 g/cm\ qua! sera a sua 
massa? 


C.3 (U. Taubate-SP) Aumentando em 10% o raio de uma 

esfera, a sua superffcie aumentara: 

a) 21% c) 31% e) 30% 

b) 1 1% d) 24% 
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C.4 (Fuvest-SP) Urn recipiente cilfndrico. cujo raio da base e 
6 cm, cpntem agua ate uma certa aitura. Uma esfera de 
aqo e colocada no interior do recipiente, ficando total- 
mente submersa. Se a aitura da agua subiu. i cm, entao o 
raio da esfera e: 

a) 1 cm c) 3 cm e) 5 cm 

b) 2 cm d) 4 cm 

C,S (Fuvest-SP) Para pintar a base plana de um hemisferio 
mucico, gastamos doze galoes de tinta. Quantos galoes 
serao necessitrios para pintar toda a parie externa do 
hemisferio? 


C.6 (Cesgranrio) Uma laranja pode ser considerada como 
uma esfera de raio /?, composta por doze gotnos exata- 
mente iguais. A superficie total de cada gomo mede: 


a) 2%R- 

b) 4kR 2 


, 3k R 1 
C) — 

d) 3nR 2 


e) 


4%R 



C.7 


(Fuvest-SP) Muma caixa em forma de paralelepfpedo 
reto-retangulo, de dimensoes 26 cm, 17 cm e 8 cm. que 
deve ser tampada. coloca-se a maior esfera que nela cou- 
ber. O maior numero de esferas iguais a essa que cabem 
juntas na eaixa e: 


a) 1 b) 2 c) 4 



C.8 


(UFPE) Quatro bolas de raio 



cm cada estao dis- 


postas sobre uma mesa plana de forma que seus centres 

sao vertices de um quadrado de lado 3j2 cm. Uma 
quinta bola, de mesmo raio, e colocada sobre estas qua- 
tro bolas tangenciando as mesmas. Seja a o piano que e 
tangente a esta quinta bola e paralelo a mesa. Calcule a 
distancia do piano a a mesa. 



(Fuvest-SP) Um cubo de aresta m esta inscrito em uma 
seml-esfera de raio R de tal modo que os vertices de uma 
das faces penencem no piano equatorial da semi -esfera e 
os dentals vertices pertencem a superficie da semi-esfera. 
Entao, m e igual a: 



Nota 

Piano equatorial e aquele que content a base da semi-es- 
fera. 


C.lft Calcule a area da superficie de tuna esfera inscrila em um 
cone circular reto de aitura 8 cm e raio da base 6 cm. 

C.ll (UFMG) Dois cones circulares retos de mesma base 
estao inscritos numa mesma esfera de volume 36 tc. A 
razao enure os volumes desses cones e 2. A medida do 
raio da base contum dos cones e: 


a) t 

c) J3 

e) 2 j2 

b) -J2 

d) 2 



d) 6 




UNIDADE 10 - GEOMETRIA ANALITICA 


Co itulo 53 

DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS E PONTO 

MEDIO DE UM SEGMENTO DE RETA 


1. O QUE E GEOMETRIA ANALITICA? 

A geometria analftica foi concebida por Rene Descar- 
tes. Aliunde a algebra a geometria, ela possibilita o estudo 
das flguras geometricas, associando-as a uni sistema de 
coordenadas. Desse modo as figuras podem ser represen- 
tadas atraves de pares ordenados. equacoes ou inequacoes. 

2. DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS 

Consideremos no eixo Ox dois pontos A e B com 
abscissas 3 e 7, respectivamente: 


o 


A 

~~r~ 


u u u 


B 


u 


Qnatro unidades u separam os pontos A e B. Por isso di- 
zemos que a d islands entre A e fi e 4 on que o compri- 
inento do segment© AB e 4. Essa distancia pode ser 
calculada como o modulo da diterenqa entre as abscissas 
de A e B, isto e» |7 — 3j ou )3 — 7|. Analogamente, para 
pontos que peitencerem ao eixo Oy: 


-D 


~2 


A distancia entre C e D e ■ |3 — ( — 2)J = 5 ou | — 2 — 3 
O teorema a seguir generaliza o conceito de distancia 
entre dois pontos quaisquer do piano caitesiano, nao 
necessariamente pertencentes a uni dos eixos. 

T eorema 


Demonstra^ao 

A demonstraqao deve ser separada em dois casos: 

• Primeiro caso: o segmento AB nao e paralelo a nenhum 
dos eixos'coor den ados. 


yk 


Vs 


yA 


o 


B 


A 1 

- Lf Q 


V A 


x. 


3 


x 


O triangulo ABC , com A(x a , y A ), B(x b , y B ) e C(x B , y A ), e 
retangulo em C. 

AC e paralelo ao eixo Ox. Assim, o comprimento AC e 
igual ao comprimento da proje^ao ortogonal de AC 
sobre o eixo Ox, ou sej a, AC — \x B — x A . 
Analogamente, CB e paralelo ao eixo Oy; logo: 

CB = bs - y A \ 

Pelo teorema de Pitagoras: 

{AB) 2 = (AC) 2 + ( CB f => 

=> (AB) 2 - \x B ■ x A \ 2 + || - y A 

(AB) 2 = (x B - x A ) 2 + (v B - y A ) 2 

■ • — J(x B -V A ) _ + ( Vfi ~ y_4 P 

Como o comprimento de urn segmento nao pode ser 
negativo, temos que: 

AB = ,j(x B - x A ) 2 + (y B - y A ) 2 


• O segundo caso. em que AB e paralelo a um dos eixos 
coordenados. € imediato. V critique voce mesmo! 

Nota 

Observando que (x a — x A ) 2 = (x A — x B ) 2 e que 
(y s — y A ) 2 = (y A — y B ) 2 , a formula da distancia AB pode 

ser AB ~ J(x A ~ x B ) 2 + (y A — y B ) 2 , ou mais simpli- 
ficadamente: 


A distancia d, w entre dois pontos A(x a , y A ) e 
B(x b , y B ) e dada por: 


^AB A [i^B (} ! B .Ya)“ 

A distancia d w e tambem denominada comprimento 
do segmento AB e pode ser indicada simplesmente 
por AB. 


AB = J(Ax) 2 + (Ay) 2 

em que os sfmbolos Ay (le-se “delta r ’) e Ay (ie-se “delta 
y”) representam. respectivamente. a diferenga entre as 
abscissas e a diferenqa entre as ordenadas dos pon tos A e 
B, em qualquer ordem. Assim, temos que: 

(Ax ) 2 = (x„ - xX = (*„ - xX 
(A?) 2 = ( y. - yX = (y, - yX 
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EXERCICIOS RESOLVIDOS 

R.1 Calcular a distancia entre os pontos A (4, 6) e B( 9, 18) 
Resolucao 

AB — J(Ax) 2 + (Ay) 2 " = 


R.3 


- 4) 2 + (18 - 6) 2 



/. AB N J5 2 + 12 2 


:.AB=J 169 AS = 13 

Note que, se calculassemos (Ax) 2 e (Ay) 2 como 
(A*) 2 - (4 - 9) 2 = (-5)2 = 5 2 e (Ay) 2 = (6 - 18) 2 = 
= (— 12) 2 = 12 2 , obtenamos o mesmo resultado. 

R.2 Sendo A(— 3, 2) e B( 5, —4), calcular o comprimento do 
segmento AB, 

Resolucao 

AB = J( Ax ) 2 + (Ay) 2 - 


= V (5 — (— 3)) 2 + (—4 — 2) 2 


\ AB = 78 2 + ( — 6) 2 


AB = JiOO AB = 10 

Detenuinaro porno P. pertencente ao eixo Ox, que dista 
5 unidades do ponto Q( 6, 3). 

Resolugao 

Todo ponto do eixo Ox possui ordenada zero. Logo, o 
ponto P e da forma P(x, 0). 


0 


G (6,3) 

y i 


P (x,0) 


Devemos ter PQ — 5, ou seja: 


J(x - 6) 2 + (0 - 3) z = 5 

Quadrando ambos os membros dessa igualdade. obtemos: 

(x - 6) 2 + (0 - 3) 2 = 25 => 

=> x z — 12x + 36 + 9 — 25 
a- 2 - 12x + 20 = 0 

Resol vendo essa equaqao do 2- grau, obtemos x = 2 ou 
x — 10. Assim, existem dois pontos P(x, 0) que satis- 
fazein a condicao do enunciado. Sao eles P ,(2. 0) e 
PA 10, 0). 


0 


Q (6,3) 


Pi 

2 


Pz 


10 


Nota 

Normalmente, ao quadrarmos ambos os membros de uma 
equacao poderao apareeer raizes “estranhas " a equacao 
original. Nesse exercicio. quadramos os membros da 


equacao J{x — 6) 2 + (0 - 3) 2 = 5 e obtivemos 
(a — 6) 2 + (0 — 3) 2 = 25. As raizes dessas equacoes sao 
exatameme as mcsmas, pots e verdadeira a equi Valencia: 


AB = + (Ay) 2 (AB) 2 - ( Ax ) 2 + (Av) 2 

Logo, ao quadrarmos ambos os membros da primeira 
equacao, nao aparecerao raizes estranhas. 



EXERCICIOS BASIC05 

B,1 Calcule a distancia entre os pontos A e B era cada urn dos 
seguintes casos: 

a) A( 1 , 2) e B( 4, 6) 

b) A(— 3, 5) e B(3, 13) 

c) A(— 1, 3) e 5(1, — I) 

d) A(4, 6) e B(% 1 8) 

e) A(0. -3) e 5(3, -7) 

f) A(0, 0) e Z?(l, 1) 

B.2 Sao dados A(3, — 1 ), B( 1 , 1 ) e C(5, 5). 

a) Calcule o perimetro do triangulo ABC. 

b) Mostre que ABC e urn triangulo retangulo. 

B.3 Obtenha o ponto P do eixo das ordenadas que dista i 0 
unidades do ponto £9(6, —5). 

B.4 Qual e o ponto P, pertencente ao eixo das abscissas, que 
dista 13 unidades do ponto Q(— 8, 5)? 


B.5 


B.6 


(UFF-RJ) Considere os pontos .4(3. 2) eB(8, 6). Deter- 
mine as coordenadas do ponto P. pertencente ao eixo x, 
de modo que os seg memos PA e PB tenham o mesmo 
comprimento. 

(U. E. Londrina-PR) Considere. no piano cartesiano. o 
paralelogramo de vertices (L 1), (3, 3), (6, ! ) e (8. 3). A 
maior diagonal desse paralelogramo mode: 

a) 5J5 


b) Jl\ 

c) 5 a/3 

d) J5 3 

e) 3j5 

Exercicios comptementares de C.1 a C.4 


3. COORDENADAS DO PONTO MEDIO 
DE UM SEGMENTO 

Teorema 

SeA(x A , y A ) e B(x B , y B ) sao pontos distintos, entao 
o ponto medio M(x m , y, v/ ) do segmento AB e tal que: 

■ 4 a + _ y A + y B 

m = 4 e y M - 


O 
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Demons tracao 

Vamos fazer a demonstragao para o caso era que AB 
nao e paralelo a urn dos eixos, com 
x B >x M > x A e y B > y M > y A . 





Va 


o 


\A' 


M' 


B' 


y M 


X 


B 


X 



As retas paralelas A A ' . MM' e BB r concorrem com 

1- ta- 

as transversals AB e A' B' . Pelo teorema de Tales: 


AM _ A'M’ 
MB M'B ' 


Como AM = 
que: 


MB , pois M e ponto medio de AB, tern os 



As condicoes x s > x M > x A e y B > y M 
que A'M' = x M - - x A - e M'B ' = x B . - . 


> y A garantem 
e. portanto: 


A'M' = x M - - x A • _ ~ 

MS .\g- — x M x B 



Substituindo (II) e (III) era (I), temos: 


% +A _ 

_ => -X.4 X M 

1 H x M 



= ,r A + x B 



X A + 
1 


Raciocinando do mesmo mode era relagao ao eixo Oy. 
obtem-se y M = ^ ' - , 

Analog amen te, e feita a demonstra^ao para o caso em 
que AB nao e paralelo a urn dos eixos com x B < x M < x A 
e y a < y lV1 < y A . Tambem, de modo analogo, demonstra-se 
para o caso em que AB e paralelo a urn dos eixos. Faca 
essas demonstragoes como exerefcio. 



EXERCICIOS RES0LVID05 


R.4 Dados A (5, 1) e 5(7, — 9), determinar o ponto medio 
M(x m , y M ) do segmenlo AB. 

Resolugoo 

_ _ _js ^ _ 5 + 7 _ 

■Vm 2 x m 2 o e 



m ~ 


1 + (-9) 



R.S Determinar o simetrico do ponto A(3. 5) em relagao ao 
ponto 0(9, 6). 


Resolugao 

O simetrico de A(3, 5) em relagao a Q(9, 6) e o ponto 
A'(a'. v , v„i-) tal que Q e ponto medio do segmento .4 A 7 : 


A (3,5) G (9,6) A(% y A ,) 


Assim, temos: 



3 + x 


,4' 


=? x A - = 15 e 



Logo, o ponio A e A( 1 5, 7), 



EXERCICIOS BASICOS 


B.7 Encontre o ponto medio do segmento AB em cada urn 


dos seguintes casos: 


a) A(4, 6) e B (8. 10) 

b) A(— 3, 1) e 5(5. -7) 


c) A(l, 3) e5 


A 


V. 




0 ; 


d) A (JO, 2) e 5(6, 8) 

e) A(6, —3) e 5(— 2. -1) 


f) A(0, 3) e 5 


1 


2 


2 ) 
Tj 


B.8 Determine o simetrico de A em relagao ao ponto Q em 
cada urn dos seguintes casos: 

a) A{3, 8) e 1) 


b) A(— 5, 2) e Q 


7 1 

\ 

i. 2 ’ 

A 

/ 


B.9 Dois vertices consecuiivos de uni paralelogramo ABCD 
sao os ponlos 4(2, 3) e 5(5, 4). O ponto de interseegao das 
diagonals AC e BD e 0(4, 6). Obtenha C cD. Sugestao. 
O ponto co mum as diagonals de um paralelogramo e 
ponto medio de cada uma delas. 

B.10 (PUC-MG) O comprunento da mediana CM do triangulo 
ABC , sendo A * (2, 3), 5 = (4, 3) e C = (3, 5). 6: 

a) Jl 

b ) J% 

c) 2 



e) 3 


Exercicios complementares de C.5 a C.9 


Logo, o ponto M e M( 6, -4). 




C.2 


EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


C.l (U. E. Londrina-PR) Seja AC uma diagonal do quadrado 
ABCD. SeA = (—2, 3)e C = (0,5), aareadeASCD, em 
unidade de area, e: 

a) 4 

b) 4,/2 

c) 8 


d) Sj2 

e) 16 

(PUC-SP) Sendo A(3, 1 ), B( 4, -4) e C(-2, 2) vertices 
de um triangulo, entao esse triangulo e: 

a) triangulo retangulo e nao isosceles. 

h) triangulo retangulo e isosceles. 

c) triangido equilatero. 

d ) triangulo isosceles e nao retangulo. 

e) n.d.a. 


C.3 Os pontos A(2, 2), B(x, i) e C(— 1, 3) sao vertices de um 
triangulo retangulo em B, Determine „v. 

C.4 O triangulo equilatero ABC e tal que A(0, 2) e B( 2. 0). 
Obtenha o vertice C. 


C.5 


C.6 


C.9 


(UFMG) Consldere A — (2, 1) e B — (4, 0) dois pontos 
no piano coordenado. As coordenadas do ponto C. sime- 
trico do ponto A em relacao ao ponto B, sao: 

a) (6, -1) 

b) (3, 1) 

c) (2,-1) 




d) 3, 




% ' 
2 


J 


e) (1, 0) 

(UFRGS) Os pontos A (4, -2) e C(6, 10) sao extremes 
do diametro de uma circunferencia de centra: 

a) (1,4) 

b) (0, -2) 

c) (11, 3) 

d) (4, -2) 

e) (5, 4) 


C.7 Dois vertices opostos de um quadrado ABCD sao os 
pontosA(2, 5) e C(2. 9). Obtenha os oulros dois vertices. 

G.8 Os pontos M( 2, 3). A/(— 1, —1) e P(ll, 4) sao pontos 
niedios dos lados AB, BC e AC, respectivamente. de um 
triangulo ABC. Calcule o perimetro do triangulo ABC, 


As bases AB e CD de um trapezio sao lais que .4(2. 4), 
B( 8. 10), C(6. 14) e D(4, 12). Calcule a medida da base 
media do trapezio. 
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Capftulo 54 


EQUACAO DA RETA 


1. INCLINAQAO DE UMA RETA 

Definigao 

Seja r uma reta do piano cartesian o ortogonal con- 
corrente com o eixo 0.x no ponto P(x P , 0) e que passa 
pelo ponto 0(x Q ,y Q ), com y Q > 0. Seja Af(%. 0), com 

% > 



Cham a -se indmacao da reta r a medida ct, 
0° ««< 180*’, do angulo MPQ orientado a parti r do 
lado PM no sentido anti-horario. 


Nota 

Se uma reta $ e paralela ao eixo Ox, entao dizemos que 
sua inclinaqao e 0°. 

Exemplos 

a) y A 




X 


A inclinacao a da reta r e a — 60° 


b) 


o 


45 


/ 


a 


x 


A inclinacao a da reta jea = 135°. 


c) 


t 


o 


ri 


X 


A inclinacao a da reta t 6 a = 90°. 

Nota 

Toda reta perpendicular ao eixo Ox e denominada 

reta vertical. 


d) 


o 


U 


A inclinacao a da reta u 6 a = 0°. 

Nota 

Toda reta paralela ao eixo Ox e denominada reta 
horizontal. 

2. COEFICIENTE ANGULAR DE UMA RETA 

Defini$ao 

Chama-se coeficiente angular de uma reta r de 
inclinacao a, oc # 90°. o niimero m tal que: 


m = tg a 


Exemplos 

a) 


o 


\6Q C - 


O coeficiente angular de r e m r = tg 60° « JJ 
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0 


c) 


o 


t 


Retas verticals nao tern coeficiente angular, pois nao 
existe tg 90°. 


d) 


0 


U 


0 coeficiente angular de u e tg 0 L- = 0 


Dedividade de uma ram pa 

Ha engenharla civil, quando 5 e diz que uma rampa 
tern decilve de 30%, i550 signifies que a tangente do 
angulo a que a rampa forma com urn piano horizontal 
e 0,3, ou seja, tga = 0,3. 


yu 



V 



Calculo do coeficiente angular 
de uma reta nao-vertical por dois 
de seus pontes 

Consideremos dois pontos distintos A(x a , y A ) e 
B{x b , y B ) de uma reta r nao- vertical, de inclinafao a: 


o 


B 


Primeiro case: 
0° < a < 90° 


>4 

ASL 




O 


A 


B 



Sem perda de generalidade, podemos supor os pontos 
A e B nas posi^oes indicadas nesses tres casos. 

• Primeiro easo: 



Ye > Ya 
e 

Xg > X A 


No triangulo retangulo ABP, temos: 


tga 


PB 

AP 


y B 


y A 


B 


X 


.4 


}'B 


y a 


Logo, o coeficiente angular da reta r e m r = _ 

X B ~ X A 

T ambem para o 2- e para o 3 e caso obtem-se como 
coeficiente angular da reta r a razao da diferenqa das or- 
denadas de A e B para a diferenga de suas abscissas, isto e: 


m.. = 


vs ~ y* 

X B “ X A 


Mulliplicando por — 1 o numerador e o denominador des 
sa fracao, obtemos uma fraqao equivalente a ela: 


m,. — 


Vfl - 


y a - >'b 




■A 




B 
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Para simplificar a notacao, vamos indicar por Ay a di- 
ferenca entre as ordenadas e por Ax a diferenca entre as 
abscissas: 


m f = 


Ay 

Ax 


Cuidado! As diferengas Av e Ax devem ser efetuadas 
ntim mesmo sentido. isto e, ambas de A para B , 

Ja ~ Vb ii 0 A fa ~ 

, ou ambas de B para A, 


X A X B 


J 

m 


- x 


.§ EXERCICIO RESOLVIDO 


R.l 


Calcular o coefieiente angular da re La A B nos seguintes 
casos: 

a) .4(2. 5) e B(4, 1 1) d) 4(5, 8} e £(3. 8) 

b) A (6, 4) e 5(2, 12) e) 4(6, I) e 5(6,4) 

c) 4(— L, 4) e B(5 . -8) 

Resolugao 

, Av 1 1 - 5 
a) m ~ 


i ^ 


Ax 4-2 

Note que podemos calcular esse coefieiente angular 
de A para B, ou seja: 


b) m — 


c) m — 


m — 


Ay 

Ax 

Av 

a7 


Ay 

A.v 


5-11 


o _ 


-6 


'-i 

3 


12 - 4 


8 


_4 


_ _Q 


- 8 - 4 

5 — ( — 1 ) 


-12 


= — 9 


. , Ay 8-8 

d) m = 


0 


Aj 


D — 3 


- o 


Note que a reta AB e paraiela ao eixo das abscissas. 
Av 4-1 3 


e) m — 


( 3 ) 


Ax 6 — 6 0 

Assim sendo, nao exisre m. Logo, a reta 45 e vertical. 

3. CONDIQAO DE ALINHAMENTO DE 
TRES PONTOS 

Teorema 

Ties pontos A(x, v y A ), B (x s , y B ) e C(x c , y r; ) sao co- 
iineares se, e somente se, m AB = m BC on nao existent 
ni Alj e 

Os simbolos m AB e m HC indicam. respectivamente. os 
coeficientes angulares das retas AB e BC. 

Demonstrayao 

• Primeira parte: 

Hipotese Tese 


A, B e C sao 
pontos colineares 


Mas ™ bc OU 
nao existent m AG e m BC . 


Se dois dos tres pontos A, B e C forem coincidentes, 
entao a demon stray ao e imediata. Suponhamos que os 
pontos sejam distintos entre si. 

Se A. B e C pertencem a unta reta vertical, entao 

X A = X B = X C- 



Logo, nao ex i stem m AB e m sc . 

Se A, B e C pertencem a uma reta horizontal, entao 

v,4 - y B = y c : 


y 1 





Va~ Vb~ Vc 






A 

B 

C 


0 

X 


Logo, temos que: 




}’b ~ y 


JA 


0 


m BC 


X B X A 

yc - y B 


x c 


B 


X* " x a 
0 

% “ X B 


= 0 (B^A) 


= 0 (C # B) 


Portanto m AB = m BC . 

Se A, B e C pertencem a uma reta nao- vertical e n§o 
horizontal : 



Yc' > Vs > Kai' 

x c X q x A . 


No triangulo retangulo ABP, temos: 


ta a 


PB 

AP 


No triangulo retan gulo 

C_- 


te a = 


y_B > ? a 

X B - X A 

, temos: 




y c ~ $ 


B 


X c “ x 


(Hi 


H 


Por (I) e (II), concluhnos que 
Logo, m AB = nu r . 


y.n ~ y a _ >’r - y B 


X 


B 


X 


A 


X, 


X 


n 
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Segunda parte: 

Hipotesc 

m,\n = Wbc ou 
nao existem m AB e m BC 


Tese 

A, B e C 
sao colineares 


m AB = m HO ou seja: 
8 — a 


2 


= 6=>8 - a = 12 .’.a = -4 


Se dois dos ties pontos A, B e C forem coincidentes, 
entao a demonstracao e imediata. Suponhamos que os 
pontos sejam distintos entre si, 

-I- ► ^ ^ 

Se m AB — ra BC , entao temos que as retas AB e BC tem 
a mesma inclinaqao e, portanto, sao paralelas. Ora, se as 
retas AB e BC sao paralelas e tem o ponto B em comum. 
entao sao paralelas coincidentes e. portanto, os pontos A, 
B e C sao colineares. 


* ¥ 


lil' 


W EXERCICI05 RESOLVIDOS 


R.2 Verificai' se os pontos A, BeC sao on nao colineares. nos 
seauintes casos: 

a) A(2, 5), B{ 3, 7) e C( 5, 1 1 } 

b) A(3. 9), S(3,6)eC(3, 10) 

c) A(2, 6), B(5, 6) e C(9, 6) 

d ) A (4, 5), 15(8, 7) e C(l, 1) 

Resolucao 

2 1 

Devemos calcular m AH e m BC , 

• Se iuab = m HC ou nao existem m Aa e m BCi entao conclu- 
fmos que A, B e C sao colineares. 

• Se m AB A m BC ou existe apenas um, in. w ou m BC , entao 
A. B e C nao sao colineares. 


7-5 ^ 11-7 

a) m AB = — — — - 2; 


— o 


w.is ~ »» 


3-2 ^ 5-3 

A, fl e C sao colineares. 




b) rn^ji - 


m «c : 


9-6 

3-3 

6-10 


0 


( 2 ); 


3-3 

3 m Ae e 3 m 


-4 

0 


( 7 b 


/It 


A. B e C sao colineares, 


c 6 — 6 0 ^ 6 — 6 

c) m AB = g _ 2 = y = 0; g 


■j =0 

4 




d) /w., g = 


7- 5 

8- 4 

1 - 7 

1-8 


A , 5 e C sao 

2 = i. 

7 


meares, 


4 

-6 


-7 7 

A, B e C nao sao colineares, 


R.3 


Determinar a de modo que os pontos A(4. 2). B(5. 8) e 
C( 3, a) sejam colineares. 

Resolugao 


8-2 _ 8 -a 

in AB ~ ~c T~ “ 0 , Ulffc — 


8 — a 


5-4 


5-3 


4. EQUAQAO FUNDAMENTAL DA RETA 

Teorema 

Se r e a reta nao- vertical que passa pelo ponto 
P (x 0 , y 0 ) e tem coeficiente angular m. entao uma 
equacao de r e y — _y 0 = mix — a: 0 ), denominada 

equaqao fundamental da reta. 


Se nao existem tn AB e m BO entao as retas AB e BC sao Demonstracao 

■* * 

verticals e, portanto, sao paralelas. Ora, se as retas AB e 

4 r 

BC sao paralelas e tem o ponto B em comum, entao sao 
paralelas coincidentes e. portanto. A, B e C sao colineares. 

(c.q.d.) 



m = tg « 


Seja G(x. v) um ponto generico. distinto de P. O ponto 
G pertence a reta r se, e somente se, o coeficiente angular 
calculado atraves de P e G e igual a m, ou seja: 


y 


Vii 


= m y-%~ m (x - A- n ) 

x - x 0 

Note que o ponto P(x 0 . v 0 ) lambent satisfaz essa equacao. 
Observe: 

V () - Jo = m (Xo - x 0 ) =» 0-0 

Assim, a equagao y — y 0 = m(x — x Q ) representa todos 
os pontos da reta r. 

(c.q.d.) 


Jr EXERCICIOS RESOLVIDOS 

R.4 Determinar uma equaqao da reta r que passa pelo ponto 
P(— 2, l) e tem coeficiente angular m = —3. 

Resolugao 

Na equacao fundamental da reta y — _v 0 — m{x — x 0 ), 
substituindo.Vo, _y 0 e m, respect! vamente, por —2, I e —3, 
temos: 

>’ — 1 . = -3(jc — (—2)) y - 1 = — 3(a + 2) 

/. y - 1 = — 3.v - 6 3.v + y + 5 = 0 

Assim, uma equacao da reta r € 3x + y + 5 = 0. 

R.5 Determinar uma equaqao da reta r do graf ico. 
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Resolugao 

A reta r passa pelo ponto P(Q, 4) e tern coeficiente angu- 
lar m = ts 135° = — 1: 


r 


P{ 0, 4) 
m — — 1 


Substituindo x 0 — 0, y 0 — 4 e m = — 1 na equagao funda- 
mental da reta y - y 0 - m(x — Xq), temos: 

y ~ 4 = — 1 (x — 0) => y — 4 : = —x 

Assim, a reta r tem como equacao x 4- y — 4 = 0. 

R.6 Usando a equacao fundamental, obter uma equacao da 
reta que passa pelos pontos .4(2, 5) e 5(4, ] ). 

Resolugao 

Calculando o coeficiente angular da reta A5, temos: 


tflAB - 


Ay 

Ax 


I - 5 


= -o 


Com esse coeficiente angular e qualquer urn dos 
pontos A ou B. obtemos a equapao pedida: 

A (2, 5) 

m - -2 


AS 1 


Fazendo x 0 — 2, y 0 — 5 e m = — 2 na equagao fundamen- 
tal da reta y - y D = m{x * %), temos: 


y — 5 = — Zv + 4 


y - 5 = -2(x - 2) 

2x + v - 9 = 0 
Essa e uma equacao de AS. 


As bissetrizes dos quadrantes im pares 

As bissetrizes dos quadrantes 1 e 3 estao contidas na 
reta b h denominada reta bissetriz dos quadrantes im- 
pares. 



Obsei vando que a reta b { passa pela origem 0(0, 0) e 
tem coeficiente angular m = tg 45° = 1, podemos obter 
sua equacao atraves da equacao fundamental 

y~y<) = m (x ~ Xq): 

y -0=\(x- 0) 
y = x 

Note que essa equacao nos diz que todo ponto (x, v) da 
reta b , possui y = x, isto e, a ordenada e igual a abscissa. 
Por exemplo, sao pontos dessa bissetriz: 


( 1 , 1 ); ( 2 , 2 ); 


r 


\ 


2 5 2 


\ 


J 


; (-5,-5) 


As bissetrizes dos quadrantes pares 

As bissetrizes dos quadrantes 2 e 4 estao contidas 
na reta b p , denominada reta bissetriz dos quadrantes 
pares. 



Observando que a reta b p passa pela origem 0(0. 0) e 
tem coeficiente angular m = tg 135° = — 1, podemos ob- 
ter sua equacao atraves da equacao fundamental 
3 ' “ y<3 = m(x - xq): 

y - 0 = — 1 (x - 0) 

■ y = —x 

Note que essa equacao nos diz que todo ponto (x, _y) da 
reta b p possui y = ~x, isto e. a ordenada e a abscissa sao 
opostas. Por exemplo, sao pontos dessa bissetriz: 


(1, -1); (—1. I); ( - 


3_ 

i * 


3 4 (3 


j 


i ; 


3 


j 



R.7 


EXERCICIO RESOLVIDO 

Determinar o ponto P. pertencente a bissetriz dos qua- 
drantes unpares, eqiiidistante dos pontosA(2. 5) e 5(4, 2). 

Resolugao 

Todo ponto da bissetriz dos quadrantes irnpares possui a 
abscissa igual a ordenada. Logo, o ponto P t da forma 
P(x, x). 



Devemos ter AP = BP =$ 

=> J{x ~ 2) 2 + (x - 5)3 = J(x - 4) 2 + (x - 2)- . 

Quadrando ambos os membros dessa igualdade. obte 
mos: 

jU- — Tf + (x - - (x - 4 ) 2 + 

x 2 — 10x + 25 = x 2 — Bx +16 
2x - 9 


. . x = 


Assim. o ponto P e P 


r 9_ 

v 2 
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Reta horizon 

Como ja vimos 
sas e chamada de 
cular a esse eixo e 

Exemplos 

y > 

_4 

fal © reta vertical 

,, toda reta paralela ao eixo das abscis 
reta horizontal, e toda reta perpend i 
chamada de reta vertical. 

L 

r 



o 

;F- 

X 


B-2 Calcule o coef iciente angular da reta ,4 5 em cada um dos 
seguintes casos: 

a) 4(2, 6) e 5( 4, 14) 

b) A(l,4) e B{2, I) 

c) A(-3,5) e 5( 1,-1) 

d) A( 4, 6) e B(3 , 6) 

e) A{ 2, 5) e 5(2, 8) 

f) A(l, 3) e 5( 4, 7) 

g) 4(4,8) e B (2, 9) 

h) A(— 5, -I) e 5(-3, ~4) 

i) A(— 1, 3) e £(—2, 3) 

j) 4(8, 1) e 5(8,6) 


a) A reta r e horizontal, portanto seu coeficiente angular 
e tg 0° = 0. Como ela passa pelo ponto (0, 4), podemos 
obter sua equagao atraves de y y 0 = m(x — x 0 ), isto 
d, y — 4 = 0 (jc — 0), ou, ainda, y = 4. 

Note que essa equagao nos diz que todo ponto dessa 
reta horizontal possui ordenada igual a 4. ilsse fato po- 
deria ter sido observado diretamente no grafico, evi- 
tando, assim, todo o trabalho anterior, bastando escre- 
ver y — 4 como equagao da reta. 



A reta $ e vertical, portanto ela nao possui coeficiente 
angular. Assim. nao e possfvel obter-se a equaquo des- 
sa reta a partir de y — y 0 = m(x — x 0 ). Porem, obser- 
vando o grafico, constatamos que no piano cartesiano 
todo os pontos dessa reta. e somente ele.s. tern abscissa 
4. o que nos permite representar essa reta pela equacao 
x = 4. 


1-^iV' 

Jr EXERCICIOS BASICOS 


B.l Determine a inclinacao e o coeficiente angular de cada 


uma das seguintes retas: 



c) 


y n 


o 



B.3 (U. Taubate-SP) A inclinacao da reta que passa pelos 

pontos 4(3, 7) e 5(5, 9) e: 

a) 30° c) 60° e) 135° 

b) 45° d) 90° 

B.4 Obtenha o valor de a no graf ico: 


B.5 


B.6 


o 
- 1 



135 ’ 


1 


x 


Usando a condicao de alinhamento por coeficiente angu- 
lar, verifique se os pontos A, 5 e C sao colineares, nos 
seguintes casos: 

a) A(l, 6), 5(0, 4) e C(— 1, 2) 

b) 4(1, 2), 5(5, 2) e C(6, 2) 

c) 4(4, I), 5(4, 7) e C(4, 9) 

d) 4(3, 6), 5(1, 4) e C(4, 1) 


e)A| f 2 M“T' °) ecn 


11 ) 


2 


2 


f) A( J 3 , l), 5( Jl , X) e C(it, 1) 

g) A(3, 43 ),5(3, J5 ) e C(3, JT ) 


j) 


(Vunesp) Dado um sistema de coordenadas cartesianas 
no piano, considere os pontos 4(2, 2), 5(4, — 1) e 
C(m, 0). Para que AC 4- C5 seja mtnimo, o valor de m 
deve ser: 


a) 


b) 


7 


8 


c) 


10 


e) 


1 1 


d) 3,5 


B.7 Determine uma equacao da reta que passa pelo ponto P 
e tern coeficiente angular in em cada um dos seguintes 
casos: 

a) P(2, 4) e m — —3 

b) P{— 1, 6) e m = 2 


c) 5(4, 0) e m = — 


l 


2 
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f 9 

d )P 1 
3 J 


e m = — — 
5 


e) P( 0, —1) e m — —4 

f) P — — , 2 e m — 3 

v 2 J 


O 

& 


)P 




— 1 e m = —3 


h ) P (0, 0) e m = 6 

B.8 (UFPE) A equacao cartesiana da reta que passa pelo pon- 

to (1, 1) e tem inclinagao de 60° e: 

a) Jl x — y = J2 — 1 

b) x T y = 1 — a/3" 

c) J3 x - y = — 1 

JV *§"■* _ , a/3 

d) — - — ■ + y ~ l “ ~ — ~ — 


e.) 


a/3 


v=4r-l 


B.9 Obtenha uma equagao para cada uma das retas dos gra 
ficos. 
a) 

' y a 



B.10 (UFSE) Na figura, os angulos tem as medidas indicadas. 
A reta r contem a bissetriz do triangulo ABC. relam a ao 
vertice A. A equagao de r e: 





a) v = x + 2 

b) >■ = * — 2 

c) y = — 2.v + 1 


d) y = —x + -1 

e) y — —x + 2 


B.ll Quais as equacoes das retas res dos graficos? 

a) 


V i 

L 

5 

r 

0 

X 



B.12 Us an do a equagao fundamental, obtenha uma equagao 
da reta que passa pelos pontos A e B em cada um dos se- 
guintes casos: 

a) A(3, 8) e B(- 3, 2) c) A(-6, 3) e B(~5, 6) 

b) A(5, 0) e B(- 1 , 12) d) A(l, 6) e B(3, 1) 

B.13 (U. E. Londrina-PR) Sao dados os pontos A — (—2, 1), 
B — (0 5 _ 3)eC ■ (2, 5). A equagao da reta suporte da 
mediana do triangulo ABC , tragada pelo vertice A. e: 

a) y = 1 d) x — y — 1 

b) jc = I e) x 4- y = 1 

c) x^y 

Nota 

Reta suporte de tan segmento e a reta que contem o seg- 
mento. 

B.14 Qual e o ponto P pertencente a bissetriz dos quadrantes 
unpares cu ja dislancia a origem 6?(0, 0) e iguai a Ajll 
Lembrete. Todo ponto da bissetriz dos quadrantes rm- 
pares e da forma (.*, x). 

B. 15 O ponto P pertence a bissetriz dos quadrantes pares e sua 
distancia ao ponto £2(6. —5) e iguai a J5 . Determine P. 
Lembrete. Todo ponto da bissetriz dos quadrantes pares 
e da forma (x, — x). 

Exero'eiqs complementares de C.1 a C.6 


5. EQUACAO GERAL DA RETA 

Todo reta do piano caitesiano e grafico de lima equa- 
cao da forma ax 4- by + c = 0. em que x e y sao variaveis 
e a, b e c sao numeros reais com a e b nao simultanea- 
mente nulos. Essa equacao e chamada de equacao geral 
da reta. 

Exemplos 

a) A reta de quagao y = 3x — 5 pode ser representada 
pela equacao geral 3x — y — 5 = 0. 

b) A reta de equacao x = 7 pode ser representada pela 
equacao geral x — Ov — 7 = 0. 

Jr EXERCICIOS RESOLVIPOS 

R.8 Construir o grafico da reta r. de equacao geral: 

2x 4 3y -12-0 

Resolugao 

Dois pontos distintos determinam uma reta. Assim. 
vamos obter dois pontos distintos da reta r e construir a 
reta que passa por eles: 

• fazendo x — 0. temos 2 ■ 0 4- 3y — 12 = 0 = 4; 

• fazendo y — 0, temos 2x + 3 ■ 0 — 12 = 0 => x — 6. 

Portanto, dois pontos distintos de r sao (0, 4) e (6. 0). Lo- 
go, o grafico de r e: 



R.9 Dili' uma equacao geral do eixo Ox. 

Resolugao 

No piano cartesiano, tod os os pontos do eixo Ox, e so- 
mente eles, tern ordenada zero. Logo, podemos represen- 
tar esse eixo atraves da equacao y = 0. 




reta y = 0 



x 


R.10 Dar uma equagao geral do eixo Oy. 

Resolugao 

No piano cartesiano. todos os pontos do eixo Oy, e so- 
mente eles. tem abscissa zero. Logo, podemos re pre sen- 
tar esse eixo atraves da equagao x — 0. 



6. INTERSECQAO DE DUAS RETAS 
CONCORRENTES 


, ou seja, as coordenadas de P 


Se y (J ) e o ponto de intersecgao das retas concor- 
rentes r. a pc + b , v + c l = 0 e s: a 2 x 4- bxy 4- c 2 = 0. entao 

a | A'o 4- /qy’o 4- r t = Q 

a 2 x 0 4- b 2 y Q + c 3 = 0 

satisfazem as equates r e s simultaneamente. Sendo as- 
sim, para obter r n basta resolver o sistema: 

-I- h | v + c, = 0 
(3-..V 4- b->v + c -. i = 0 


Yo 


O 


{P} — rn s 


\ 


s 


V 


\ p 


/ 


I X 

’I 

I 


x 




-X 


X 


x 


v - 


O sistema anterior, que e equivalente a 
a { x + b x y = —Ci 


a-,x + b-, y = — c-> 


, e possivel e determinado se, e so- 


mente se. 


a 


a 


h 

b* 


^ 0. conforme ja vimos no estudo 


dos sistemas lineares. Sendo assim, temos que essa e con- 
dif ao necessaria e suficiente para que as retas r e s sejam 
concorrentes. 



EXERCICIOS RESOLVIDOS 


R.11 Mostrar que as retas r: 2x — y *- 5 = 0 e 

s: 3.v 4- y — 10 = 0 sao concorrentes e det ermin ar o pon 
to co mum a ambas. 


Resolugao 


2x - y = 5 (r) 
3.v 4-r’ = 10 (s) 

L W' 


D = 


2 -1 
3 1 


- 0 — 


(-3) “ 5 


Como D 4 0, temos que re s sao ecaicorrentes. Somando 
membro a membro as equacoes de r e s, temos: 

5.v = 15=>x = 3 

Substituindo x = 3 na equacao de r, obtemos: 

2 • 3 — y 5 => y — 1 
Logo, r Dj = {(3, 1)}. 

R.12 Determinar 0 ponto de intersec^ao da reta 

r: 5x — 2y 4- 3 = 0 com o eixo Ox 

Resolucdo 

Vimos no exercicio R.9 que a equacao do eixo Ox e 
y = 0, Assim, o ponto de inlersecfao da reta r com 0 eixo 

5.v — 2v 4 3 — 0 


Ox e dado peio sistema 


v = 0 
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Substituindo v = 0 na primeira equa^ao, temos; 

3 

T 


5x-2*0 + 3 = 0=*.r=-4 


« . / 3 \ 

Logo, o ponto comum a reta r e ao eixo 0x6 — — , 0 

\ 5 J 


R.13 Deierminar o(s) ponto(s) da reta r: 2x + y — 5 = 0 que 
disia(m) 10 unidades do ponto P(— 5, — 5). 

Resohtgao 

Tomemos urn ponto generico da reta r. Para isso, basta 
atribuir um valor generico para x. Fazendo.v = a, temos: 

4- y — 5 = 0=>y = 5 — 2 a 

Assim, um ponto generico da reta r e G(a, 5 — 2a). 

A equagao d GP — 10 nos fornecera o valor conveniente 
de a, isto 6: 

d GP =10 

,K J (a- (— 5)) 2 + (5 - 2a - ( -5 )) 2 = 10 
J (a 4- 5) 2 4- (10 - 2a) 2 = 10 

Quadrando ambos os membros. obtemos: 

(a + 5) 2 4- (10 - 2af = 10 2 
. ' . a 2 4- l Qu + 25 4- 1 00 — 40ci 4" 4a- = 1 00 
.3 5a 2 - 30a + 25 = 0 

a 1 — 6a 4- 5 = 0 => a = 1 ou a — 5. 

• Para a = 1, temos G(l, 5 — 2 ■ 1), ou seja, G( 1, 3). 

* Para a — 5, temos G'(5 , 5 — 2 * 5), ou seja, G'(5, —5). 




EXERC1CIOS 3A51C05 


B J 6 Oblenha uma equacao geral da reta r do grafico: 




-A 


O 


x 


B.17 Sao dados os graficos: 

Y ♦ 


V 


o 


o 


Obtenha uma equafao geral para cada uma das retas. 
res. 

B.18 Construa o graf ico de cada uma das seguintes retas: 
a) 5 jc — 4y — 20 = 0 d) y — 2 

bj 2x 4- 7y = 0 e) x = 0 

c) .v = 3 

B.19 Mostre que as retas K f$x — y — 4 = 0 e 

s: 2x 4- y — 3 = 0 sao concorrentes e determine o ponto 
comum a ambas. 


B.20 Para que valores de a as retas r: ax 4- 2y — 5 = 0 e 
s: 3jc 4- v — 3 = 0 sao concorrentes? 

sf 

B.21 Obtenha o ponto de intersecgao das retas r e s do graf ico: 



B.22 No grafico, a reta r e bissetriz dos quadrantes l'mpares, 
Determine o ponto comuni arer. 


yk 


-2 


O 


B.23 Qual e o ponto de intersec^ao da reta 
r: 3 a — 2y 4- 5 = 0 com o eixo Oyl 

B.24 (U. Amazonas- AM) O ponto P no grafico abaixo e: 

1 5 13 3 


a) (4. 3) 


b) 


(± 4) 

\ 2 j 


c) 


d) 


v 2 


4 


/ 


e) (2, 4) 


12 


j_8 

5 


J 



3.25 (Cesgranrio) 



Uma barra de ferro com temperatura inicial de — 10 °C 
foi aquecida ate 30 °C. O grafico acima representa a va- 
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riacao da temperaLura da barra em fungao do tempo gasto 
nessa experiencia. CaJcuie em quanto tempo, apos o inf- 
cio da experiencia, a temperatura da barra atingiu 0 C C. 

a) 1 min d) l min 15 seg 

b) 1 min 5 seg e) 1 min 20 seg 

c) 1 min 10 seg 

B.26 (UFBA) Determine os pontos da relax + >’ + 2 = 0 que 
dtstam 5 unidades do ponto P( — 2. — 1). Sugestao. Tome 
hid ponto generico da reta. Ver exercicio R. 13. 

Exercicio complementer C.7 


7. FEIXE PLANO DE RETAS 
CONCORRENTES 

Chama-se feixe piano de retas concorrentes de cen- 
tro P o conjunto formado por todas as retas de um piano 
a que passam por P. 


\ 


w 


/ 


\ \\ / y 

\ \\ / / y 


A\ O' 

\\\ 

wx 

y/ / \\ \ 

/ / / \\ X, 

y / I \ \ X. 

/ f \ \ x 

/ \ \ 


Na equagao y - y n = m(x — x 0 ), atribuindo a m todos 
os valores reais, obtemos todas as retas nao-verticais que 
passam pelo ponto P(x (h v 0 ). A unica reta que passa por 
P(x, h Vo) e nao pode ser obtida dessa equagao e a reta ver- 
tical x = x 0 . 



Assim, o feixe piano de retas concorrentes de centro 
P(xq, v 0 ) e detemiinado por: 


v — >0 — m{x — x'o), m E. IR, ou x = x, 


o 



EXERCICIO RESOLV1DO 


R.14 Dar as equ agues de todas as retas do piano cartesiano que 
passam pelo ponto P( 2, 6). 

Resolucdu 

A equagao y ■ 6 — ?n(x — 2), m G IR, representa todas 
as retas nao-verticais que passam por P( 2. 6). A unica 


reta que nao e represen tada por essa equagao e a vertical 
x — 2. Assim, as equagoes de todas as retas que passam 
por P(2, 6) sao y — 6 = m(x — 2), m G IR. ou x = 2. Em 
outras palavras, dizemos que essas sao as equagoes do 
feixe piano de retas concorrentes de centro P(2. 6). 




EXERCICIO BASICO 


B.27 Considere no piano cartesiano o feixe de retas concor- 
rentes de centro P( 2, 4). 

a) Obtenha as equagoes de todas as retas desse feixe. 

b) Das equagoes do item anterior, qual representa a reta 
de inclinagao 45°? 

c) Das equagoes do item a, qual representa a reta hori- 
zontal que passa por Q(2, — 1)7 

d) Das equagoes do item a, qual representa a reta hori- 
zontal que passa por PI 

e) Das equagoes do item a. qual representa a reta vertical 
que passa por PI 

f) Das equagoes do item a, qual representa a reta que in- 
tercepta o eixo Ox no ponto de abscissa 3? 

Exercicio comptementar C.8 



EXERCICIOS COMFLEMENTARES 


C.I Determine uma equagao da reta r do grdfico: 





C.2 


O ponto P pertence a bissetriz dos quadrantes fmpares 
e o ponto 0 pertence ao eixo das abscissas. Determine 
esses pontos. sabendo que a distancia enire eles e 5 uni- 
dades e que a abscissa de Q lent 4 unidades a mais que 
a de P. 
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C 3 (PUC-SP) Os pontos 4(5, 3) e 1?(5. y ), y # 5. perteneem 
a semi pianos opostos etn relacao a reta bissetriz dos qua- 
drantes impares se, e somente se: 

a) v > 5 c) v > 3 e) v = 2 

b) >• < 5 d) y < 3 

Nota 

Uma reta r divide am piano que a content em dois semi- 
pianos opostos em relagao a r. 

C.4 (Fuvest-SP) A tabela mostra a temperatura das aguas do 
Oceano Atlantlco (ao nfvel do equador) em fungao da 
profundidade. 



KC J' 

jJUti k 1 1 1 1 ; i n * *j : 



Superficie 

27 °C 

100 m 

21 °C 

500 m 

7 °C 

1 .000 m 

4 °C 

3.000 tn 

2,8 °C 


Admitindo que a variagao da temperatura seja linear en- 
tre duas quaisquer das medigoes conseculivas feitas para 
a profundidade. a temperatura prevista para a profundi- 
dade de 400 mede: 

a) 16 °C c) 12,5 °C e) 8 °C 

b) 14 °C d) 10,5 °C 

C.5 (Fatec-SP) No piano carte si an o xOy\ as equagoes 
x — I = 0 e v — 2 — 0 representani: 
a) duas relas, uma vertical e outra horizontal . que se in- 
terceptam no ponto (1, 2). 


b) duas retas, uma vertical e outra horizontal, que se in- 
terceptam no ponto (2, 1). 

c) uma reta que Lntercepta os eixos cartesianos nos pon- 
tos ( 1 , 0) e (0, 2). 

d) dois pontos: ( i , 0) e (Q, 2), respectivameme. 

e) dois pontos: (0, 1) e (2, 0), respect ivamente. 


C.6 


(Unifor-CE) A reta r, de equagao y = 2.v — 1, intercepts 
os eixos cartesianos nos pontos ,4 e B, O ponto medio do 
segmento AB e o ponto: 




c) (0, -1) 



C,7 (Fesp-PE) No triangulo isdsceles ABC. os vertices da 
base sao 4(3, 0) e B( 0, 4}. Se o vertice C pertence a reta 
x 4- y — 7 = 0. podemos afirmar que a diferenga entre as 
coordenadas de C e: 

a) 3 c) 7 e) 0 

b) 5 d) 4 

Sugestao. Tome uni ponto generico da reta. Ver exerct- 
cioR. 13. 

C.8 Considere no piano cartes iano o feixe de retas concorren- 
tes de centro P(2, 0). 

a) Obtenha as equagoes de todas as retas desse feixe. 

b) Das equagoes do item anterior, qua! represents a reta 
que forma com os eixos O.v e Ox um triangulo de 
drea 5? 


iapfinlo 55 

OUTRAS FORMAS DA EQUACAO DA RETA 


PARALELISMO E PERPENDICULARIDADE 


1. EQUACAO REDUZIDA DA RETA 

Vimos. no capftulo anterior, que uma equaqao da reta 
r que passa pelo ponto P(x 0 , y a ) e tem coeficiente angular 
igual a m e y — v 0 = mix — %). Isolando a variavely nessa 
equaqao, obtemos: 


Assim. tenios que: 


y = nix + y 0 


l 0 


Fazendo y 0 — mx Q = q, podemos escrever: 

y = rtvc 4- q 

Essa equaqao e chamada de equacao reduzida da reta r. 
Note que o coeficiente de x na equasao reduzida e exata- 
mente o coeficiente angular m da reta. Ao ternio inde- 
pendente q daremos o nome de coeficiente linear da reta. 

Exemplos 

a) Na equacao reduzida y = 3a + 5 temos: 

77? — 3 (Coeficiente angular) e q = 5 (Coeficiente linear) 

b) Para construir o grafico da reta r de equacao 

v = 2a + 6, basta formar uma tabela atribuindo valores a 
x. ou y a fim de obter dois pontos distintos da reta r: 


m = 


e 


3^ 

5 


(Coeficiente angular de r) 


q = 2 (Coeficiente linear der) 

O raciocfnio us ado nesse exempt o pode ser generaliza- 
do: sendo r uma reta nao- vertical de equaqao geral 
ax + by + c = 0, o seu coeficiente angular m e seu coe- 


a 


ficiente linear q sao m — — — e q — 


reduzida da equacao dessa reta e v = 


b 

ax 


. pois a form a 


2. ESTUDO DAS POSIQOES RELATIVAS DE 
DUAS RETAS EM FUNQAO DE SUAS 
INCLINACOES 

No piano cartesiano, duas retas ret sao paralelas se. e 
somente se, tem o mesmo coeficiente angular ou nao 
existem seus coeficientes angulares: 

r//$€$ in, = m, ou 3 m, e m s . 




0 

6 

-3 

0 



Note que o coeficiente de x na equaqao y = 2a + 6 e cxa- 
tamente o coeficiente angular da reta m= ig a = 2. Note 
ainda que o coeficiente linear, 6, e a ordenada do ponto 
onde a reta intercepta o eixo Oy. 

e) Seja r a reta de equacao geral 3a + 5y — 10 = 0. A 
forma reduzida da equaqao de r e obtida isolando-se a va- 

3 A' 


riavel v, ou seja 5y = — 3a + 10 


v = 


5 


+ 2 . 



A 


0 


z) m r e m. => r / s 


O 


r = s 


\a 

>. 


m r = m< 


r S s 


O 


r = s 


^ m,e m s =* r / s 
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No piano cartesiano. duas retas r e s sao concorrentes 
se, e somente se, tem coeficientes angulares diferentes ou 
exi.ste coeficiente angular de uma das retas e nao existe da 
outra: 


o 


X. 


V 




X 


m r m t 
\/ A 


r concorre com s 


O 


A 


K 


X 


lm r e =* rconcorre com s 

Apos essas analises, podemos enunciar: 

Duas retas nao-verticais resde equates reduzidas 
y — m r x + q, e y = mj + q s , respectivamente, sao: 

• paralelas distintas se. e somente se: 

m, ~ m s e q r ^ ± 



paralelas eoincidentes se, e somente se: 


m r = m s e q, = q s 



• concorrentes se. e somente se: 


m r A m. 




R.l 


R,2 


c) s e u 


EXERCICIOS RESOLVI DOS 

Sao dadas as seguintes retas: 
r: y = 3x -f- 5 
s: v — 3 a _ — 2 

•wT 

t : 6x — 2y + 10 = 0 
ui y — 5.x 

Descrever a posigao relativa entre: 
a) r es b) ret 

Resohigao 
Temos que: 

• m r =3 e tj,.~ 5 

• m s — 3 e q x — —2 

• a forma reduzida da equacao da reta r e y - 3.x 4- 5 ; 
logo, m , ~ 3 e q t = 5 

• m u = 5 e q„ = 0 
Assim, temos: 

a) m r - m s e q, # q s =$ re s sao paralelas distintas; 

b) m r — m, e q r = q, => r e t sao paralelas coincidentes; 

c) m s A m u => .v e u sao concorrentes. 


Para que valor de a as retas fi 3x + 2y — 1 = 0 e 
s: ax + 5y + 3 = 0 sao paralelas? 

Resohigao 

Escrevendo as equagoes sob a forma reduzida, temos: 

3 1 

' T e & = — 


r: v ~ — 


3x 1 


s: v — 


2 

ax 


=> m r = 


2 

3 a 

y ^ _ y 


3 

5 


Para que r e s sejam paralelas. devemos ter: 


m r ~ 


3 

2 


a 


15 


a — 


Note que para esse valor de a as retas serao paralelas dis- 

< 1 


tmtas. pots q r A q 5 


2 


+ -*) 

5 J 


R.3 Obter uma equagao da reta r que passa pelo ponto 
P(5, 2) e e paraiela a reta s do grafico. 
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Resolucao 



Para que r e s sejam paraJelas. elas devem ter o mesmo 
coefieierite angular. Assim, temos: 


P(5, 2) 

m r ~ m s ~ tg 135 


= -1 


jo = mix 

~x + 5. 
"X + 7. 


- X,) 


Pela equacao fundamental da reta y — 
temos y — 2 — — l(x — 5) =>_v — 2 — 

Portanto uma equacao da reta rey— ~ 

R.4 Detenu inar uma equacao da reta r que passa pe!o ponto 
P(— I, 61 e e paralela a reta ,v: 4.v + 2v — 1 ~ 0. 

Resolugdo 

Escrevendo a equacao da reta .v sob a forma reduzida, 

1 


m. = —2 


temos v — ~2x + 


Para que res sejam paraielas. devem ter o mesmo coe- 
ftciente angular. Assim: 


r ■ 


P(~ U 6 ) 

m r — m s 


= — 9 


Pela equagao fundamental da reta y — j 0 = mix — x 0 ), 
temos: 

y — 6 ~ ~2(x — (— 1)) y — 6— —2(x + 1) 
y — 6 = — 2.v — 2 

Portanto uma equaqao da reta r e 2x + y — 4 = 0. 


No triangulo retangulo ABC , limitado por r, s e o eixo 
Ox , temos: 


0 


A 


Y I 80 a -Pr 


P 


B 


x 


tsot = 


AC 

AB 


< e 


tg( 180 ° — P) = 


AB 

AC 


Da trigonometria, temos que tg (180° — (3) = — tg £3. 
Assim: 


AC 


= 

° AB 


“tgp = 


tga 


tgp = - 


AB 

AC 

AC 

AB 

AB 


(I) 


1 


AC 


AC 

AB 


cm 


Substituindo (I) em (II), temos tg (3 = — 


1 


tga 


on seja: 


1 


m s = 


m 


Desse modo, podemos enunciar: 


3. RETAS PERPENDICULARES 

Consider emos as retas perpendiculares rev do seguinte 
grafico: 



em que m r = tg a e o coeficiente angular de r e m v = tg |3 
e o coeficiente angular de s. 


Duas retas r e v, nao-verticais, sao perpendictila- 
res, se e somente se, o coeficiente angular de uma de- 
las e igual ao oposto do inverse do coeficiente angu- 
lar da outra. 


Note que, sendo r uma reta vertical, uma reta s e perpen- 
dicular a r se, e somente se, s e horizontal. 


0 
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r EXERCICIOS RESOLVIDOS 


R.5 


R.6 


R.7 


Obter uma equagao geral da reta s que passa pelo ponto 
P{2. — 3) e e perpendicular a reta r. x + 2 y -1-5 = 0. 

Resolucao 

Escrevendo sob a foraia reduzida a equagao da reta r. ob- 
temos: 

X 5 1 


^ 


i\ 


D => V “ - 


3 

T 


w = - — 


Para que as retas r e ,v sejam perpend ieul ares. o coefici- 
ente angular de j deve ser o oposto do inverso do coefi 
ciente angular de r. As si m, temos: 


P( 2, -3) 


Si 1 

m — — — 


«'r 


_ -I 


Pel a equagao fundamental da reta, y - y 0 — m[x 
temos y — (-3) = 2Cx — 2) =» y + 3 ■*= 2x — 4. 
Logo, uma equacao geral da reta s 6 2* — y — 7 


%)- 


- 0 . 


Qual e a equagao reduzida da mediatriz do segmento AB, 
dados A(3, 9) e B( 1 , 5)? 

Resolucao 

A mediatriz do segmento AB e a reta que passa pelo 
ponto medio M de AB e e perpendicular a AB. 

f 3 + 1 9 4 5 % 


O ponto medio de AB e M 
M{ 2.7). 


i 


, ou seja. 


. 9 — 5 

O coef iciente angular da reta AB e nt AB — — 9 


3 - 1 


A mediatriz r de AB e perpendicular a reta AB e. portan- 

l 


to. m. ' ■ — 


m 


. Assim. temos: 


AB 


r< 


M (2, 7) 


m„ = 


i»ab 


o 


Pela equagao fundamental da reta, >• - y 0 = mt* — .v n ,t 
temos: 


y~l = -^-U- 2j 


>■- ? = + 1 


Logo, a equagao reduzida da mediatriz rev = - — +8. 

9 


Determinar o simetrico do ponto P(5, —2) em relagao a 
reta r: 2x 4- y + 2 = 0. 

Resolucao 

Dois pontos P e P\ P & P ' , sac simetrieos em relacao a 
reta / se. e somente se. P e P’ equidistant de r e perten- 
cem a uma mesma perpendicular a r. 

Assim. para obter o ponto P’. vamps seguir os seguintes 
passos: 

I '•’) obtemos tima equagao da reta s que passa por 
P( 5, — 2) e e perpendicular a r; 

2 ,J ) determinamps o ponto Q de intersecgao de res: 

3-) obtemos o ponto P' de modo que o ponto Q seja 
ponto medio de PP' . 


1") Escrevendo sob a forma reduzida a equagao de r, 
temos _v = — 2x — 2 m r = —2. 

I 

A reta s perpendicular are tal que m s = — . En- 


trt 


tao. temos: 


P(5, -2) 


s i 


m. - - 


1 


1 


I 


m 




Pela equagao fundamental da reta,y — y D = m{ x — %), 
temos: 


>■ - (-2) = 4 (* ~ 5 ) 


v + 2 — 


2v + 4 = x — 5 s: x — 2v — 9 = 0 


2-\ A intersecgao de re re dada por: 


2x + v + 2 - 0 


x 


* - 2 v - 9 = 0 
4.r + 2v + 4 — 


X - 2y - 9 


0 

0 


5jc + Ov - 5 = 0 x = i 

Substituindo x = I em x — 2y — 9 = 0, obtemos: 

1 - 2y - 9 = 0 =» y - -4 
Logo, r fli = {<2(1, —4)}. 

3 ! -) Seja P'(a, b ) tal que o ponto Q{ 1 . -4) e ponto medio 
de PP 7 . 



Assim, o ponto simetrico e P'{— 3, —6). 



B.1 


EXERCICIOS SASICOS 

Determine a equacao reduzida e uma equagao geral da 
reta que passa pelo ponto P e tern coeficiente angular m 
nos seguintes casos: 
a) P{ 5, — 4) e /n — ~8 


b) P(0, 3) em — ~ 


c) P 


1 


2 


, — 1 e m — —4 


d) P( 0, 0) e m = 1 
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B.2 Determine o coefieiente angular e o coeficienle linear de 
cada uma das seguintes retas: 

a) /•; y = 3.v - — c) t : y — —4x 

b) a: 3.v + 2 y — 1 — 0 

B.3 Determine o coeficienle angular e o coefieiente linear da 
retaAP nos seguintes casos: 

a) A{4, 6) e 5(- 1, -9} c) A(3, 2) e B( 3, 5) 

b) A (5, — 1) e B( 2, 1) 

B.4 Sao dadas as seguintes retas 

x 

r: 3x — 6v — 2 = 0; a: y — ■— — 5 

jl 

t : v = ~r — 4" * h : 4.v + v — I = 0 

J 2 3 


Descreva a posigao relativa entre: 

a) res c) re u e) s e u 

b) ret d) s e / 

B.5 Para que valor de a as retas r: (a — 2),v — 3y — 1 = 0 e 
a; ax -f y — 2 = 0 sao paralelas? 

B.6 Obtenha a de modo que as retas 

r. (2a — l).v — 2y -r I — 0 e ,s: a.x + 3y — 0 sejam 
concorrentes. 

B.7 Sabe-se que as retas r: (a — 1)a — 2y + a ' — 0 e 
s: (3a — 2).v — 4y + a — 3=0 sao paralelas. 

a) Obtenha a. 

b) Para o valor de a encontrado. as retas paralelas sao 
distintas ou coincidentes? 

B.8 Para que valor de a as retas r: ax — y + 5 = 0 e 
a: (4 a — 2).v — 3y + la + 1 =0 sao paralelas disLintas? 

B.9 Para que valores de a as retas r: lax + y — 1 = 0 e 
s : (3 a — 1 ).v + 3y — a = 0 tern urn linico ponto ein 
comum? 

B.10 Encontre uma equagao da reta r que passa pelo ponto 
P(— 3 , 3) e e paralela a reta s do grafico a seguir. 



B.I1 Determine uma equacao geral da reta r que passa pelo 
ponto Pee paralela a reta s nos seguintes casos: 

a) P(— 2, 6) e s: y = — 3x 4- 8 

b) P(0, 3) e s: 4x + 2y —1=0 

c) P( 1, 4) e s: y = x 

B.12 (UEMAj Dado o triangulo. deteiminado peios pontos 
A( 1,3), B( -2, 4) e C(3. —2), a equacao da reta que passa 
pelo ponto P( — 1, —8) e e paralela a mediana relativa ao 
lado BC e: 

a) y — 4x 4 c) y — 2x — 2 

b) y = 3x + 3 d) y == —4x + 1 


B.13 Determine a equagao reduzida da reta rque passa pelo 
ponto Pi — 1. -2) e e perpendicular a reta s do grafico. 




B.14 Obtenha uma equagao geral da reta r que passa pelo pon- 
to P e 6 perpendicular a reta s nos seguintes casos: 

a) P(— 1, 4) e s: 2x — v — 1 = 0 

b) P( 9. = y + 2 

c) P( 3, 0) e s: 4x — 3y + 1 = 0 

B.1 5 Determine a equagao reduzida da mediating do segmento 
AB nos seguintes casos: 

a) A(- 1,6) e 5(3, -2) c)A(-4, -l)e5(-2, -7) 

b) A(0, 6) e 5(6, 0) 

B.16 (U. Taubate-SP) A reta r e perpendicular a bissetriz dos 
quadrantes pares e intercepta urn eixo coordenado no 
ponto A(0. — 1). Escreva a equagao geral da reta r. 

B.17 (PUC-SP) Os pontos A = (- 1 , 1 ) e C = (0, -4) sao ver- 
tices opostos de um quadrado ABCD. A equagao da reta 
suporte da diagonal BD. desse quadrado, e: 

a) x + 5y + 3 = 0 d) x + 2y — 3 = 0 

b) x — 2y — 4 = 0 e) a — 3y — 5 = 0 

c) a' — 5y — 7 = 0 

B.18 Determine o simetrico do ponto P em relagao a reta r nos 
seguintes casos: 

a) P(4, 2) e r: x — 2y + 15=0 

b) P(l s 6) e r: v — 9 = 0 

Exercicios eomplementares de C.l a C.8 


4. EQUACOES PARAMETRICAS DA RETA 


Um fisico. estudando o movimento de um projetil . con- 
cltti que sua trajetorm e plana e que seus deslocamentos na 
horizontal e na vertical sao descritos, respectivamente, peias 


equagdes 


x — t + 5 


, em que r representa o tempo. 

V — 3/ 4- 6 
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Se esse cientista quiser descrever a trajetoria do projetil 
atraves de uma equagao que relacione apenas os desloca- 
mentos a e y, basta que isole a variavel t em uma das 
equacoes e substitua o valor obtido na outra: 

x = t + 5 =» t = x — 5 (I) 

3' = 3f + 6 {U) 

Substituindo (I) em (IT), obtem-se: 

y = 3(a - 5) + 6 
y= 3-r - 9 

As equacoes x — t + 5 &y = + 6 sao chamadas de 

eguacSes parametricas da trajetoria de equagao 
y ~ 3a ~ 9. A variavel t e chamada de parametro das 
equagoes parametricas. 

De modo geral, podemos apresentai' as coordenadas de 
cada ponto (a, v) de uma reta r em fungao de um para- 
metro i : 

a- - m 
y = git) 

Essas sao as equagoes parametricas da reta r. 

Se a partir das equagoes parametricas de uma reta de- 
sejarmos obter uma equacao geral ou red uzida, basta que 
eliminemos o parametro. 

Nota 

Quando as equacoes parametricas sao usadas em situ- 
ates praticas como em ftsica, qufmica, economia etc., o 
parametro / pode represen tar qualquer grandeza, como: 
tempo, temperatura, pressao, prego etc. 



R.S 


EXERCICIO RESOLV'IDO 

As equacoes parametricas de uma reta r sao: 

x = It - 3 


y = 4t + I 


t G (R. 


Obter uma equacao geral dessa reta. 

Resolucao 

Devemos eliminar o parametro /. Para isso, isolamos t 
numa das equacoes e o substitmmos na outra. 


X = 2t - 3 


x + 3 

I = s — (D 


v - At + I <ri) 


Substituindo (I) em (II), obtemosc 

y - 4 * — - — -i- 1 

. . y — 2(.v + 3) + 1 
y = 2x + 7 

Assim, uma equagao geral da reta r e 2x — y + 7 — 0. 



EXERCICIOS BASI COS 


B.I9 De uma equagao geral da reta cujas equagoes parame- 
tricas sao: 


a} 


B.20 (UFRS) Um ponto PQc, v) descreve uma trajetoria no 
piano cattesiano, tendo sua posicao a cada instante 
t{t >0) dada pelas equacoes: 

x ~ It 
v = 3/ -2 


A distancia percorrida pelo ponto P(x, y) p;.ira 0 

a) 2 

b) 3 


t ss 3 e: 


c) Jl3 

d) B./lT 

e) a/6I 

Exercicios compiementares de C=9 a C.1 1 






Jf EXERCICIOS COMPLEMENTARES 

CM Em um paralelogramo ABCD, lem-se que.4( 1. 4), 5(2, P) 
e C(3, 2). Determine a equacao reduzida da reta suporte 
do lado CD. 

C.2 Em urn triangulo ABC , os pontos medios dos lados AB e 
AC sao, respectivamente, M( 2, 5) e IV( 4, —3). Sendo 
B(5. 1 0), determine a equagao reduzida da reta BC. 


C.3 


C.4 


(ITA-SP) Dadas as reins tr, ): .v + 2y — 5 — (). 
(r 2 ): x — y — 2 = 0 e (r 3 ): x — 2y — L = 0, podemos 
afirmar que: 

a) sao du as a duas paralelas. 

b) (r,) e (r 3 ) sao paralelas. 

c) (r t ) e perpendicular a (r 3 ). 

d) (r 2 ) e perpendicular a ( r 3 ). 

e) as tres retas sao concorrentes num mesmo ponto. 

(FEI-SP) No triangulo ABC. cujos vertices sao 
A — (0, 0), B = (—3, I) e C = (1, 5), a equagao da reta 
que content a altura nelativa a BC e: 

1 


a) .v = - 2 

b) y = —2x 

, 3 

c) y - - 


x 


4 


d ) V — “A 

r mf 


e) y = 


“T- Y 


C.5 (Fatec-SP) Se A = ( — 1 , 3) e B — (1, 1), entao a mediatriz 
do segmento AB encontra a bissetriz dos quadrantes 
pares no ponto: 

a) (-U I) 
f 3 3 ■ * 


b) 


c) 


d) 






4' 4 ) 

42 


42 > 


2 i 


i ’ 


I 


A — t — 4 

b) . 

A — 3/ + I 


( i n 

t gir 

f GIR 

p| 

y = 3 r-E5 

y = 6t — 4 

\sj 

k 4 ’ 4 J 
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C.6 


(UEPA) Com base no graiico abaixo, determine: 

a) uma equagao geral da reta r; 

b) a equagao reduzida da reta 5 ; 

c) as coordenadas do ponto P. 




0 


C,7 (UNIR) A projegao ortogonal de uni ponlo P sobre uma 
reta /’ e o ponto P' de r tal que PP' _L r. 



A projegao ortogonal do ponto P( 3, 5) sobre a reta (r) 
x + 2y + 2 = 0 e o ponto: 


a) P'( 0, -1) 

b) P'(~ 6,2) 


c) P'(~ 2, 0) 

d) P\- 4, 1) 


e) P'( 8, -5) 


C.S No exercfcio anteror, determine o simetrico de P em re- 
lagao a r. 

C.9 (Unilor-CE) As coordenadas de um ponto generico de 

It - 1 


uma reta r sao dadas porx — 


3 


e v = t + 2, onde 


t e um parametro real. A equagao geral de r e: 

a) 2x + % — 5 — 0 

b) 2x + 3v + 5 = 0 

c) 3x + 2y — 5 — 0 
d ) 3x — 2y — 5 = 0 
e) 3x — 2y + 5 = 0 

C.10 As equacoes parametricas de uma reta r sao: 


R 


x = 2t + 3 
y -- at — 2 


Determine a constante real a. sabendo que o coeficiente 
angular da reta r e iguai a 3. 

C.li Represenle no piano cartesiano o conjunto dos pontos 
(x, y) tais que: 


x — 

v 


— cos- 9 


= sen 2 6 


0 G (R 
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Copiulo 56 

DISTANCIA ENTRE PONTO E RETA — AREA 

DE UM TRIANGULO 


1. CALCULO DA DISTANCIA DE UM 
PONTO A UMA RETA 


Estudamos no caprtulo 53 a distancia entre dois pantos; 


Observe as medidas: 

EF = V(6 - 2)- + (4 - l) 2 = J25 = 5 
EP — 3 
PF = 4 




Vamos ver agora o calcido da distancia entre am ponto 
P e nma reta r, 

Para o entendimento do proximo teorema, convem re- 
solvermos antes o seguinte probJema: Qual e a distancia 
d do ponto P( 2, 4) a reta r: 3a* — 4 y — 2 = 0? 



Consideremos as re Las s e i que passant por P e sao, 
respeclivameme. paralelas aos eixos Ox e Oy. As retas r. 
v e t determinam o triangulo PFE retangulo em P: 




A distancia d do ponto P a reta re a medida da altura 
relativa a hipotenusa do triangulo retangulo PFE. 

Da geometria plana, sabemos que o produto da medida 
da hipotenusa pel a medida de sua altura relativa e igual 
ao produto das medidas dos catetos; assim, temos: 

12 

5 • d = 3 ■ 4 ~ 

Generalizando esse raciocfnio. oblem-se o resultado 
descrito pel a teorema a seguir. 

Teorema 


A distancia d entre um 
ponto P(Xq, y 0 ) e uma reta 
r: ax + by + c — 0 e dada 
por: 



ax Q + fry,, + cj 

Ja~ + fr~ 



p 


r: ax r by + c = 


0 



EXERCICIOS RES0LVID05 


R.l Calendar a distancia do ponto P( 2. 1 ) a reta r: 

3a — 4y + 8 = 0 

Rcsolugdo 

A distancia d de P a reta r 6 dada por: 



a.Vg + by 0 + c{ 

Jo T Vb F 


em que a 
Loco, d - 

O 7 


3: b ~ —4: c — 8: a 0 — 
3.2-4. 1 + 8{ _ 
Jr- + (-4)- 
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R.2 


Calcular a distancia entre as retas r: 12a + 5v + 38 — 0 
e s: 12x + 5v +25 — 0- 

Resolugao 

As retas res sao paralelas, pois tem o mesmo coel iciente 


angular 


12 

. Para calcular a distancia entre elas. bas- 


ta tomarmos um ponto P qualquer de uma delas e calcu- 
larmos a distancia de P a outra reta. 



Para obter um ponto P eni r. basta atribuir um valor qual- 
quer a jr e encontrar o correspondence valor de v. Por 
exemplo, atribuindo o valor 1 a.v, temos: 

12 * 1 + 5y + 3S - 0 => v = - 1 0 

Assim, um ponto de r 6 P(l, —10). 

Galculando a distancia de P a s. temos: 


12 • 1 + 5(— 10) + 25| 
7 12- + 5 2 



ll , , jubiiS— 

.Jr EXERCICIOS BASICOS 

B.l Calcule a distancia do ponto P a reta r nos segti tntes casos: 

a) P{ 3,1) e r, p + 4v + 2 = 0 

b) P(l, —2) e r: 5x — 12 y —3 = 0 

c) P(— 5, 2) e r: y = — 2a + 5 

d) P(— 4, 6) e r: y = 3 

e) P( 8, -4) e r. a* = 5 

Sugestao. Para a aplicacao da formula, a equa^ao da reta 
deve estar na forma geral. 

B.2 Determine a distancia entre as retas paralelas r c a\ nos 
seguintes casos: 

a) r: 12 a- 5y + 10 = O es: 12 a - 5y - 3 = 0 

b) r: y = 2a — 2 e a: y = 2a — l 


B.3 


B.4 


(U . E. Londrina-PR ) Considere os pontos Ad). 0). B{ 2, 3) 
e C(4. I ). O comprimento da altura do trianguloASC, re- 
lativa ao lado BC.e: 


a) n 


b) 


72 



Sugestao. O comprimento dessa altura e a distancia do 
ponto A a reta BC. 

(U. F. Ouro Preto-MG) Calcule a medida do lado do qua- 
drado ABCD. sabendo-se que A — (2, 0) e o lado BC esta 
contido na reta y = x. 


B.5 Obtenha o( s } ponto(s) do eixo das abscissas que dista(m) 
2 unidades da reta r: 3a + 4y r 5 - 0. 


Portanto a distancia d entre r e s e d = 1. 

R.3 Determinar o(s) ponto( s) do eixo Oy que dista(m) 2 uni- 
dades da reta r. 15a + 8v 4- 2 = 0. 

■tr* 

Resolucao 

y 

O ponto P procurado pertence ao eixo Oy; logo, sua abs- 
cissa e igual a zero, ou seja, o ponto e da forma P(0, a). 



Devemos ter d,> r = 2 


15 * 0 + Sa + 2 


Sa + 2 


— T 


17 


Jl5 2 + 8 


8a + 2| = 34. 


= 7 


Logo, obtemos: 8a + 2 = 34 => a — 4 ou 
8a + 2 = — 34 =7 a = — — . 

Assim. temos dois pontos que sat is laze m a condicao do 

( 9 3 

problema P(0. 4) e P' 0, — — . 

v 2 J 


B.6 Encontre o(s) ponto(s) do eixo das ordenadas cuja dis- 

J5 


tancia a reta r: y = 2x — 7 e igual a 


Exercfcios complements res de C.1 a C.5 


2. APLICACAO DE DETERMINATES NO 
CALCULO DE AREAS E NA 
CONDI£AO DE ALINHAMENTO DE 
TRES PONTOS 

Area de um triangulo 

Observe que o retangulo eni destaque e formado pelos 
triangulos EFG. I, IT e III. Logo a area A do triangulo 
EFG e igual a diferenca entre a area desse retangulo e a 
soma das areas I. II e III, isto e: 


A= 8*4- 


6 ■ 1 


2 * 4 

7 


8 • 3 


= 12 


■1 

5 


S - 
5 - 


■ n — i 

*j L ■ 

- -i — 

i t 

, J - _ 

E' 


-'G 


III 1 

i 


11 


Generalizando esse raciocmio. obtem-se o resultado 
descrito a seguir. 


UNIDADE 10 


T eorema 

A area A de urn triangulo cujos vertices sao os 
pontos E(x e , v £ ), F(x f . y F ) e G(x g , y G ) £ dad a por: 


A = 


D 


2 


, em que £> = 


X E 

Jf. 

1 

Xp 

» 

1 

mo 

Jc 

1 



EXERCICIO RESOLViDO 


R.4 Determinar a area do triangulo cujos vertices sao E( 2, 5). 

F(0, 1) e G(3, 6). 

Resolucao 


D = 


2 5 1 

0 1 I 

3 6 1 


_ 7 


15 - 3 - 12 =2 


Cond^ao de alinhamento de tres pontos 

No capftulo 54 estudamos a condiqao de alinhamento 
de tres pontos por coef'idente angular. Agora, varaos es- 
tudar uma maneira de verificar se tres pontos estao aii- 
nhados, usando determinante. Sabemos que a area A de 
um triangulo cujos vertices sao os pontos E(x e . y F ) . 
F(x f , y F ) e G(x c , y G ) 6 dada por: 


A = 


D 


, em que D = 



yE 

i 

X F 

If 

i 

X G 

yc, 

l 


Como interpretar esse teorema no caso em que D = 0? 
Se D = 0, nao existe o triangulo EFG e, poitanto, os 
tres pontos £,FeG estao em uma mesma reta. Desse mo- 
do, podemos enunciar: 

Teorema 

Tres pontos E(x F , v k ), F(x f , y F ) e G(x g , y G ) sao co- 


A <irea A do triangulo EFG e: 


Xg 3 ; J E ^ 

, |D| . ]2| 

lineares se. e somente se. 

x F v F 1 

A- — ^>A \ 


x G yc , 1 


= 0 



EXERCICIOS SASICOS 


B.7 (Cesgranrio) A area do triangulo cujos vertices sao 
(1. 2). (3, 4) e (4. — i ) e igual a: 
a) 6 b) 8 c) 9 d) 10 e) 12 


B.8 


(UEMA) Um valor de k, de modo que a area do triangulo 
determinado pel os pontos A (0, 1 j, 2, 4) e C(k* k — 1) 

seja 10 unidades, e: 


a) k= 3 

b) k = 4 


c) k — - 


16 


e) k — 


d) k = -3 


B.9 Determine a area da regiao do piano Iimilada pelas retas 
v = 3 a\ x + y — 4 e y = 0. 

B.10 C.alcule a area do quadrilatero EFGH do grafico a seguir: 


H 


' L 


£ 

i 


i 

s 

f 

T 

_L 



EXERCICIOS RESOLVIDOS 


R.5 Verificar se os pontos A, B eC sao ou nao colineares nos 
seguintes casos: 

a) A (1,2), 5(0, - 1 ) e C(2, 5) 

b) A(l, 4), B(2, 5) e C(l, 3) 

Resolugao 


Bastacalcular o determinante D — 


A 


Fa 




X 


yc 


l 


• D = 0=+A,FeC sao colineares; 

• D + 0 => A. B e C nao sao colineares. 


a) D = 


i 

2 

I 

0 

-1 

1 

2 

5 

1 


- — 1+4 + 2 — 5 = 0 


Logo. A. B e C sao colineares. 


1 


_L __L 




b )D =- 

1 

2 

4 

5 

L 

1 

\ F 

1 J 1 L_ -V- ( 




1 

3 

1 


-5 


-3 


= 5 + 6 + 4 — 5 — 3 — 8 — 1 


-4 


C’otno D # 0, temos que A, fie C nao sao colineares. 

R.6 Determinar os valores de a de modo que os pontos 
A(5a — 6, 2), B(a~, 8) e C(4, 12) sejam colineares. 

Resolugao 

Os pontos A, BqC sao colineares se, e somente se: 


Sugestao. Adicione as areas dos triangulos HEFe FGH. 
Exercicios complementares de C,6 a C.8 


5a — 6 

a 1 

4 


2 1 
8 1 
12 1 


- 0 
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Desenvol vendo esse determinante, temos: 

8(5a - 6) + 12a 2 + 8 - 32 - 12(5a - 6) - 2a 2 = 0 
40a - 48 + 1 2a 2 + 8 - 32 - 60a + 72 - 2a 2 = 0 
/. 10a 2 - 20a = 0 

a(10a — 20) = 0^a = 0oua = 2 

Logo, A, B e C sao colineares se, e somente se, a = 0 ou 
a — 2. 

Ob!@ncao da eq 110900 de uma ref a 
atraves de determinante 

Consideremos os pontos A(2, 1), 5(1, - l)eum ponto 
generico G(x, y ). Para que A, B e G sejam colineares. 



X >’ 

1 

devemos ter 

2 1 

1 


1 -1 

1 ; 


Desenvolvendo esse determinante, temos: 

x — 2 + y — 1 + x ~ 2y = 0 

2x — y — 3 = 0 

Ess a equacao representa todos os pontos G(x, y) que 

estao alinhados com A(2, 1) e 5(1, — 1) e, por isso, € uma 

■* ► 

equaqao da reta AB. 

General izando, temos: 


Dados dois pontos dislintos A(x a , y A ) e B(x b , y B ) , 

9 Pl 

uma equacao da reta AB e: 


X 

y 

1 

X A 


1 

X B 

Jb 

1 



EXERCICIOS BAS1C0S 


B.ll 


Usando a condigao de alinhamento por determinante. ve- 
rifique se os pontos A, Se C sao ou nao colineares nos 
seguintes casos: 

a) A(0, — 1), 5(3, 5) e C(l, 1) 

b) A(4, 5), 5(1, 0) e C(2, 3) 


c) A 


1 




1 


) 


I 


A 


UK -jr, 0 e C( 1 , 3) 
v 4 / 


d) A(l, 3), 5(3, 4) e C(0, -2) 


B.12 O ponto P ( ! , —2) pertence a reta que passa pelos pontos 
A(2, l)efi(-l, ~8)? Por que? 

B.13 Para que valor de p os pontos A(l, p ), B(2, 7) e 
C(p — l, —5) sao colineares? 

B.14 (UFP1) Para que valores reais de y os pontos A(l, 4). 
5(3, j) e C(— 1, 0) sao vertices de um triangulo? 

B.15 U sando o conceito de determ i nante. obten ha uma equagao 
da reta que passa pelos pontos A e B. nos seguintes casos: 

a) A(3, 2) e 5( 1 , -1) c) A(-2, 5) e5(-2, 3) 

b) A(2, 5) e S( 2, 6) 



EXERCICIOS COMPLEMENTARY 


C.l 


(U. F. Santa Maria-RS) Dados os pontos 4(0, 0) e 
5(1, 2), considere o ponto C determinado pela intersec- 
gao das retas r. y = x e s: y = — 3x + 5. A altura do tri- 
angulo ABCrelativa ao lado AB vale, em cm: 





Vs” 

9 




4 V5 
25 


C.2 (U. F. Santa Maria-RS) A soma dos possfveis valores de 

k, para que a distancia do ponto P - (3, 4) & reta 

r. Ax — 3y + k — 0 seja igual a 1 , e: 

a) —5 c) 2 e) 5 

b) —I d) 0 


C.3 


(UNEB) No piano cartesiano, existem dois pontos de 
abscissas iguais a 1 que distain 3 unidades da reta 
r. 5jc + I2v + 10 = 0. A distancia entre esses dois 


pontos e: 






C.4 Determine o(s ) ponlo(sj pertecente(s) a reta ,v: y = x + 3 
e que dista(m) 3 unidades da reta r. 5x — 12y + 4 = 0. 
Sugestao. Tome um ponto generico da reta 5; para isso. 
fag a x = a e obtenha o valor de v em funcao de a. 

C.5 Dois lados de um quadrado estao contidos nas retas 
r: 3x 4- y — 1 = 0 e s: 3x + y — 2 = 0. Calcule a area 
desse quadrado. 

C.6 Obtenlia o valor de a, sabendo que a reta 

r: ax + y — 6 = 0 determina com os eixos coordenados 
um triangulo de area 9 unidades. 


C.7 


C.8 


(U. F. Vigosa-MG) As retas r e s do grafico abaixo tem 
equagoes y = —x + 5 e y = .v — 3, respectivamente. 
Pode-se afirmar que a area do triangulo ABC e: 
a) 2 . 


b) 


1 


2 

c) 1 

d) 2j2 

J2 


ej 


(FGV-SP) A area da 
figura colorida no 
diagrama vale: 

a) 4,0 

b) 3,5 

c) 3,0 

d) 5,0 

e) 4,5 


r 


O 


B 


A 



C.9 Prove que os pontos A(l, 4), B{a — I, 3a — 2) e C(0, 1) 
sao colineares para qualquer valor real de a. 


Exercicio compiementar 0.9 


D 
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REPRESENTACAO GRAFICA DE UMA 

INEQUACAO DO I s GRAU 


1. SEMIPLANO DE ORIGEM PARALELA A 
UM DOS EIXOS COORDENADOS 

Consideremos a reta r de equa^aoj = 5, cujo grafieo e: 


o 


r ) 


A reta r e origem de do is semipianos contidos no piano 
cartesiano: 

I. o semipiano formado pelos ponlos cujas abscissas 
sao maiores ou iguais a 5: 


maiores que 5. basta, em (I ), desenharmos a reta r trace 
jada (seccionada): 

y 


x > 5 


O 


In 


r\ 


Analogamente, o semipiano aberto formado pelos 
pontos de abscissas menores que 5 e: 


x < 5 


0 




t5 


i r 


x ^ 5 => 


0 


II. o semipiano formado pelos pontos de abscissas 
menores ou iguais a 5: 


y+ 


x 5 


O 


Se qnisermas represen tar o semipiano aberto (que nao 
content a reta origem) tormado pelos pontos de abscissas 


a 

i f ^ 


EXERCICIO RESOLVIDO 


R.l Representar no piano cartesiano o semipiano formado 
pelos pontos de onion adas maiores ou iguais a 3. ou seja. 
v p 3. 

Resolugao 

Ini ci a interne representamos a reta origem do semiplano, 
isto e, v = 3. 


Y = 3 


Y* 

i 

3 



o 

T 

X 


O semipiano formado pelos pontos de ordenadas maio- 


res ou iguais a 3 e: 


y*' 


y s? 3 


O 


x 
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2. SEMIPLANO DE ORIGEM NAO- 
PARALELA A NENHUM DOS EIXOS 
COORDENADOS 


Consideremos a reta r de equagao y — 2x + 4, cujo 
gral’ico e: 


^ 

k 

i r 

Jr 


4 i 


0 

i 

-2 

; o / 

/ 

-fc 


E< 

ro 

O 

W' 

X 


Note que y 0 > 2x 0 + 4. 

Temos entao que: 

I. para que urn ponto P{a 0 , y 0 ) pertenca ao semipiano a 
e nao pertenga a origem r, deve-se ter: 

Vq 2a q -if '4 

II. para que um ponto P(x, y v 0 ) pertenca a reta r, deve-se 
ter: 

Vjj “H 4 

Por ( I) e (II). podemos concluir que o semipiano a e 
detenninado pela inequacao: 

v s* 2x + 4, x G IR 

m' » 


A reta r e origem de dois semipianos contidos no piano 
cartesiano. 



Consideremos um ponto yj do semipiano a. nao 
pertencente a reta r: 



1 p 

y 0 -f 

I / 

/ 

A 

/ T 



I 

J 

I 

I 

I 

I 



r 



O ponto Q da reta r que possui abscissa a 0 e O(.v 0 , 2 a 0 + 4): 



De modo analogo, conclufmos que o semipiano |3 e 
detenninado pela inequacao: 

y ^ 2x + 4, x G IR 


m / 

Jr EXERCICIOS RESOLVIDOS 


R.2 Representar no piano cartesiano o semiplano determina- 
do pela inequagao v > —3a + 6. 

Resolucao 

Inicialmente represen tamos a reta origem do semi piano, 
isto e, y — — 3a + 6. 



O semi piano detenninado peia inequacao v & — 3a + 6 
e a reuniao da reta origem com o conjunto dos poriios 
“acima” (>) dessa reta: 


yi i 

\ 

\ 

\ 


\ 



R.3 Represents no piano cartesiano o semi piano determi- 
nado pela inequagao 2 a - — y — 5 > 0. 

Resolucao 

.3- 

j*- 

E conveniente isolarmos a variavel v na inequagao. pois 
assim e mais facil visualizar o semipiano. 

2a - y - 5 > 0 => -y > -2a + 5 ,\ y < 2a - 5 
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A reta origem desse semi piano tem equagao 
y — 2x — 5: 



/ 

/ 

t 


O semipiano detenus nado pela tnequacao v < 2v — 5 e 
o conjunto dos pontos “abaixo’' (<) da reta origem: 




/ 


/ 

/ 

/ 

Representamos a reta origem tracejada (seccionada) para 
indicar qne o semipiano e aberto, isto e, a reta origem 
nao esta contida no semipiano. 

Representar no piano cartesiano os pontos (x, v) que 
satisfagam o seguinte sistema de inequagoes: 

x — y — 1 > 0 
y — 2 s* 0 


Resolugao 

E mats eomodo trabalharmos com a variavel v isolada 


era cada inequagao 


y < x - 1 a) 
V » 2 (D) 

L 


Os pontos (x, v) que satisfazem (I) e (II) simultaneamente 
sao obtidos pela intersecgao dos semiplanos (I) e (II): 
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A matematica ajudando a tomar decisdes 

Como obter o malar rendimento de uma maquina 
com o menor custo posslvel? Com uma certa quan- 
tidade de materia-prima, que quantidade de cada 
produto deve ser fabricado por uma empresa para 
obter o maximo lucro? Qual deve ser o formato de 
uma lata de refrigerants para que seja gasto o mTni- 
mo de material possivel na embalagem? 

Perguritas como essas sao respondidas pela pro* 
gramagao matematica, um ramo da matematica 
aplicado na tomada de decisdes em que se procura 
o mfnirno custo com o maximo aproveiiamento. 
Quando as equacoes ou inequagoes que envolvem o 
modelo sao do I s grau, a plica -se a programaqao linear, 
uma subdivisao da programagao matematica. Um 
exemplo concreto e mostrado no exercicio R.5. 


EXERCICIO RESOLVIDO 

R.5 Uma confecgao dispbe de 80 m 2 de brim e 1 20 m 2 de po- 
peline. Cada unidade de um modelo A de vestido requer 
1 nr de brim e 3 m 2 de popeline, e cada unidade de um 
outro modelo B requer 2 m 2 de brim e 2 nr de popeline. 
Se cada unidade de qualquer utn dos modelos e vendida 
por RS 80,00. quantas unidades de cada modelo devem 
ser confeccionadas para se obter a renda bruta maxima? 

Resolugao 

Resumindo os dados em uma tabela. temos: 



\ ] 




■lT/ RW ■ 


f f ItjJ E 1 s E 

yrtj 1 1 

Brim 

1 m- 

2 m 2 

80 m 2 

Popeline 

3 m 2 

2 m 2 

120 m 2 


Sejam: 

* .v o nunjtero de unidades do modelo A a serem fabri- 
cadas; 

* v o mi mere de unidades do modelo B a serem fabri- 
cadas. 

Temos que a expressao E ~ 80 x + 80v d<t a renda bruta 
obtida com a venda de x unidades do modelo A e v 
unidades do modelo B. 

Para o calculo do valor maxi mo de E, observemos que: 

+ 2v ^ 80 

*r 

3x + 2 y ^ 120 
x ^ 0 
y ^ 0 


Representando as solu^oes desse sistema no piano car- 
tesiano, obtemos: 



Demonstra-se que o maximo valor de E 6 obtido ao 
atribuirmos as variaveis x e y de E as coordenadas de um 
determinado Venice do pollgono ABCD. Para descobrir 
qual 6 esse vertice, basta testarmos cada um deles: 

A(Qv 40) =» E = 80 • 0 + 80 ■ 40 = 3.200: 

£(20, 30) => £ = 80 ■ 20 + 80 ■ 30 = 4.000; 

C(40, 0) => E = 80 ■ 40 + 80 • 0 = 3.200; 

D( 0, O) => E = 80 * 0 + 80 • 0 = 0. 

Assim, o maximo valor de E€ obtido no ponto £(20, 30). 
Portanto, para obter a renda maxima, devem ser confec- 
cionados vinte vestidos do modeio A e trinta vestidos do 
modelo B. 



B.l 


EXERCICIOS BASICOS I i s 

Construa o grafico, no piano cartesiano. de cada uma das 
inequa?oes a seguir: 

a) x 3 s 1 

b) y < 2 

c) y > 3a- - 6 

d) $x + y — 4 


0 


B.2 Represente no piano cartesiano o conjunto soiugao de 
cada um dos sislemas a seguir: 


a) 


b) J 


c) i 


x 3* 4 

2x + v — 4 > 0 

■tr 

y ^ x A 2 

y » 2x - 6 

.*s*3 

y ^4 

5 v ~ 4.v > 0 


B.3 (Fuvest-SP) Na figura a seguir, A e um ponto do piano 
cartesiano, com coordenadas (jc, y). Sabendo que A esta 


localizado abaixo da reta r e acima da reta s T tem-se ( ver 
imagem): 



a) y < 


b) y < 


2 

x 


e v < —x + 1 


ou v > —x + 1 


C ) -y < y e y > —x + 1 


d) — x + 1 < y < 


x 


e) 


X 


< V < — .* + 1 



EXERCICIOS COMPLEMENTARES 

(Fuvest-SP) Sabe-se que os pontos (—1. 3) e (—3. a) 
estao ern semiplanos oposios em relayao a reta 
X ~ 2y + 2 ~ 0. Um possfvel valor de a e: 

a) 4“ 


b) - 


c) 


1 


d) - 


e) 


2 

T 

£ 

7 


C.2 


Sugestao. A reta r: x — 2y +- 2 = 0 separa o piano 
cartesiano em dois semiplanos opostos em rela^ao a r. 

Represente no piano cartesiano o conjunto de pontos 
(jc, y) tais que: 

a) |.*j + y — 5 > 0 

b) x + 2 1 y 


Sugestao. Lenibrando que 


x 


x se x 


0 


— x se x *£ 0 

x2*0 


, temos 


que a inequa^ao do item (a) equivale a 

[x + v — 5 > U 

x ^ 0 

ou - 

—x + y 5 > 0 

Isto e, se S, e S 2 sao os conjuntos solu?ao desses siste- 
mas, respectivamente. entao o conjunto solu^ao da ine- 
quafao |x| + y —5 > 0 6 U S 2 . Lembrete. O conectivo 
“ou' ; indica a uniao de S, com S\. 
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Represente no piano cartesiano o conjunto dos pontos 
(x, y) tais que (x + y — 3}(x + 4) < 0. 


Sugestao. ab < 0 » - 

' L 


a > 0 
b < 0 


ou 


a < 0 
b > 0 


(Enem) Jose e Antonio viajarao em seus carros com as 
respect! vas famflias para a cidade de Serra Branca. Com 
a intengao de seguir viagem juntos, combinam urn 
encontro no marco inicial da rodovia, onde chegarao, de 
modo independente, entre meio-dia e 1 hora da tarde. 
Entretanro, como nao querent ficar muito tempo espe- 
rando urn pelo outro, combinam que o primeiro que 
chegar ao marco inicial esperara pelo outro. no maximo, 
ineia hora: apos esse tempo, seguira viagem sozinho. 
Chamando de x o horario de chegada de Jose e de _y o 
horario de chegada de Antonio, e representando os pares 
{.v. y) em urn si sterna de eixos cariesianos, a regiao 
OPQR indicada abaixo corresponde ao conjunto de to- 
das as possibilidades para o par (x. y); 


Chegada de 
Antonio 



<13 h) 


Chegada de 
Jose 



I) Na regiao indicada, o conjunto de pontos que repre- 
senta o evento “Jose e Antonio chegam ao marco ini- 
cial exatamente no mesmo horario'' corresponde: 

a) a diagonal OQ. 

b) a diagonal PR. 

c) ao lado PQ. 

d) ao lado QR. 

e) ao lado OR. 

U) Segundo o combinado, para que Jose e Antonio 
viajern juntos, e necessario que: 

< 1 ^ 1 
y — x — ou que x — _y *£ — 



De acordo com o grafico e nas condicoes combinadas, as 
chances de Jos6 e Antonio viajarem juntos sao de: 

a) 0% 

b) 25% 

c) 50% 

d) 75% 

e) 100% 
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Capftulo 58 


EQUACAO DA CIRCUNFERENCIA 


1. EQUAQAO REDUZIDA DA 
CIRCUNFERENCIA 

Seja, no piano cartesiano, uma circunferencia X de 
centra C(a, b) e raio R. 



Para obter uma equacao dessa circunferencia, conside 
ramos um ponto generico G(x, y) e impomos que: 


CG = R => J(x - a ) 2 + (y - by = R 

Quadrando ambos os membros dessa igualdade, obtemos 
a equacao equivalente: 

(x — a) 2 + (v — b) 2 = R 2 

denominada equacao reduzida da circunferencia de cen- 
tra C(a, /;) e raio R. 


fh 


R.1 


EXERCICIOS RESOLVIPOS 

Obter a equacao reduzida da circunferencia de centro C 
e raio R, nos seguintes casos: 

a) C( 4, 6) e R — 3 

b) C(0, 2) e R = J5 

3 

c) C(— 3, 1) e R ~ — 

Resolugao 

a) Na equacao (x — a) 2 + (>* — b) 2 = R 1 , substituindo 
a, b e R por 4, 6 e 3, respectivamente . obtemos: 

(x — 4) 2 + {y — 6) 2 = 9 

b) Fazendo a — 0,b = 2 eR = J5 na equagao 

(x — a) 1 + (y — b ) 2 = R 2 , obtemos x 2 + (y — 2) 2 = 5. 


c) 


(x- 

a ~ 
b - 

R ~ 


a) 2 + (y ~ b) 2 = R 2 

-3 

1 


_3 

7 


\ (x + 3y + ( y ~iy = 


9_ 

4 


R.2 Determinar o centro e o raio da circunferencia que tem 
por equacao: 

a) (jc — 6) 2 + (y — 2 ) 2 = 16 

b) ( x + 4) 2 + (y — I ) 2 = 3 

16 


c) (x + 2) 2 + y~ = 


25 


Resolucao 

a) Comparando a equasao (x — 6) 2 + (y — 2) 2 — 16 com 
(x — a) 2 + (v — b) 2 = R 2 , temos que: 


a — 

b — 
R 2 


6 

2 

- 16 


R = 4 


Assim, o centro da circunferencia 6 o ponto C( 6. 2) e 
o raio e R — 4. 

b) A equacao (x + 4) 2 + (y — 1 ) 2 = 3 pode ser escrita na 
forma [x — (— ■ 4)] 2 + [y - l] 2 = 3. Comparando essa 
equagao com (x — a) 2 + (y — b) 2 = R 2 , temos: 

a = —4 

\b ~ I 

R 2 = 3=>X = JJ 


Portanto o centro da circunferencia e o ponto 
C(— 4, 1) e o raio e R — J3 . 


c) Podemos escrever a equacao: 

(x + 2) 2 + v 2 = 


16 

25 


16 


sob a forma [x — (— 2)] 2 + [y — 0] 2 — Compa- 
rando essa equacao com (x — a) 2 + ( v — b) z — R 2 , 
conclufmos que: 


a ~ 
b = 

R 2 - 


-2 

0 

16 


25 


R ~ 


4 


Logo, o centro e o raio dessa circunferencia sac. 

4 

respectivamente, C(— 2, 0} e R = — . 
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R.3 Obter a equacao reduzida da circunferencia X de centro 
C cujo grafico e: 



Resolugao 

A circunferencia X passa pelo ponto ,4(0, 6) e tem centro 
C(3. 2). Logo, sen raio Re a distancia entre A e C: 

R = /(0 - 3) 2 + (6 - 2) 2 - Jl S' - 5 


Porlanto, ternos que: 


X 


C(3, 2) 
R = 5 


t.v — 3) 2 + (y 



R.4 Para que valores reais de k a equaqao 

(x — 2) 2 + (y — 3) 2 = k representa uma circunferencia? 

Resolugao 

Comparando a equacao (x — 2)- 4- ( v — 3P = k com 
(x - a)r + ( y — b ) 2 = R 2 , temos: 


a = 2 
*b = 3 
v R l =- k 


Como R 2 > 0. temos que a equagao representa uma 

circunferencia de centro C(2, 3) e raio R = J~k se, e 
somente se, k > 0. 


R.S Qua! e o conjunto de pantos (x, y) do piano cartesiano tal 
que (x - 2) 2 + (y - 3) 2 = 0? 

Resolugao 

Como (x — 2) 2 ^ 0 e (y — 3) 2 3* 0, temos que: 

(x - 2) 2 + (y - 3) 2 = 0 m (x - 2) 2 = 0 e 
( y — 3} 2 = 0 x = 2 e y = 3 


Assim, a equagao (x — 2) 2 4- (y — 3) 2 — 0 representa urn 
unico ponto C(2, 3). 

R 6 Qua! e o conjunto dos pontos (x, y) do piano cartesiano 
tal que (x - 2) 2 + (>- - 3) 2 = - 16? 

Resolugao 

Como (x - 2) 2 0 e (y - 3 ) 2 3* 0, Vx, y, (x, >•} C IR, 

temos que a igualdade (x — 2) 2 4- (y — 3) 2 = - 16 € impos- 
sfvel. Portanto essa equaqao representa o conjunto vazio. 

Conclusao 

At raves dos exercicios R.4, R.S e R.6, percebemos o 
seguinte: 


A equaqao (x — a) 2 + (y — b) 2 = k nas variaveis 
x e y com [a, b,k) C IR representa: 

• uma circunferencia se, e somente se. k > 0; 

• um unico ponlo se, e somente se. k = 0; 

• o conjunto vazio se, e somente se, k < 0. 



B.l 


EXERCICiOS &ASIC06 

Determine a equagao reduzida da circunferencia de centro 
Ce raio R, nos seguintes casos: 

a) C(4, 7) e R = 8 

b) C{0, 2}eR = ff 

c) C(— 4, 1) e /? = 4- 


d)C 


1 1 


'V 


v 3 


eR = 1 


e) Ci I, 8)e/f = 3 

f) C(-2, 0) e R = 


B.2 


B.3 


7 3 ^ 

g )c -4-, i 

\ 4 


eR = 


Jl 


h)C(0, 0)eR = 1 

Obtenha o centro e raio da circunferencia cuja equaqao 
reduzida €: 

a) (x - 3) 2 + (y - l) 2 = 25 

b) (x + 5) 2 4- y 2 = 3 


c) x - — 4- y + — =9 


f 1 ] 

2 

( 5 A 


+ 

y + * 

l 2 J 


v 2 J 


d) (x - l) 2 + (y - 3) 2 = 16 

e) x 2 4 (y + l) 2 = 2 

f ) x 2 + y 2 = 4 

Encontre a equaqao reduzida dacircunferenciade centro 
C cujo grafico e: 



B.4 A circunferencia X representada no grafico e tangente 
aos eixos coordenados. Determine sua equacao reduzida. 



B.5 Para que valores reais de k a equaqao: 

(x ■ l) 2 + (v + 2) 2 = 3* — 4 
representa uma circunferencia? 
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B.6 Obtenha os valores reais de k para que a equacao 
{x + 3) 2 + f = 1 - 2k: 

a) represente uma circunferencia: 

b) represente um ponto; 

c) represente o conjunto vazio, 

Exercfcios complementares de C.1 a C.3 

2. EQUAQAO NORMAL DA 
CIRCUNFERENCIA 

Vimos que a equacao reduzida da circunferencia de 
centra C(a, b) e raio R e: 

(x — a) 2 + (} — b) 2 = R 2 

Eliminando os parenteses dessa equagao, obtemos 
x 2 — lax + a 2 + y 1 — 2 by + b 2 = R 2 , ou ainda: 

x 1 + y 2 — lax — 2 by + a 2 + b 2 — R 2 = 0 

Essa equacao e denorainada equagao normal da 
circunferencia. 

Nota 

Multiplicando ambos os membros da equagao anterior 
por uma constants real k, k =4 0, obtemos uma outra equa- 
gao da mesma circunferencia: 

kx 2 + ky 2 - 2 kax - 2k by + ka 2 + kb 2 - kR 2 = 0 



EXERCICIO RESOLVIPO ■HHl 

R.7 Qual a equagao normal da circunferencia de centra 
C(4, 1) e raio 5? 

Resolugao 

A equagao reduzida da circunferencia e: 

(a - 4 y + (y- iy - 5 2 

Eliminando os parenteses dessa equagao, obtemos: 

x 1 — 8.v + 16 + v- — 2y + I = 25 
Assim, a equagao normal dessa circunferencia e: 

x 2 + y 2 — 8 x ~ 2y — 8 = 0 

«ar. 

Obten9ao do centra e do raio de 
uma circunferencia a partir de sua 
equa9ao normal 

Dada a equagao normal de uma circunferencia X., por 
exemplo, x 2 + y 2 + 6x — 10} + 1 8 = 0, podemos deter- 
minar o centra e o raio de A de duas maneiras: por com- 
paragao e por redug ao. 

Por comparacao . 

Comparando a equagao x 2 + y 1 + 6x — 10} +18 = 0 
com a equagao: 

x 2 + y 2 — lax — 2by + a 2 + b 2 — R 2 = 0, temos: 

—la = 6 ^ a — — 3 (I) 

-2b = -10=>b = 5 


Substituindo (1) e (II) ein (III), obtemos: 

(-3) : + 5 2 - R 2 = 18 => R 1 = 16 R = 4 

Logo, o centra e o raio da circunferencia A sao, respecti- 
vamente, C(— 3, 5) e R = 4. 

Por redugao 

Esse metodo consiste em obter a forma reduzida a 
partir da equagao normal . 

• Agrupamos os termos em x e os termos em y, isolando 
num dos membros da equagao o termo independente 
(x 2 + 6x) + (y 2 — lOy) = — 18. 

• Somamos a ambos os membros da igualdade um mes- 
mo termo, de modo que o agrupamento em x se trans- 
forme num quadrado perfeito: 

(x 2 + 6x + 9) + (y 2 — 10}) =—18 + 9 

Note que, se o coeficiente de x 2 e 1 , o termo que deve 
ser somado a ambos os membros e o quadrado da me- 
tade do coeficiente de x. 

- Somamos a ambos os membros da igualdade anterior 
um mesmo termo, de modo que o agrupamento em y se 
transforme num quadrado perfeito: 

(x 2 + 6x + 9) + (v 2 - 10} + 25) = -18 + 9 + 25 


i 


■v 

I 


1 


(x + 3) 2 + (} — 5) 2 — 16 

Obtivemos assim a equagao reduzida da circunfe- 
rencia A. Portanto seu centre e sen raio sao, respectiva- 
mente, C(-3, 5 ) e R — 4. 


a 2 + b 2 - R 2 = 18 (III) 


Jr EXERC1CI0S RE SOIVWOS 

R,8 Aplicando o metodo da comparagao, obter o centro e o 
raio da circunferencia de equagao: 

a) x 2 + y 2 - 2x + 8y + 14 = 0 

b) x 2 + f + 6} -16=0 

c) 16x 2 + 16v 2 + 16x — Sv — 31 =0 
Resolugao 

Devemos comparar cada unia das equagoes coni 
A: x 2 + y 2 — 2av — 2bv + a 2 + b 2 — R 2 = 0 

a) Comparando com A a equagao 

x 2 + y 2 _ 2x + 8y + 14 = 0, temos: 

— 2a — — 2 a —■ 1 (I) 

- 2 b - 8 => b = -4 (n> 

a 2 + h 2 - R 2 = 14 (IH) 

Substituindo (L) e (H) em (IH), temos: 

1* + ( — 4) 2 - R 2 = 14 => jR- = 3 

R ~ JJ 

Logo, o centra C e o raio R da circunferencia sao 
C(1 , — 4 ) e R — . 

b) Comparando com A a equagao 

x 2 + y 2 + 6y — 16 = 0, temos: 

m- - r 

f -2a - G => a - (I) 

-2b ^ 6 ->b ~ -3 (II) 
a 2 + b 2 -R 2 = -16 (HI) 

Substituindo (I) e (II) em (HI), temos: 

0 2 + (-3) 2 — R 2 - -16 =>R 2 = 25 ,*. R — 5 

Portanto o cenUo C e o raio R da circunferencia sao 
I, —3) e R = 5. 
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c) Para poder comparar com X a equacao 

16a 2 + 16y 2 + 16* — 8)/ — 31 =0, devemos dividir 
por 16 ambos os metnbros dessa ieualdade: 


x 2 




Assim temos: 


—2a = 1 


a — — 


1 


i 

#-■ 


(I) 


< 


~2b =■ -4- =>b = 


1 

5 


(H) 


a 2 + b 2 -R 2 = - 


31 


16 


(III) 


Substitumios (1) e < IT ) em (111): 




1 V 1 \2 

' + 


2 y 


-R 2 = - 


II 

16 


1 , 1 , 31 

R - T + T6 - + 16 


R 2 = 


36 

16 


R ~ 


1 

4 


3 

2 


Portanto o centra Ceo raio R dessa circunferencia sao 
* 1 


C 




2 5 4 


1 3 3 

e J? = 4 


j 


M.9 Api icando o metodo da reducao, determinar o centra e o 
raio da circunferencia de equate: 

a) x 2 4- y 2 — 2x + 8y + 14 = 0 

b) x 2 + y 2 + 6y — 16 = 0 

c) 16 a 2 + I6v 2 + 16 a* — 8y — 31 =0 

Resolugao 

a) Agrupando os termos em x, os terrnos em y e isolando 
o termo independente, temos: 

(a 2 - 2x) 1 (y 7 4- 8 y) = -14 

Completando os quadrados perfeitos, obtemos: 

(x 2 — 2x +2) 4” (v 2 + 8v + 16) — — 14 + l + 16 

/ ' / 

Quadratic da Quadrado da 

me tad e do metade do 

coeficiente de x coeficiente de y 

Essa equacao pode ser escrita na forma reduzida: 

(x - If + (y + 4) 2 = 3 

Temos que o ceniro Ceo raio R dessa circunferencia 
sao C(t» “4)' e R = • 

b) Agrupamos os termos em a*, os termos em y e isola- 
mos o termo independente (a 2 ) + (y 2 + 6y) = 1 6. 
Completando o quadrado peifeito no agmpamento 
em y, temos: 

(a 2 ) + (y 2 + 6v + 9) = 16 + 9 


/ 


Quadrado da metade 
do coeficiente de y 

Assim, a equacao reduzida da circunferencia e: 

a 2 + (y + 3 f - 25 

Logo, o centra Ceo raio R da circunferencia sao 
C(0, -3) e R — 5. 


c) Para obter a equacao reduzida, convent dividirmos 
por 1 6 ambos os metnbros da equacao: 


a 2 + v 3 + a — 


y 


31 

16 


= 0 


Agrupamos os termos em a, os termos em y e isola- 
mos o termo independente: 


(a 2 + a) + 




y 


\ 




31 

16 


Completando os quadrados, obtemos: 


2 , , 1 
A‘ + A 4 — 

4 j 


+ 






, V , 1 "l 

v — — + 

2 16 


31 + ±+ ] 


16 


4 


16 




Quadrado da 
metade do 
coeficiente de a 


Quadrado da 
metade do 
coeficiente de y 


Assim, a equacao reduzida da circunferencia e: 




1 V 


a + 

v, 2 J 


+ 


/ 




1 ) 


4 J 


36 

16 


Portanto o centre Ceo raio R da circunferencia sao: 


C 






I 1 


2 ’ 4 


eR 


/ 


6 

7 


2 

2 


R.10 Obter uma equacao da circunferencia X que passa pel os 
pantos A(2, 1 ) e 5(3. 0), cujo centra C pertence ao eixo 
das abscissas, 

Resolugao 

Como o centra C pertence ao eixo das abscissas, temos 
que sua ordenada e zero, ou seja, o centra 6 da forma 
C(t, 0), eonforme a figura abaixo. 



Devemos ter d CA — d CB : 

V(f “ 2) 2 + (0 - l) 2 - J(t - 3) 2 + (0 - 0) 2 

Quadramos ambos os membros dessa igualdade: 

(f ~ 2) 2 + 1 = (t - 3 f 

- 4t + 4 + 1 = t 2 -6t +9 
2t = 4 t = 2 

Assim, o centra de X e C(2, 0) e o raio e a distancia entre 
C e A (ou entre CeB): 

R = d CA = J{2 — 2) 2 + (1 — 0) 2 - 1 


Logo, temos: 


, J C( 2, 0) 

A i 

[R - 1 


(x - 2f + y 2 = 1 




' M * a 

EXERCICIOS BASI COS HHHi 

B,7 (Cesgranrio) A equagao da circunferencia ctija represen- 
Eagao cartesiana esia indicada pda figura abaixo e: 



b) A' 2 + y 2 + 6a + 8 v — 0 

c) A -2 + y 2 + 6 a — 8y =■ 0 

d) x 2 + y 2 + 8a — 6y = 0 

e) a 2 + y 2 — 8 a + 6y = 0 

B.8 ( U. E. Londrina-PR) Seja P um panto do eixo das orde- 

nadas pertencente a reta de equagao 2x — 3y — 6 = 0. A 
equagao da circunferencia de centro emPe tangente ao 
eixo das abcissas 6: 

a) x 2 + y 3 = 4 

b) x 2 + y 2 + 4x = 0 

c) x 1 + y 2 + 4v — 0 

d) a 2 + y 2 — 4a* = 0 

e) A" 2 + y 2 — 4y = 0 

B.9 Aplicando o metodo da comparagao, obtenha o centro e 
o raio da circunferencia de equagao: 

a) x 2 + y 2 — 2x + 4y — 4 = 0 

b) A -2 + y 2 + 6a + 6 = 0 

c) x 2 + y 1 — 6-V — 2 y — 0 

d) 36x 2 + 36y 2 - 36x - 24y - 23 = 0 

e) x 2 + y 2 + 1 Ox — 2 y + 22 = 0 

f ) x 2 + y 2 — 2y — 5 = 0 

g) 3x 2 + 3y 2 - 3x + 6y + 3 = 0 

B.10 Atraves do metodo da redugao, determine o centro e o 
raio da circunferencia de equagao: 

a) x 2 + y 2 + 2x — 8y + 8 = 0 

b) x 2 + y 2 - 6y + 4 = 0 

c) 4x 2 + 4y 2 + 4x — 8y + 1=0 

d) x 2 + y 2 + lOx - 20y +121=0 

e ) x 2 + y 2 — 12x = 0 

f) 25X 2 + 25/ - lOx - 50v +1=0 

B.I1 Obtenha uma equacao da circunferencia X que passa 
pelos pontos A (3, 6) e 6(4, — 1 ). cujo centro pertence ao 
eixo das ordenadas. 

B.12 Determine uma equagao da circunferencia X que passa 
pelos pontos A(0, 5) e 6(1, 0), cujo centro pertence a reta 
bissetriz dos quadrantes nn pares. 

B.13 Uma circunferencia X passa pelos pontos A(2, 3) e 5(3. 2) 
e tern como centro um ponto da reta r. y = 2x — 1. Ob- 
tenha a equacao reduzida de X. Sugestao. Um ponto ge- 
nerico da reta re obtido atribuindo-se um vaior generico 
para A'. Porexemplo, faze n do a — a, obtem-se y = 2 a — 1. 
Logo, o centro da circunferencia e um ponto da forma 
(a, 2 a — 1). 


B.S4 (UDESC) Determine a equacao normal da cLrcuitferen- 
cia que passa pelos pontos A(4. 4). 6(6. 0) e C(0. 0). Su- 
gestao. O centro da circunferencia e o ponto de encontro 
das mediatrizes dos segmentosAB, AC e BC. Obtenha as 
equacoes de duas dessas mediatrizes e resolva o sistema 
formado por essas equagbes. determinando, assim, o 
centro da circunferencia. 

Exercfcios complementares de C.4 a C.9 

3. RECONHECIMENTO DE UMA 
CIRCUNFERENCIA 

Chama-se equagao do 2 s grau em duas variaveis x 
e y toda equacao que pode ser apresentada sob a seguinte 
forma: 

Ax 2 + By 2 + Cxy + Dx + Ey + F = G (I) 

com {A, B , C, D. E, F } C IR, sendo que A,BeC nao sao 
simuitaneamente nulos. Para que essa equagao represente 
uma circunferencia e necessario e suficiente que sejam 
obedecidas as condigoes: A = 54 0, C = 0ea forma 
reduzida da equagao, isto e, (x — a ) 2 + (y — b ) 1 = k 7 apre- 
sente um numero positivo como valor de k. 


EXERCICI O RESOLVIPO 

R.l 1 Qual das equagoes a seguir representa uma circunferencia? 

a) 2x 2 + 3y 2 - 2x + 4y + 1 = 0 

b) x 2 — y 2 + 3x — 6y + 8 = 0 

c) x 2 + y 2 — ' 2Ay + 2x — 1 =0 

d ) 3x 2 + 3 y 2 — 6x + 24y + 24 = 0 

Resolugao 

a) Nao e equacao de uma circunferSncia. pois os coefi- 
cientes de x 2 e v 2 sao diferentes. 

b) Nao e equagao de uma circunferencia, pois os coefi- 
cienles x 2 e y 2 sao diferentes. 

c) Nao 6 equagao de uma circunferencia. pois o coefi- 
ciente do produto ax e diferente de zero. 

d) E equagao de uma circunferencia. pois sao obedecidas 
as tres condigoes: 

• A = B + 0, ou seja, os coef icientes de x 2 e v 2 sao 
iauais e nao-nulos. 

• C = 0, ou seja. o coef iciente do produto xy e zero. 

• A forma reduzida da equacao 

(x — a) 2 + (y — b) 2 — k apresenta o numero k posi- 
tivo. Observe: 

3x 2 + 3/ - 6x + 24y + 24 = 0 
x 2 + v 2 - 2x + 8y + 8 = 0 
(x 2 — 2r) + (y 2 + 8y) = — 8 
(x 2 — 2x + 1) + (y 2 + 8y + 16) — — 8 +1 + 16 
/. (x - l) 2 + (v + 4) 2 = 9 

Como 9 > 0, temos que a equagao representa uma 
circunferencia. 
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Jjf EXERCICIOS BASICOS 

B.15 QuaJ das equagoes representa uma circunferencia? 

a) x 2 + 3v 2 — 6a + 4v — 9 = 0 

b) A' 2 + 6x — 4y 4* ! — 0 

c) x 2 I y 2 I 4xy- 2 = 0 

d) a 2 + y 2 - 2x + 4y + 6 = 0 

e) -a 2 - y 2 + 8.v - 7 = 0 

B.16 (UFRS)A equagao x 2 + y 2 + 4 a — 6y + m = 0 repre- 
senta uma circunferencia $e, e somente se: 

a) m >0 c) m > 13 e) m < 13 

b) m <0 d) m > — 13 

Exercfcios complementares C r 10 e C.l 1 


Jl 1 EXERCICIOS COMPLEMENTARES 

C.l (FespSP) A reta r passa pelo centro da circunferencia 
a 2 + (y + 1 ) 2 = 4 e e paralela reta 3a — y + 7 = 0. A 
equagao da reta r e: 

a) y - 3 a +1 d)y = -3 a + 2 

b) v — 3a + 2 e) y — — 3a — J 

c) y = 3a — 1 

C.2 Para que valor real de k a equagao 

(a — 1 ) + (y - 2) 2 = k - I representa uma circunferen- 
cia que passa pela origem do sistema cartesiano? 

C.3 (Covest) Determine o maior valor de r de forma que as 
circunferencias (a — l ) 2 + (y — I ) 2 = 1 e 
(a — 3) 2 + (y — 3) 2 = r 2 tenham um unico ponto de in- 
tersecgao. Indique o inteiro mais prdximo de 10/. 

C.4 (Unisinos-RS) A equagao da circunferencia com diame- 
tro AB , sendo A( - 1 , 3) e 5(5, 1) 6: 

a) a 2 + y 2 — a + 3y — 6 = 0 

b) a 2 + y 2 + 5a + v — 3 =0 

c) a 2 + y 2 — 4a — 4y 2 = 0 

d) a 2 + y 2 + 4a + 4y + 4 = 0 

e) a 2 + y 2 — 2a — 2y — 4 — 0 


C.5 (UFSE) Considere as circunferencias dada por 
a 2 + y 2 = 1 , e \ 2 , dada por a 2 + y 2 — 4 a — 4y + 4 = 0. 
A distancia entre seus centres e: 

a) 3 C ) e) -^L 

b) 2j2 d) 2 

C.6 Determine a equagao reduzida da reta r que passa pelo 
centro da circunferencia \: a 2 + y z — 2y — 7 = 0 e e 
perpendicular a reta s: x — 2y + 5 = 0. 

C.7 (UEPA) O lado do quadrado circunscrito a circunferen- 
cia a 2 + y z — 6a — 4y — 10 = 0 rnede: 

a) 46 c) J46 e) 23 

b) J23 d) 2/23 


C.8 (Fuves+SP) O segmento AB e diametro da circunfe- 
rencia de equacao a 2 + y 2 = lOy. Se A e o ponto (3, 1), 
entao Bio ponto: 

a) (-3, 9) c) (0, 10) e) (1, 3) 

b) (3, 9) d) (—3, 1) 


C.9 


(Mackenzie-SP) Se P( a. y) e o porno de maior ordenada 
do piano tal que a 2 + y 2 = a. entao x + y vale: 
a) —1 c )■ 0 e) I 



C.10 (Ulbra-RS) Das equagoes seguintes, indique aquela que 
6 equagao de circunferencia. 

a) a 2 + v 2 + 2a — 3y — 4 = 0 

b) 2 a 2 + _y 2 — a — y + 2 = 0 

c) a 2 + y 2 + 3Ay — 2a — 1 = 0 

d) Todas sao equagoes de circunferencia. 

e) Nenhuma e equagao de circunferencia. 

C.ll (UDESC) Para que a equagao a- + y 2 — 4a + 8y + k = 0 
represente um ponto, devemos ter: 

a) k — 20 c) k = 1 2 e) k = 1 0 

b) Jt= 13 d) k - 12 





Capitulo 59 


RETA E CIRCUNFERENCIA 


1 . POSI<pOES RELATIVAS ENTRE RETA E 
CIRCUNFERENCIA 

No piano, temos tres posigoes relativas possfveis entre 
uma reta r e uraa circunferencia X: 


/s 


y 


X 


X 


/ 


/ 


k. 



XS 




R 


$ b exterior a A, 
sb e somente ae f 

^ ft 


se tangentes A, 

see somente se f 

d Cs = ft 


s e secante a A, 
se e somente se r 

d c$ < R 


Sendo C(x 0 , y Q ) eRo centro e o raio da circunferencia 
X, respectivamente, e ax + by + c = 0 a equagao geral 
da reta s , vimos no capftulo 56 que a distancia d Cs e 
calculada por: 


dcs 


axp + by 0 + c 

Ja 2 + b 2 



Jf EXERCfciOS RESOLVIPOS 

R.l Qual e a posigao da reta a' em relagao a circunferencia X , 
em cada um dos casos a seguir? 

a) s: 3x + 4y + 4 = 0 e X: (x — l) 2 + (y — 2) 2 = 1 

b) a: 12* - 5y - 5 = 0 e X: (jc - 3) 2 + (y - l) 2 = 4 

v 4JC , 10 

c) s: y = — + 


3 ' 3 

X: x 2 + y 2 — 2x + 4y — 20 = 0 

Resolugao 

a) O centro C e o raio R de X sao C(1 , 2) e R = LA 
distancia entre C e a 6: 


da 


[3 • 1 + 4-2 + 4| _ j 15 


15 


Jr- + 4 


J 25 


- 3 


Temos que d Cs > R, pois 3 > 1 ; logo, a reta a e exte- 
rior a circunferencia. 

b) O centro C e o raio R de X sao C( 3, 1) e R = 2. A 
distancia entre C e s 6: 


dcs 


12 • 3 - 5 ■ 1 ~ 5 

Jl2 2 + (— 5) 2 


|26| 


rjl69 


26 

13 


= 2 


Temos que d Cs — R, pois 2 = 2; logo, a reta s e 
tangente a X. 

c) Para obter o centro C e o raio R de X , vamos aplicar o 
metodo da redugao: 

(x 2 -2x) + (y 2 + 4v) = 20 

(x 2 — 2x + 1) + (y 2 + 4y + 4) = 20 + 1 +4 
lx - l) 2 + (y + 2) 2 - 25 C(l f -2) e R = 5 

Passamos para a forma geral a equagao da reta 

s: Ax — 3y + 10 = 0 
A distancia entre C e a e: 


dcs 


|4 - 1 — 3(— 2) + I0[ 


1 20 


J 25 


JA- + (-3) 
20 

= — = 4 


Temos que d c< < R. pois 4 < 5; logo, a reta e secante 
a circunferencia X. 

R.2 Obter as equagoes das retas paralelas a reta 

t: Ax + 3y — 1 = 0 e tangentes a circunferencia X de 
equagao {.t + 2) 2 + (y — l) 2 = 4. 

Resoh ugao 

O centro C e o raio R de X sao C(— 2, 1 ) e R = 2. 

No piano cartesiano, as equacdes de todas as retas para- 
leias a t podem ser colocadas sob a forma 
s: Ax + 3y + k = 0, com k G 1R. Note que para qualquer 
valor real de k a reta s tem o mesmo coeficiente angular 
de /, e, portanto. s // t. A reta s e tangente a X se. e so- 
mente se, d Cs = R: 


|4 ■ ( -2) + 2 • \ + k\ 

Ja 2 + r 

k-5 =10 


_ n • 

jLh ■ ■ 


k - 5 


= i 


J 25 


Temos que: 

k — 5 = 10 => k = 15 ou k — 5 = — 10 => k = — 5 

Assini, obtivemos duas retas s e s' paralelas a t e 
tangentes a X. Sao elas: 

a : Ax + 3y + 1 5 = 0 e a' : 4.v + 3y — 5 = 0 
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Graficamente. temos: 



R.3 Detertninar uma equagao da reta .v que passa pelo ponto 
P (5. 4 ) e tangencia a circunferencia 

X: a 2 + y 1 — 4x — 6y + 3 = 0 

Res'olugao 

O ponto P pertence a circunferencia X, pois: 

5 2 + 4 2 — 4*5 — 6*4 + 3~0 

Logo. existe uma tinica reta s que passa por Pei tangente 
a X. 

Vamos obter o oentro Ceo raio R de A pelo metodo da 
redugao: 

(a 2 - 4x) + (y 2 — 6y) = -3 

(a 2 — 4a + 4) + (y 2 ~ 6v + 9) — —3 +4 + 9 

(.v - 2} 2 + (y - 3) 2 = 10 C(2. 3) e R = JlO 

A reta s tangente a circunferencia X em P e perpendi- 
cular ao raio no ponto de tangencia: 



Assim, o coeficiente angular da reta s e o oposto do 
in verso do coeficiente angular da reta CP , ou seja: 

1 

rn s - - 

rn c p 


1 

Jfr EXERCICI05 &A61C0S 

B.l De a posicao da reca s em relacao a circunferencia X. em 
cada um dos cases a seguir. 

a) s: x + y ~ 4 - G e X: (x - 2) 2 + (y - 4) 2 = 2 

b) s: lx + y - 4 = 0 e X: (x + 5) 2 + (y + l) 2 = 20 

c) s: x — 3y + S = 0 e X: x 2 + y 2 — Ax — 12 = 0 

d) s*: 3 a — 4v + 15 = 0 e X: (a — l) 2 + (y — 2) 2 = 4 

e) s: 2a — y + 1 = 0 e (a + l) 2 + (y — 4) 2 = 9 

f) s: 4a + 3y + 8 = 0 e X: a 2 + y 2 + Ir — 4y + 4 = 0 

B.2 (PUC/Campinas-SP) Considere a circunferencia dada 
por .v 2 + v 2 + 2 a + 2 y — 7 = 0 e as retas de equagao 
y — a + k — 0. Uma dessas retas e tan sente a circunfe- 

t' 1^- 

rencia se o valor de k for: 

a) 3^2 c) —3 e) —4^3 

b) 3 d) -2V3" 

B.3 Obtenha as equagoes das retas paralelas a reta 

/: 3a + 4v + I = 0 e tangentes a circunferencia 
X: a 2 f y 2 + 2a - 2y - 7 = 0. 

13.4 (COVEST) Determine as equagoes das retas tangentes a 
circunferencia de equagao a 2 + y 2 = 1 e paralelas a reta 
de equagao a — y = 0. 

B.5 (FEI-SP) Qual deve ser o raio da circunferencia com cen- 
tra no ponto O = (0, 0) para que a reta a — 2y — 10 = 0 
seja tangente a essa circunferencia? 

a) 4J2 c) 20 e) 4J5 

b) 2J5 d) 5^2 

B.6 (Unifor-CE) Uma circunferencia X e cal que sen centra 
pertence a bissetriz dos quadrantes pares e a reta de 
equagao 2a — y — 6 = 0. Se X e tangente aos eixos 
coordenados, a sua equagao e: 

a) a 2 + y 2 + 4a — 4y + 8 = 0 

b) a 2 + f - 4a - 4y + 8 = 0 

c) a 2 + y 2 + 4 a — 4y + 4 = 0 

d) a 2 + y 2 - 4a + 4y +4 = 0 

e) a 2 + v 2 + 4 a + 4y + 4 = 0 

B.7 (U. Catoliea de Salvador-BA) A circunferencia X lent 

equagao a 2 + v 2 + 2a — 3 = 0. A reta 1 e tangente a X no 
ponto ( 1, 0). A equagao de t e: 

a) x =1 c) a + y = 1 e) —a — y = 1 

b) y = 1 d) 3 a — y = 2 

Exercicios complementares de C.1 a C.4 

2. INTERSECQAO DE RETA E 
CIRCUNFERENCIA 

O conjunto interseegao de uma reta s com uma circun- 
ferencia k, contidas em um mesmo piano, pode ser vazio, 
unitario ou binario. 


4-3 1 

Como m CP — - _ conclufmos que w, 

Logo, pel a equacao fundamental da reta: 


= -3 


v - y„ = x — A 0 ), temos: 


0 


s 


P( 5, 4) 
m s = -3 

. s\ 3a + y — 19 = 0 


y — 4 = — 3(a — V) 



sn\=0 

(s e exterior a X) 


s n x = {T} 
tse tangente a X) 


S d X = (A B) 

(s e secante a X) 


Em qualquer um dos Ires casos, sendo conhecidas as 
equagoes de 

s: ax + by + c = 0 e (j: - x 0 ) 2 + (y — y 0 ) 2 = R z 
o conjunto .vflAeo conjunto solugao do seguinte sistema: 

I ax + by + c = 0 
(x - ,t 0 ) 2 4- ( v - Vo) 2 = R 2 

Esse sistema: 

• e impossivel se, e somente se. s e exterior a X; 

• tem uma dnica solugao se, e somente se, s e tangente 
a X; 

• tem exatamente dims solugoes se, e somente se, s e se- 
cante a X . 

Conclusao sobre a posi^ao relativa 
entre reta e circunferencia a partir do 
sistema formado por suas equagoes 

Sejam ax + by 4- c — 0 e (jr — x 0 ) 2 4- (v — y 0 ) 2 = R 2 
as equagoes de uma reta j e de uma circunferencia X, 
respeetivamente. Para resolver o sistema: 

'ax + by + c = 0 

1 - xa) 2 + (v - y 0 ) 2 = R 1 

L 

isolamos uma das variaveis na equacao da reta s e a subs- 
tituimos na equacao da circunferencia X. Se com essa 
substituigao obtivermos: 

• uma equagao do 2- grau com discriminante positivo, 
entao a reta s e secante a circunferencia X; 

• uma equacao do 2 Q grau com discriminante negativo, 
entao a reta s e exterior a circunferencia X; 

• uma equagao do 2- grau com discriminante nulo, en- 
tao a reta $ e tangente a circunferencia X. 

M 1 EXERCiciO RESOLVIDO 

R.4 Obter a intersecgao da reta $: x — y + 1 = 0 com a 
circunferencia X: (x — 2) 2 4- (y — 3) 2 = 2. 

Resolucao 

O conjunto s fl X e o conjunto solugao do sistema: 

x — y + 1 = 0 => x = y — 1 (I) 
j (x — 2) 2 + (v — 3) 2 = 2 m 

Substituindo (I) em (ft), obtemos: 

(y - 1 - 2 ) 2 + (y - 3) 2 - 2 
(y-3) a + (y-3) 2 =2 
2(y - 3) 2 = 2 (y - 3) 2 = 1 
y — 3 = 1 ou v — 3 = — 1 y = 4 ou v = 2 

Substituindo y = 4 em (I), temos x = 4 — I x — 3. 

Substituindo y = 2 em (I), temos x — 2 — 1 x = 1. 

Logo, s (1 X = {(3,4), (1,2)}. 


Graficamente, temos: 


yn 


A 

' 

3 

2 


1, 


* * 


o 


/s 




e/S 


t yr i) x 
1 / 


1 2 3 



EXERCICIOS BASI COS 


B.8 Determine a intersecgao da reta s com a circunferencia X. 


nos seguintes casos: 


a) s: x - 

b) s: x — 

c) s\ y — 

d) s: 3x 


y — 3 = 0 e X: (x — l) 2 + (y — 4) 2 
2y 4- 1 = 0 e X: x 2 + y 2 + 4y — 1 


- 20 


= 0 


lx + 1 e X: (x — 3) 2 4- (y - 2) 2 - 2 
- y = 0 e X: x 2 + y 2 - 8.t + 2y - 8 


- 0 


B.9 Obtenha a interseccao da circunferencia 

X: (x — 3)- + (y — 2) 2 ~ 20 com o eixo das abscissas. 
Sugestao. A equacao do eixo das abscissas ey = 0. 


B,10 Determine a interseccao da circunferencia 

X : x 2 -fy 2 — I Ox - 2v 4- 22 = 0 com o eixo das ordenadas. 


B.ll (Fuvest-SP) Existem dois valores de m para os quais tem 


solucao unica o sistema 


x + y — m 


x 2 + v 2 = 4 


. A soma desses 


dois valores de m 6: 


a) -2 


c) 0 


e) 2,j2 


b) -242 


B.12 (UFPA) A reta de equagao x 4- 2y = 
circunferencia x 2 + y 2 4- 2x 4- 4y — 20 - 
nos pontos .4 e B. Determine: 

a) os pontos A, B e C; 

b) a area do triangulo ABC. 


0 intercept! a 
0 de centra C, 


B.13 Calcule o comprimento da corda que a reta 

s: x + v ~4 = 0 determina na circunferencia 
X: (x - 2)- 4 (y — l) 2 = I. Sugestao. Inicialmente, de- 
termine os pontos A e B de interseccao da reta s com a 
circunferencia X. A distancia entre os pontos AeSeo 


comprimento da corda AS. 


B.14 


(UFRS) O eixo das abscissas determina na circunfe- 
rencia x 1 + y 2 — 6x + 4v — 7 = 0 uma corda de 


comprimento: 

a) 2j5 

b) 5 


c) 6 

d) 7 


e) 8 


Exercicios complennentares de C.5 a C.7 
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C.l 


C.2 


C.3 


EXERCICIOS COMPLEMENTARES 

(U. F. Santa Maria-RS) Os valores de m, para que a reta 
v — mx 4- 1 seja tangente a circunferencia 
(a — 2) 2 + (v — 2) 2 = 1 , sao: 

4 

T 

4 _ 

3 


a) -2 e ~ 

d) 0 e 

b) 1 e2 

e) 1 e 

, 4 


c) - 1 e — — 



(FEI-SP) Uma das retas tangentes a circunferencia 
x- -f- y 2 — 9 tragada a partir do ponto (0. 5) tem equacao: 

a) 4x 4- 3y — 1 5 — 0 d) 3x — y = 0 

b) 3x + 4y — 20 = 0 e) x — 0 

c) x + y — 1 = 0 

Sugestao. Como o centra C e o raio R da circunferencia 
sao C(0, 0) e R - 3. conclui-se que a reta que passa por 
(0, 5) e tangencia a circunferencia nao e vertical, e, 
portamo. tem coeficiente ajiguiar m. Sendo assim, a 
equagao dessa reta € da forma y — 5 = m(x — 0), isto e, 
mx — v + 5 = 0. 

(Fuvest-SP) Uma reta de coeficiente angular- m > 0 passa 
pelo ponto (2, 0) e e tangente a circunferencia inscrita no 
quadrado de vertices {!. 1), (5, 1), (5, 5) e (1. 5). Entao: 

a) 0 < m < — 


b) m = 


i 


3 


c) “ < m < 1 

d) m= 1 


e) i < m < 


5_ 

1 



C.4 


C.5 


C.6 


(Fuvest-SP) Uma circunferencia de raio 2. localizadano 
primeiro quadrant©, tangencia o eixo x e a reta de equa- 
gao 4x — 3v = 0. Entao a abscissa do centra dessa 
circunferencia e: 

a) 1 c) 3 e) 5 

b) 2 d) 4 

(UFRS) O comprimento da corda que a reta r definida 
pela equagao 2x — y = 0 determina na circunferencia de 
centra no ponto C(2, 0) e raio r = 2 e: 

VTo 


a) 0 


b) 2 

c) 5 


d) 


e) 


5 

4 JJ 

5 


iCefet-RJ) Em um sistema de coordenadas cartesianas 
retangulares, considera-se a circunferencia de centro 
sobre a reta x — v + 3 = 0e que passa pelos pontos 
A(— 2,4) e R(l, 7). O comprimento da corda que a 
bissetriz dos quadrantes impares determina sobre a 
circunferencia €, em u.c., igual a: 

a) 2 

b) 2jl 

c) 3 


d) 3j2 

e) 5JZ 


C.7 (ITA-SP) Sabendo que o ponto (2, I ) e o ponto medio de 
uma corda AB da circunferencia (,v — l) 2 4- y 2 = 4. entao 
a equagao da reta que passa por A e B e dada por: 

a) y = 2a — 3 

b) y = a - 1 

c) y = —x 4- 3 
3* 


d) v = 


e) v = 


- 2 


x 

7 


+ 2 
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AS CONICAS: ELIPSE, HIPERBOLE E PARABOLA 


1. O QUE E UMA CONICA? 

Qualquer figura geometrica obtida pela interseojao de 
ura piano ot com uma superficie conica C de duas follias 
infinitas e chamada de conica. Neste capftulo estudare- 
mos as seguintes conicas: 


e 



Elipse: a nao passa pelo 
vertice V e intercepta to- 
das as geratrizes de C 
obliquamente ao eixo de 
rotagao e. 



Hiperbole: a nao passa 
pelo vertice V e intercepta 
as duas folhas de C. 



Parabola 


Parabola: a nao passa 
pelo vertice Fee paralelo 
a uma geratriz de C. 


2. ELIPSE 

Fixados dots pontos F t e F 2 de uni piano a. tal que 
F\F Z = 2c, c > 0, chama-se elipse o conjunto dos 
pontos P de a cuja soma das distune ias PF X e PF 2 e 
uma constante 2a, 2 a > 2c: 

PF ! =+ PF 2 = 2 a 




PF, + PF 2 = 2 a, 2s > 2c > 0 


* Os pontos F | e F 2 sao os focos da elipse: a medida 2c e 
a distancia focal: e a medida ce a semidistancia focal. 

* Qualquer segmento de reta cujos extremos sao pontos 
da elipse e chamado de cor da da elipse. 

" A corda A X A 2 que passa pelos focos e chamada de eixo 
maior da elipse e sua medida e 2a. 





e 2 


* O ponto medio C do eixo maior (e tambem do segmen- 
to F X F 2 ) 6 chamado de centro da elipse, sendo A X C e 
A,C os semi-eixos maiores. 




< 

z 

< 

< 

St 

Ld 

2 

o 

UJ 

O 
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A corda que pass a por Ce e perpendicular ao eixo 

maior. e o eixo menor da elipse. Os segmentos B.C e 
B 2 C sao os semi-eixos menores. Esses semi-eixos tem 
medidas iguais que serao indicadas por b. 

B\F X — B^Fy — a 
ct~ — b~ + c 2 



• O numero e 


— , chamado de excentricidade da 
a 


elipse. e tal que 0 < e < 1. 



EXERCICIO RESOLVIDO 


R.l Obter uma equa^ao da elipse de focos Fj(— 1, 0) e 
F 2 ( 1 . 0), cujo eixo maior mede 4 unidades. 

Resolucao 



Obtem-se uma equagao da elipse considerando um ponto 
generico P(x, y) e impondo que PF, + PF Z — 4, ou seja: 


J(x - ( - 1 )) 2 + 7 y- W + J(x ~ 1 ) 2 + (y - 0 )- =4 
« /(a + 1 )“ + y 2 + *f(x — 1 ) 2 + y 2 — 4 
V(a + l) 2 + y 2 = 4 - J(x - 1 ) 2 + y 2 


As trajetdrias dos planetas 

0 astronomo alemao Johannes Kepler (1571- 
1650) prouou que cada um do5 planetas descreue 
uma drbita eliptica em torno do Sol e que este e um 
d05 focos da elipse descrita. 


PEutao 



Urano 

Mercuric 

Terra 

(( Soi 

. Jupiter 


Venus 

Made 

t-JP Saiumo 


Metuno 



Equaqao reduzida de uma elipse 

Se uma elipse de centro C(.v 0 , y 0 ) s com eixo maior de 
medida 2a e eixo menor de medida 2b, tem: 

* o eixo maior paralelo ao eixo das abscissas, entao sua 
equagao pode ser apresentada sob a forma: 


(x - a 0 ) 2 



b - yo) 2 

b 1 



Primeiro caso 



° o eixo maior paralelo ao eixo das ordenadas, entao sua 
equa£ao pode ser apresentada sob a forma: 


Quadrando ambos os membros, obtemos: 

( J(x+ 1 ) 2 + y z )* = (4 - V(a - l) 2 + y 2 )* 

(a + l) 2 + =16-8 /(a- - l ) 2 + y 2 + 

+ (a - 1 ) 2 + y 2 ' 

0 4 - Zv + A"' = 16-8 J(x- 1 )- 4 y 2 + 
+ 0 ~ Zv + 1 " 

8 J(x - 1 ) 2 + y 2 = 16 - 4a 
2 J(x - 1 ) 2 + y 2 = 4 - x 

Quadrando ambos os membros, obtemos: 

(2 J(x - l) 2 + y 2 ) 2 = (4 - a) 2 m 
«=f 4[(a - l) 2 + y 2 ] = (4 - xf 

4 (a 2 — 2a + 1 + y 2 ) — 16 — 8a + a 2 

- xr - M + 4 + 4v 2 - 16 + 0 - a 2 = 0 

3a 2 + 4v 2 -12 = 0 

w 


(a - A,,) 2 (y - y 0 ) 2 

pm — + i 

h l a * 

Segundo caso 


y J 

1 A 



/ | \ 

/ a \ 


^0 

® ^ i 

0 



\ / 

Ta 2 


o 

*b 

X 


Essas duas equates sao denominadas equagdes reduzi 
das das elipses. 
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EXERCICIO RESOLVIDO 


R.2 Obter a equagao reduzida da eiipse % em cada Lim dos 
seeuintes casos: 



Resolugao 

a) Temos, pelo grafico, que: 

• o centro da eiipse e o ponto C(5. 4); 

• a medida do semi-eixo maior (raetade do eixo 
maior) ea = 5 — 2=3: 

• a medida do semi-eixo menor e h = 6- 4 = 2; 

• o eixo maior e paralelo ao eixo das abscissas. 

Logo, a equagao da eiipse e dada por: 

(x - ay,)- (y - v 0 ) : 

+ — — 1 


cr 


b 2 


em que % — 5, y 0 = 4, a = 3 e b — 2, on xeja: 

(* - + (y - 4)» = 


bj Temos, pelo grafico, que: 

• o centre da eiipse e o ponto C ( —4, 3); 

• a medida do semi-eixo maior e a — 7 — 3 = 4; 

• a medida do semi-eixo menor e b — —3 — (—4) — 

• o eixo maior e paralelo ao eixo das ordenadas. 
Logo, a equagao da eiipse e dada por: 

U ~ + . (y ~ vqF _ j 


1; 


b 2 


a 


em que M = —4, y 0 = 3, b = 1 e a — 4, ou s 


(x + 4)± + (y - 3) s _ 


B.2 Obtenha a equagao reduzida da eiipse £ em cada urn dos 


segmntes casos: 


B.3 


B.4 



hsboce o grafico da eiipse % em cada urn dos seguintes 
casos: 

a) 8: (*-4)» + O-tr =1 


16 


1 


b) %: ( *“ 6); + -^ V + 2)2 


25 


= 1 


c) %: 


d) 


^ 4- T 


16 


25 


- 1 


4 


4 

(y - 5) 2 

16 


- 1 


(EESCUSP-SP) O centre (x 0 , y 0 ). a medida do eixo maior 
2a e a medida do eixo menor 2b da eiipse 

{x-iy- , (y — 3) 2 , _ J J 

4- — — r - : — : — = 1 sao dados por: 


! 


1 6 


4 16 

a) — 4, >■„ = 1 6, 2a = 6 e 2b = 4 

b) a 0 = 0. y (1 = 0, 2a = 4 e 2b — 2 

c) x 0 = —2, y,) — —3, 2a = 16 e 2b - 4 

d) *i> - 1, y 0 = 2, 2a = 20 e 2b = 10 

e) a'q = 2, y ( , = 3, 2a = S e 2b — 4 

Exercicios complementares de C.1 a C.4 

3. HIPERBOLE 


< 

u 

P 


< 


< 

< 

p 

ULJ 


o 

UJ 


*0*. 
a 


B.l 


f EXERC1CI05 BA6IC0S 


Calcuie a distancia focal, a excentricidade e a medida do 
eixo menor da eiipse de focos F, e F 2 . cujo eixo maior 
mede 2a, em cada urn dos seguintes casos: 

a) F,(7, 2), F 2 (13, 2) e 2a = tO 

b) Fj(|, 4), F43. 14) e 2a = 26 
Sugestao. a 1 — b 2 4- c 1 . 



Fixados dois pontos F f e F 2 de urn piano a tais que 
F { F 2 — 2c, c > 0, chama-se hyperbole o conjunto 
dos pontos P de a cujas diferengas, em modulo, das 
distancias PF\ e PF 2 sao uma constante 2a, 

0 < 2a < 2c, ou seja: 

PF l - PF 2 I = 2a 
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Os pontos T, T E a, tais que TF X ~ TF 2 = 2 a determi- 
nam urn ramo da hiperbole, e os pontos S, S G a, tais que 
SF 2 — SF, = 2 a determinam o outro ramo. 

• Os pontos F, e F 2 sao os focos da hiperbole; a medida 2c 
e a distancia focal; a medida c e a semidistancia focal. 

• A intersecfao da hiperbole com o segmento F,F 2 e o 
conjunto {A b A 2 }, send o A, e A 2 os vertices da hiper- 
bole. O segmento A,A 2 e chamado de eixo real da hi- 
perbole e sua medida e 2a. 



• Ojponto medio C do eixo real (e tambem do segmento 
FjFj ) e chamado de centro da hiperbole, sendo A y C e 
A 2 C os semi-eixos reais. 



* Chama-se retangulo referenda da hiperbole o retan- 
gulo MNPQ de centro C, com MQ e NP perpendicu- 
lares ao eixo real em A, e A 2 , respectivamente, e 
CN — CQ — c. O segmento B X B Z perpendicular a A,A 2 
em C, com B x G MN e B 2 G PQ , e o ei xo imaginario 
da hiperbole. Os segmentos fi,Ce B 2 C sao chamados 
de semi-eixos imaginarios. Esses semi-eixos tern me- 
didas iguais que serao indicadas por b . 



Quando o retangulo referenda e um quadrado, a hiper- 
bole e classificada como equilatera. 

4 = -Sr +■ — <■ 

® As retas MP e NQ que contern as diagonals do retangu- 
lo referenda MNPQ sao denominadas assmtotas da 


hiperbole. A hiperbole aproxima-se indefinidamente 
de cada assintota, sem jamais toca-la. 



• c 2 = a 1 + b 2 



c 

• O niimero e — — , denominado excentricidade da 

a 

hiperbole, e tal que e > 1. 



EXERCICIQ RESOLVIDO 


R.3 Obter uraa equa 9 ao da hiperbole de focos F,(0. 3) e 
F 2 (G, —3), cujo eixo real mede 2 unidades. 

Resol ttgSo 



Uma equacao da hiperbole e obtida considerando-se urn 
ponto generico P(x. y) e impondo que |FF, — PF 2 \ = 2, 
ou seja: 

\J(x ~ W + (V - 3) 2 - - 0) 2 + [y - (— 3)] 2 I = 2 

Jx 2 + (y- 3) 2 - Jx 2 + (y + 3) 2 = ±2 

Jx 2 + (v - 3) 2 - ±2 + Jx 2 + (y + 3) 2 

Quadrando ambos os membros, temos: 

(J(x~ + (y — 3 ) 2 ) ) ™ = (—2 + Jx 1 + (_y H- 3 ) 2 )" 
x? + (y — 3) 2 = 

= 4.± 4 Jx 2 + (y + 3) 2 + jr 2 '' + (v + 3)2 
yf ~6y+ y = 

= 4 ± 4 Jx 1 + (y + 3) 2 + y + 6 v H- y 
±4 a/x 2 + (y ■+■ 3) 2 = 12v + 4 
± Jx 2 + (y + 3) 2 = 3 y + I 
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Quadrando ambus os membros. obtenios: 

(±Jx 2 + (y + 3) 2 ) 2 - (3y + l) 2 
x 2 + (v 4* 3} : = (3v + I ) 2 
A' 2 + y 2 + 6y + 9 = 9y 2 + 6y + 1 
Sy 2 - a 2 - 8 = 0 


G rafi came rue . lemos: 



Equacao reduzida de uma hiperbole 

Se uma hiperbole de centra C(x 0 , y 0 ), com eixo real de 
medida 2 a e eixo imaginario de medida 2b, tern; 

° o eixo real paralelo ao eixo das abscissas, entao sua 
equacao pode ser apresentada sob a forma: 


(.v - x 0 ) 2 (y - y G ) 2 
a 2 b 2 

I’rimetro caso 



• o eixo real paralelo ao eixo das ordenadas, entao sua 
equacao pode ser apresentada sob a forma: 


( l - Vo) 2 _ (x - x 0 ) 2 
a 2 b 2 

Segundo caso 



Essas duas equates sao denominadas "equacoes redu- 
zidas das hiperboies”. 



EXERCICIO RESOLVIPO 


K.4 Obter a equacao reduzida da hiperbole ffl em eada um 
dos seguintes casos: 



Resolugao 

a) Temos, pelo grafico, que: 

• o centre da hiperbole e o ponto C{4, 6); 

• a medida do semi-eixo real ea=7 — 4 = 3; 

• a semidistancia focal ec = 9- 4 = 5; 

• a medida b do semi-eixo imaginario e obtida por: 

c 2 = a 2 + b 2 5- = 3 2 + b 2 
b 2 = 16 b = 4 

• o eixo real e paralelo ao eixo das abscissas. 

Logo, a equacao da hiperbole e dada por: 


(-* “ -v,)) 2 (1? - y (1 ) 2 


-t 

a~ 


b 2 


= 1 


em que a 0 — 4, y D — 6, a = 3 e b = 4, ou seja: 

(a — 4) 2 (v-61 2 


16 


1 


b) Temos, pelo grafico, que; 

• o centra da hiperbole e o ponto C(— 5, 4); 

• a medida do semi-eixo real 6a = 5 — 4 = 1; 

• a semidistancia focal e c — 7 — 4 = 3; 

• a medida b do semi-eixo imaginario e oblida por: 

<? = a 2 + b 1 3 2 = l 2 + t? 
b 2 = 8 b = 2 Jl 

• o eixo real e paralelo ao eixo das ordenadas. 
Logo, a equacao da hiperbole e dada por: 


(.V “ VoL (x -- jc 0 j 2 


a z 


b 2 


! 


em que a 0 = — 5, y 0 = 4, a — 1 zb ~ 2«j2, ou s 


O _ 4) 2 (a + 5) 2 


I 


8 


- I 
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A hiperbole e a lei de Boyle 

Mo estudo dos gases, o dentists brltanico Robert 
Boyle eonstatou que, mantendo-se constant^ a tem- 
pera tura de uma certa quantidade de gas, a pressao 
V e o volume x desse gas variam de modo Iriversa- 
mente propordonais, Isto e: 


yx = h ou y~— {k represents um valor nume- 

■ rlco constante) 

O grafico de y em fungao de x e um ramo de uma 
hiperbole equfiatera. 



Robert Boyle (1627-1691). 



EXERCICIOS 3ASIC0S 


B.5 


Calcuie a distancia focal, a excentricidade e a medida do 
eixo imaginario da hiperbole de focos F, e F : . cujo eixo 
real mede 2a, em cada um dos seguintes cases: 

a) F t (5, 0), F 2 { 15, 0) e 2a = 6 

b) F,(l, 1), F z (l, I3)e2a = 2 
Sugestao. c 2 = a 2 + b-. 



B.6 Obtenha a eqiunjao reduzida da hiperbole M em cada um 
dos seguintes casos: 





B.7 Esboce o graf ico da hiperbole M em cada um dos seguin- 
tes casos: 


a) m 


. (x 


~ 3 y 

16 



9 



b) (v + 1)- - 

c) 3£: fr - 2)3 


,V 2 


8 


64 


d)3C: v 3 - ^ 

9 



B.8 


(UNIR) Hiperbole equilatera e toda aquelaem que o eixo 
real tern a mesma medida do eixo imaginario. Qual das 
equates abaixo tem como grafico uma hiperbole equi- 


1 at era' 7 


aj - 

-1 

4 

9 

b) ~ + 
4 

f -1 

4 

, y 

c) — 

* -■ 

36 

25 



Exerctcios complementares de C.5 a C.8 


4. PARABOLA 

Dados um ponto F e uma rela r de um piano. 
F £ r, chama-se parabola o conjunto dos pontos 
desse piano eqiiidistantes de r e F. 




PF = PP' 

(P e a projegao ortogona! de Psobre r.) 


r 


• O ponto Fea reta r sao o foco e a diretriz da parabola, 
respectivamente. 

• A reta e que passa por Fee perpendicular a diretriz e o 
eixo de simetria da parabola. 

• O ponto V, interseceao da parabola com o eixo e, e o 
vertice da parabola. 


LLlIZ ANTONIO & SERGIO SCAZUFCA 




* A distancia p do foco a diretriz e chamada de para- 

| 

metro da parabola. 

• A distancia entre o vertice V e o foco F e metade do 
parametro p, pois V pertence a parabola e. portanto, V 
eqiiidista de F e r. 



r 


• Note que, se atribuirmos o valor zero a variavei y da 
equaqao da parabola: 

y = 0 =^> x 2 — 6a — 4 • 0 + 25 = 0 
a: 2 - 6* + 25 = 0 

obtemos uma equacao do 2- grau com discriminante 
negative (A m —64). Isso significaque a parabola nao 
tem ponto em comum com o eixo Ox. 


Equa9ao reduzida da parabola 

Se uma parabola de vertice V(x t) , y 0 ) e parametro p tem: 

• a diretriz paralela ao eixo Oa e a concavidade voltada 
para o sentido posilivo do eixo Oy (concavidade volta- 
da para cima), entao sua equaqao e: 



EXERCICIO RESOLVIPO 


R.5 Obter uma equaqao da parabola de foco F( 3. 5). cuja di- 
retriz e r: y — 3 = 0. 

Resoluctio 



Uma equacao da parabola e obtida considerando-se urn 
ponto generico G(x, y) e impondo que GF — Gr, ou seja: 



a diretriz paralela ao eixo Ox e a concavidade voltada 
para o sentido negative do eixo Oy (concavidade volta- 
da para baixo), entao sua equacao e: 


V(x-3) 2 + (y-5) 2 = |0 * + y 3 1 

4o 2 + l 2 

~ 3) 2 + (y - 5) 2 = jy — 3 

Quadramos ambos os membros dessa igualdade: 

(J( a- 3) 2 + (y ~ 5) 2 ) 2 = (|y — 3|) 2 
(a — 3) 2 + (y — 5) 2 — (y — 3) 2 
x 2 — 6x + 9 + pf — lOy + 25 — „y 2 — 6y -I- >9 
a 2 — 6x — 4y 4- 25 = 0 

Graficamente, temos: 


(a - Aq) 2 - - 2 p(y - y 0 ) 

Segimdo caso 




• Para obter o ponto de interseeqao da parabola com o 
eixo Oy, basta substituirmos por zero a variavei x da 
equaqao: 

.v = 0 => o 2 - 6 • 0 - 4y 4- 25 = 0 



• a diretriz paralela ao eixo Oy e a concavidade voltada 
para o sentido positivo do eixo Oa (concavidade volta- 
da para a direita), entao sua equaqao e: 

(y “ y 0 ) 2 = 2/? (a - %) 


Terceiro caso 
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• a diretriz paralela ao eixo Oy e a concavidade voltada 
para o sen lido negativo do eixo Ox (concavidade voita- 
da para a esquerda), entao sua equacao e: 

O' - Vo)" = -2 p(x - Xn) 


b) O verlice V da parabola e o ponto V(3, 6). 

A distancia do foco F a diretriz re o parametro p. ou 
seja, Fr = p , 

Como a distancia do vertice a diretriz e metade do 
parametro, temos: 


Quarto caso 



Essas quatro equaqoes sao denorai nadas equaqoes 
reduzidas das parabolas. 


3 HXERCICIO RESOLVIDO 


R.6 Obter a equacao reduzida da parabola 9 s em cada uni dos 
casos seguintes. sendo F. Ce r o foco. o vertice e a dire- 

■W-‘ J 

Lriz de cada uma, respectivamente. 



Resoiugao 

a) O vertice da parabola e o ponto F(15, 12). 

A distancia do foco F a diretriz reo parametro p, ou 
seja. Fr = p. 

Como a distancia do vertice a diretriz e metade do 
parametro, temos: 



A diretriz e paralela ao eixo Ox e a concavidade da 
parabola e voltada para eima. 

Assim. a equacao da parabola e dada port 

(x - x 0 ) 2 = 2p(y - y 0 ), em que x (1 =15, 

y (1 = 12 ep = 6, isto e, (x — 15) 2 = 12(y — 12) 


Vr= 8 - 6 = p = 4 

. A *# 1 

A diretriz e paralela ao eixo Ox e a concavidade da 
parabola e voltada para baixo. 

Assim, a equagao da parabola e dada por: 

(x - a -,,) 2 = —2 p(y - y „), em que x 0 = 3, 
y 0 = 6 ep = 4, isto 6, (jc — 3) 2 = — 8(y — 6) 

c) Como a diretriz e paralela ao eixo Oy. temos que a 
ordenada y v do vertice Ce a mesma do foco F. ou seja, 
y v = 8, e a abscissa ay de Ve a mesma do ponto medio 
do segmento de extremes (—5, 0) e ( - 1, 0), ou seja, 

-5 + (- 1 ) „ , . , . , 

x v — — — = —3. Assim, o vertice eo ponto 

VT-3. 8). 

O par&metro pea distancia entre o foco e a diretriz: 

p = — 1 — (— 5 ) p := 4 

A concavidade da parabola e voltada para a direita. 
Portanto, a equacao da parabola e dada por: 

(y — Vo) 2 = 2p{x — x 0 ), sendo x 0 = —3, y 0 = 8 e 
p — 4. ou seja, (y — 8) 2 = 8(x + 3) 

d) O vertice V e o ponto V(0, 0). 

A distancia do vertice ao foco e metade do parametro 

p, ou seja, VF — 3 = p~ 6. 

2 2 

A diretriz e paralela ao eixo Oy e a concavidade da pa- 
rabola e voltada para a esquerda. 

Logo, a equacao da parabola e dada por: 

(>’ _ y>o) 2 ~ ~ 2p(-t - -to) tal que x Q = 0, y 0 = 0 e 
p — 6, ou seja, y 2 — — 1 2 a 

Avioes supersonicos 

As ondas sonoras de choque provocadas por um 
aviao supersdnico formam as superficies de dois co- 
nes que se estendem da extremidade diantelra e da 
cauda do aviao. 

As ondas de choque, ao interceptar o solo, deter- 
mlnam duas curvas conicas (no exemplo da figura, 
duas parabolas), ao longo das quais e posslvel ouvir 
os e5tampidos. 
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B.10 


EXERCICIOS BASICOS 


Calcule o valor do paramelro p da parabola de foco F e 
diretriz r em cada um dos seguintes casos: 

a) F( ! , 3) e r : 3x + 4y + 10=0 

b) F(6 , 41 e r: v — 2 0 

c) F(— 2, 3) e r: 5* 4- 12y = 0 

d) F(2, 5 ) e r: x + 4 = 0 

Obtenha a equagao reduzida da parabola em cada um dos 
seguintes casos, em que F, V e r representam o foco, o 
vertice e a diretriz, respeetivameme: 




b) 


o 


e) 


\ 


F 


F «»1 


V 


/ 


O 1/ 




B.ll Esboce o grafico da parabola 9 s em cada um dos seguin- 
tes casos: 

a) SP:(x- 3) 2 - 4(y - 1) 

b) 9>:(y -2) 2 = -6(x + I) 

c) SPifx + 5) 2 = “2(y — 4) 

d) 9>: (v — 5) 2 — 8.v 

B.12 Obtenha o vertice V, o parametro p, o foco F, e a equacao 
da diretriz r da parabola 3 > em cada um dos casos: 

a) (y - If - 1 2{.v - 1) 

b) 9F (x + l) 2 = 4(}’ — 2) 

c) 9*: {x - 2f ~ -8y 

d) ty. (y ~ 3f ~ ■ i — ■ 4 

Exercicios eompiementares de C.9 a C.12 



C.l 


' EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


Obtenha o centro C, a medida do eixo maior 2a, a medi- 
dn do eixo menor 2b, a distancia focal 2c. os locos / , e F, 
e a excentricidade e da elipse % em cada um dos casos: 

( Y - 2) 2 (x + 532 

a) = 1 

b) %: 9(x — 3) 2 + 4( v + I ) 2 = 36 Sugestao. Divida por 
36 am bos os membros. 

c) %:3x 2 + 2y 2 = 6 


C.2 


(UEB) Determine a excentricidade da elipse cuja equa- 
gao e 4X 2 + y 2 + 2v — 3 = 0. 

Sugestao. Obtenha a equagao reduzida dessa elipse. 
Para isso, agrupe os termos em y e adicione uma mesma 
constante a esse agrupamento e ao segundo membro da 
igualdade, de modo a transformar o agrapamento em y 
num trinomio quadrado perfeito. 

C.3 A equagao de uma elipse % 6: 

x 1 + 2y 2 - 2x + 4y +1 = 0 

Escreva essa equagao sob a forma reduzida e calcule a 
excentricidade de % . 

C,4 Encontre uma equagao da elipse que passu pelo ponto 
£2(6, 5), cujo eixo maior A^A, e lal que Aj(l, 2) e 
A 2 ( 1 1 , 2 ). 


C.5 


C.6 


C.7 


Obtenha o centro C. a medida do eixo real 2a. a medida 
do eixo imaginario 2b, a distancia focal 2c. os locos F, 
eF,e a excentricidade e da hiperbole t em cada um dos 
casos: 

(x - 5) 2 (y - 2) J 


a) 


- 1 


16 9 

b) $t: 4 (y — 5) 2 - 5(x — 2f ~ 20 Sugestao. Divida 
por 20 ambos os membros. 

c) W: 5jc 2 - y 2 = 5 

(UFPI) O centro da hiperbole de equagao 
x 2 — 4x — 4>’ 2 = 0 e o ponto: 

a) (1,0) 

b) (0, 0) 

c) (2, 0) 

d) (—2, 4) 

e) (4, 4) 

Sugestao. Obtenha a equacao reduzida da hiperbole. 
Para isso, agrupe os termos enure adicione uma mesma 
constante a esse agrupamento e ao segundo membro da 
igualdade. de modo a transformar o agrupamento era .v 
num trinomio quadrado perfeito. 

(PUC-SPi A equagao de uma das assmtotas da hiperbole 

= 1 e: 


1 7 

X 1 V- 


16 64 

a) y = m - 1 

b) y = 4x 

c) y — x 

d) y — 2X3- 1 

e) y = 2x 

Sugestao. As assfntotas da hiperbole content as diago- 
nals do retangulo referenda. Esboce o grafico e obtenha 
dois pontos, ou um ponto e o coeficiente angular, de cada 
assmtota. 
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C.8 (UMC-SP) Determine a equagao reduzida da hiperbole 

que passa pelo ponto P{ 6. 4j3 ) e tern focos F,(- 5, 0) 
e F 2 ( 5, 0). 

C.9 (UFRO) O foco da parabola de equate y = # + 2x — 8 
e o ponto: 

‘ a) F(-l, -9);: 

. ( 3 ^ ' 

b) F -1, - — 

/ 7 4 


c) F(l, 3) 

d) F(0, 0) 

e) F 


f 3 

1 1 

y 4 ’ 

2 j 


Sugestao. Obtenha a equagao reduzida da parabola. Para 
isso, agrupe os ternios em x e adicione uma mesma Cons- 
tance a esse agrupamento e ao prime iro membro daigual- 
dade, de modo a transformar o agrupamento em x nurn 
trinomio quadrado perfeito. 


C.10 (Faap-SP) Obtenha os pontos de intersecgao da reta 
r. y — x + 4 com a parabola 2P: y = x 2 — 2x. 

Sugestao. O conjunto rd^eo conjunto solucao do 


sistema 



x + 4 
* 2 - lx 


C.l 1 (UFMG) A reta de equagao v — 3,v + a tern uni tlnico 
ponto em comum com a parabola de equacao 

y — x 1 + x + 2. O valor de a e: 

a) -2 c) 0 e) 2 

b) -1 d) 1 


C.12 (Fuvest-SP) Para que a parabola v = 2x 2 + mx + 5 nao 
intercepte a reta y = 3, devemos ter: 

a) —4 < m < 4 

b) m < — 3 ou m > 4 

c) m > 5 ou m < —5 

d) m — —5 ou m = 5 

e) 

C.13 (FGV-SP) Dadas a parabola cuja equagao e 

y — .v 2 — 4x + 8, a reta t tangente a parabola e a reta 
r. y ~ lx — 12. paralela a t, podemos dizer que a reta t 
intercepta o eixo Oy no ponto: 

a) {0, 3) 

b) (0, -4) 

c) (0, -1) 

d) (0, -2) 

e) (0, 2) 
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Ccipitulo 61 


LUGAR GEOMETRICO 



1. CONCEITUAQAO 

Lugar geonietrico (L.G.) e qualquer conjunto de pon- 
tos, podendo ale mesmo ser o conjunto vazio. 

2. DETERMINAQAO DE UM LUGAR 
GEOMETRICO 

IJ in L.G. e deteraiinado por uma propriedade p se, e 
somente se: 

I. todos os pontos do L.G. satisfazem a propriedade p; 
II. somente os pontos do L.G. satisfazem a proprieda- 
de p. 

Exemplos 

a) O L.G. dos pontos de uin piano a que equidistant de 
do is pontos distintos A e B de a e a mediatriz r do seg- 
mento AB. 


Me o ponto medio d eAB. 

Note que: 

• todos os pontos de r equidistant de A e B: 

• nenhum outro ponto do piano a equidista de A e B, 


b) O L.G. dos pontos de urn piano a que distant 5 cm de 
um ponto O, O G a, e uma circunferencia k de centro 
O e raio R = 5 cm. 



Isote que: 

* todos os pontos de \ distam 5 cm do ponto O: 

• nenhum outro ponto do piano a dista 5 cm do 
ponto O. 

c) 0 L.G. dos pontos de um piano a equidistantes de 
uma reta r de a e de um ponto F de a, F i\ e uma 
parabola 2?* *. 


f • 


Note que: 

* todos os pontos de ^distam igualmente de F e r; 

* nenhum outro ponto do piano a equidista de F e 


Lugares geometricos: assim na Terra como no ceu 


Os meridianos e 05 paraielos sao linhas imaglnarias que de- 
marcam a superffcie da Terra Os paraielos estao em pianos per- 
peridiculares ao eixo de rotacao do nosso planeta e os meridia- 
nos estao em pianos que content esse eixo. Em geometria, es- 
sas linhas sao estudadas como lugares geometricos 

Os astronomos estabelecem lugares geometricos tambem 
no ceu. imagine que a Terra seja uma pequena esfera cujo centro 
coincide corn o centro de uma Imensa esfera, chamada pelos as- 
tronomos de esfera celeste. A superficie da esfera ceieste tam- 
bem e dividida por linhas imaglnarias: os paraielos celestes, que 
estao em pianos perpendiculares ao eixo de rotaqao da Terra; e 
os meridianos celestes, que estao em pianos que contem esse 
eixo. Essas linhas sao usadas para dar a localizaqao de estrelas: 
o que e latitude na Terra, na esfera celeste recebe o nome de 
declinacao; e o que e longitude na Terra, na esfera celeste e as- 
censao reta. 
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3. EQUAQAO DE UM LUGAR 
GEOMETRICO NO PLANO 
CARTESIANO 

Se urn lugar geometrico do piano cartes iano e determi- 
nado por uma propriedade p que indica uma iguaidade, 
entao a equa$ao desse L.G. e obtida do seguinte modo: 

* considera-se um ponto generico 0(. x. y) de coordenadas 
variaveis x e y; 

• impoe-se ao ponto Q(x, y) a condiqao p, obtendo assim 
a equaqao do L.G. 



R.l 


R.2 


EXERCICIOS RESOLVIDOS 

Obter uma equaqao do L.G. dos pontes do piano cartesi- 
ano que equidistam dos pontos A(2, 4) e B(0, 1). 

Resahtgdo 

1 Seja Q{x. y) um ponto generico do piano cartesiano, 

« Para que o ponto 0(x, y) pertenqa ao L.G., devemos 
imp or: 

QA = QB 


<J(x — 2) 2 + (v — 4) 2 — 

— J(x — 0) 2 4- (y — l) 2 

Quadrando ambos os membros dessa iguaidade. temos 
(x ~ If + (y - 4) 2 - (x ~ O f + (y - l) 2 


. . jr — 4x + 4 + y“ — 8y + 16 = x 2 + y~ — 2y + 1 
4x +6 y “ 19 = 0 

Assim, o L.G. e a reta de equaqao 4.x + 6y — 19 = 0. 

Descrever o L.G. dos pontos do piano cartesiano que 
distam do ponto 4(3. 2) o uiplo da distancia ao ponio 
B(— I, 0). 

Resohtcao 

J 

• Seja Q(x. y) um ponto generico do piano cartesiano. 

° Para que o ponto Q(x, y) pertenca ao L.G., devemos 
import 

OA - 3 QB 


/(.v — 3) 2 + (y — 2) 2 — 

= 3 rj [. v + ! ) 2 + ( v 0)" 

Quadrando ambos os membros dessa iguaidade. obte- 
rnos: 

(x - 3) 2 +(y- 2f - 9 l(x + If + (y - 0) 2 ] 

x 2 ~ 6.y + 9 + y 2 — 4y + 4 = 9(x 2 4* 2x L Lib y 2 ) 
x 2 - 6x + 9 + f — 4y + 4 = 9.r + 1 8x + 9 + 9y- 
8x 2 + 8y 2 + 24x + 4y — 4 = 0 

x 2 + y 2 + 3x + -jjj- - -j- = 0 


. {A? + 3a) 3" v 2 + 


IT \ 




1 


/ ( 


f V 

1 \ 

V’ + 3a 3- 

+ 

— j— m - 1 — |— 


^ * 

* 

l- 2 

1 6 / 


* 

■ * 




3 3 

x + - 


I + — 

4 16 


+ (y + -i 

\ 4 J 


\2 


Assim, o L,G. e a circunlerencia de centro 

J 3 1 >• . ..... ». . 375“ 

c 




9 ’ 


4 J 


e raio R = 


R.3 


Obter uma equacao do lugar geometrico dos pontos equi- 
distantes das retas r: 2x + y — 1 = 0 e s: x + 2y + 3=0. 

Resolugdo 

* Seja Q(x, y) um ponto generico do piano cartesiano. 

• Para que o ponto Q(x, y) pertenya ao L.G., devemos 
import 


Or — Qs 


x + y — 1 


x + 2v + 3 


JV- + 2’ 


72 2 + 1 2 

|2x + y — L| = Jx + 2y + 3 
Entao, temos que: 

2x + y — 1 = x + 2y + 3 x — y — 4 = 0 ou 
2x + y — 1 = -x - 2y - 3 3x + 3y + 2 = 0 

Logo, o L.G. e constitufdo pelo par de retas 
t: x — y — 4 = 0 e u: 3x + 3>’ + 2 = 0. 
Graficamente, temos: 



As retas / e u comem as bissetrizes dos angulos lormados 
pelas retas r e j. 



EXERCICIOS BASICOS 


B.l Obtenha uma equagao do L.G. dos pontos do piano car- 
tesiano, equidistantes dos pontos A(l, 4) e B( — 1, 2). 

B.2 Dados os pontos A(2, 0)eS(l. 0), obtenha uma equayao 
do L.G. dos pontos Q do piano cartesiano ta! que 
(QA f - {QBf = 2. 

B.3 (U.F.Uberlandia-MG/Paies) Em um piano cartesiano a, 
Q — (x, y) 6 um ponto arbitrario e P = (1 , 0) e um ponto 
iixo. Denotamos por cKA. B) a distancia entre quaisquer 
dois pontos A e B perteneentes a a. Considere o conjunto 
C = { Q E a tal que J2 • d{G, Q) = d(Q , P)}, em que 
G — (0, 0) e a origem de a. Entao; 

a) C 6 a pardbola de equaqao y = — x 2 — -^-x . 

b) C € a parabola de equacao y ' x 2 + 2. 

c) C e a reta de equagao y = ~x — 


16 


4 ' 

d) C e a circunferdncia de centro em ( 1, 0J e raio 1 . 

e) Ce a circunferencia de centro em (- i, 0) e raio Q2 . 
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B.4 (Fnvest-SP) Num piano sao dados os ponios A = (— 1, 0) 
e B — (1, 0). Qual o lugar geometrico dos pontos P(x. y) 
desse piano tais que {AP} 2 — (BP) 2 = 4? 

B.5 (Fuvest-SP) Determine a equagao do lugar geometrico 
dos pontos do piano cartesiano cuja distancia a origem e 
o dobro da distancia ao ponto (1, 1). 

B.6 Represente no piano cartesiano o L.G. dos ponLos que 
distam 6 unidades da reta r: 4.v + 3 y — 12 = 0. 

B,7 EnconLre uma equagao do L.G. dos pontos equidistantes 
das retas r: 3 a — v + 2 = 0 e s: 3.v + y 1 = 0. 

B.S Dados a reta r:x — 3 — 0 e o ponto A(0, 1). obtenha uma 
equagao do L.G. dos pontos do piano cartesiano que dis- 
tam da reta r o dobro da distancia ao ponto A. 



EXERCICIOS COMPLEMENTARES 

C.l (UFF-RJ) Identifique, justificando, o lugar geometrico 
dos pontos do piano definido pela equacao 
x 2 — v 2 — 4.x: + 8>’ = 12. 

Sugestao. Agrupando os termos em x e os lermos era v. 
obtem-se (x 2 - 4a) - (y 2 - 8y) — 1 2. Adicionando ou 
sublraindo constantes a ambos os membros da equagao, 
transl'orme cada uin dos agnipamentos em trinomios 
quadrados perfeitos. 


C.2 Sendo A( 1 . 0) e 5(0, 2 ), represente graiicamente no pia- 

no cartesiano o L.G. dos pontos Q{x , v) tal que o triangu- 
lo ABO tenha area igual a 3 unidades. 


C.3 

C.4 


Qual e o L.G. dos pontos medios de todas as cordas de 
comprimento 8 na circunferencia X: a 2 i (y, — l) 2 = 25? 
De uma equagao desse L.G. 

O L.G. dos pontos do piano cartesiano cuja soma das dis- 
tances aos pontos .4(1, 2) e 5(1. -2)6 sempre igual a 6 
intercepta o eixo das abscissas nos pontos: 

a) : (-2, 0) e (2, 0) 

b) (-4, 0) e (4, 0) 


c) (1 + JJ . 0)e (1 - JJ. 0) 

d) (1 + J5, 0)e (1 - J5, 0) 


«)|-f 0 


\ 


o' 


C.5 ( Macketizie-SP) Um segmento de reta de comprimento 

8 movimenta-se no piano manlendo suas extremidades P 
e Q apoiadas nos eixos Ox e Oy, respectivamente. Entre 
os pontos do lugar geometrico descrito pelo ponto medio 
de PQ, o de maior ordenada possui abscissa: 

a) —2 c) 0 e) 2 

b) - 1 d) 1 

C.6 (Fuvest-SP) Qual a equacao do lugar geometrico tlos 
pontos equidistantes da reta y = 0 e da circunferencia 
a* 2 + {y~ 2) 2 m 1? 
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1 . O QUE EXISTE ALEM DOS NUMEROS 
REAIS? — UMA INTRODUgAO 
HIStORICA 


Geronimo Cardano, medico e matematico italiano, 
publicou era 1545, era sua obra Ars magna, a resol ugao 
de equagoes do tipo x 3 + px + q — 0. Essa resolucao, 
relata Cardano, I'oi apresentada a ele por Nicolo Tartaglia. 



O me tod o proposto por Tartaglia eonsiste era substi- 
tttir a variavel x por u — v tal que o produto uv seja um 
tergo do coeficiente de y da equagao. Cardano, resolven- 
do equacoes cubicas atraves desse metodo, deparou-se 
com raizes quadradas de mimeros negatives, que ate 
entao nao eram aceitas pelos matematicos. Vamos per- 
correr o mesmo caminho feito por Cardano para perceber 
algo surpreendente. Resolvamos a seguinte equagao: 

x 3 — 6.y + 4 = 0 

Substituindo x por u — v de modo que o produto uv seja 
igual a um ter go do coeficiente de x, que e —2, obtem-se 
o sistema 


Geronimo Cardano 
( 1501 - 1576 ). 


Nicolo Tartaglia 
(cerca de 1500-1557). 


Substitnindo ( 1 ! ) era (I) chega-se a equagao 
m 6 + 4m 3 +8 = 0, cuja resolugao e feita atraves da 
mudanga de variavel u- = t, ou seja: 


i 2 + 4f + 8 = 0=>f = 


-4 ± / r Tb 
2 



— 4 ± J — 16 
2 


Nesse momento, Cardano concluiu: cortio nao existe 
raiz quadrada de numero negativo. temos que nao exis- 
tem u nem v e. conseqiientemente, nao existe x, pois 
x = u - v. Porem, espantosamente eie verificou que o 
numero real 2 e raiz da equacao x 3 — 6x + 4 = 0, pois 
2 3 - 6 * 2 + 4 = 0. 

Essa constatagao levou Cardano a considerar a exis- 

tencia de novos numeros, como, por exemplo, J~ 16 . 

Nessa mesma epoca, outro grande matematico italiano, 
Ralael Bombelli (cerca de 1526-1573). teve o que cha- 
mou de "ideia louca”. operando com expressoes que 
envolviam raizes quadradas de numeros negativos. Bom- 
belJi admitiu, por exemplo, a identidade: 

2 + + 2 - = 4 

dando assim subsidios para o inicio da construgao de urn 
novo con junto: o conjunto dos numeros complexos. 

2. A UNIDADE IMAGINARIA (/) 

Para ampliar o conceito de numero de modo que a 
radiciacao seja sernpre possivel, definimos o numero i. 
nao-real, denominado unidade iniaginaria, que satisfaz 
a seguinte condigao: 


(u — v)” — 6(u — v) + 4 = 0 
uv = —2 


ou seja. 


U s — 3u 2 v + 3uv 2 — v 3 — 6m + 6i- +4 0 

uv = — 2 


3. NUMERO COMPLEXO 

Definicao 


Fazendo uv - —2 na primeira equacao e isolando v na 
segunda, obtem-se: 

m 3 — v 3 + 4 = 0 fl) 

■ 9 

■HP 

v — - — (II) 

L U 


Numero complexo e todo numero da forma 
a + hi tal que a e h sao numeros reals quaisquer e i 
e a unidade imaginAria. 

I*' 

A expressao a + bi, [a, b } C IR, e denominada forma 
algebrica do numero complexo, etn que a e b sao. 




respectivamente, a parte real e a parte imaginaria do 

complexo. 

Exemplos 

a) 6 — 3/ e um numero complexo com 
' parte real 6 

■i e 

parte imaginaria — 3 

L 


Todo numero complexo cuja parte imaginaria e dife- 
rente de zero e chamado de numero imaginario. O 
numero 6 — 3 i t imaginario. 


b) 5/ e um numero complexo com 


parte real 0 


i e 


parte imaginaria 5 


Todo numero complexo cuja parte real e zero e a parte 
imaginaria e diferente de zero e chamado de numero 
imaginario puro. O numero 5/ e imaginario puro. 


c) 8 e um numero complexo com 


f parte real 8 
< e 

, parte imaginaria 0 


Todo numero complexo cuja parte imaginaria e zero e 
chamado de numero real. O numero 8 e real. Observe, 
portanto, que todo numero real a e tambera complexo, 
pois pode ser escrito como a + 0/. 


Denotamos por <T o conjunto dos numeros complexos, 
isto e: 

C= {a + bi | {a, b) C IR} 


‘ EXERCICIOS RESOLVIDOS 


R.l Obter x, x (E IR, de modo que o numero complexo 
5 + (x 2 — 9)r seja real. 

Resolu gao 

O numero 5 4- (a 2 — 9)/ e real se, e somente se. 
x 2 - 9 = 0 x 2 = 9 .*. a- = ±3. 

Logo, o numero e real se, e somente se, a = 3 oux = — 3. 


R.2 


Determinar a. a E tR, para que o numero complexo 
(a 2 — 25) + (a — 5)t seja imaginario puro. 

Resolugao 

O numero (a 2 — 25) + (a — 5)t e imaginario puro se, e 


somente se, 


a 2 -25 = 0 
a — 5 ^ 0 


T a ±5 

l A ^ 0 


Logo, x ~ —5. 

Assim, o numero e imaginario puro se, e somente se. 
x = —5. 



EXERCICIO RESOLVIDO 



R.3 Obter os numeros reais x e > ! de modo que 
a t- 2_y + 4/ = 1 1 + (9a — y)i. 


Resolu gao 


x + 2y + 4 i ~ 11 + (9a — y)i 



a + 2 y =11 (D 
18a — 2y = 8 (II) 


Somamos membra a membro (I) e (IT): 

19a = 19=>x = 1. 

SubstituindoA = 1 em (I), temos 1 + 2y = 11 y = 5. 
Logo, os reais a e y sao x = 1 e = 5. 


5. NUMEROS COMPLEXOS 
CONJUGADOS 

Definigao 


O conjugado de um numero complexo z ~ a + b i, 
{cl b] C IR, e o numero ~z (le-se “conjitgado de z”) 
tal queF = a — bi. 


Exemplos 

a) O conjugado de z = 3 + 2i t~z — 3 — 2i. 

b) O conjugado de z = 6 — 3i e z — 6 + 3i. 

c) O conjugado de z = 8/ e z = —8/. 

d) O conjugado de z = 6 e z = 6. 



EXERCICIO RESOLViDO 



R*4 Demonstrar quez ~ Z, Vz, z E C. 

Resolugao 

Seja z = a + bi, com \a,b\ C [R. 

Z = a + bi = a — bi = a + bi = z 


(c.q.d.) 


6. ADICAO DE NUMEROS COMPLEXOS 

Sendo z, = a + bi e z 2 — c + di, {a, b, c, d] CIR, 
deiine-se: 


4. IGUALDADE ENTRE NUMEROS 
COMPLEXOS 

Sendo a -f- biec + di, com [a,b, c, d } C IR, define-se: 

\a = c 

a -hbi — c + di \ 

lb m d 


Z| + z 3 = (a + c) -r (b + d)i 

Exemplos 

a) Sendo Zj = 4 + 2i e z 2 = 3 + 6i, tem-se que 
z, + z 2 = (4 + 3) + (2 + 6)i = 7 + 8t. 

b) Sendo Z\ = 3 + 4?! e z 2 — —9 i, tem-se que 
z, + z 2 = (3 + 0) + (4 - 9)i = 3 - 5 i. 
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Propriedades da adigao de numeros 
complexes 



/ 


Associativa 


+ Sa) + - Zi + (z 2 + Zy), V %, z 3 } C € 



Comutativa 


Z] + Z 2 = + Zi, V {z ]5 z 2 ] C C 



f 


Elemento neutro 


R.6 


Determinar os numeros reals x e y tais que 
(2x + 2f) + (3 + yi) = 5 + li. 

Resolagao 

{lx + 2i) + (3 + yi) = 5 + 7i 
A (2x + 3) + (2 + y )i = 5+ m 


2x + 3 - 5 
2 + y = 7 


x = 1 

v = 5 


Logo, os reals x ey sao x= 1 e y = 5. 

I 

. 1 EXERCICIOS BASICOS 


B.l (U. Taubate-SP) Determine o valor real de k, de mode 


que z = 


! 


+ / seja imaginario pure. 


Existe e, e 6 C, tal que z- J re = e + z = z, Vz e C 

O nuffiero e e denominado elemento neutro da adi?ao 
de numeros complexos e e = 0 + ()/. 



Elemento oposto 


Para cada numero complexo z existe o numero 
complexo w tal que zth’ = w' + z=0 + 0/. 


Os numeros z = a + bi e w = —a — bi sao denomi- 
nados numeros opostos. Indicamos esse fato por 
w = ~z ou por z — — w. 

Exemplo 

O oposto de z = 6 — 3/ e — * = — 6 + 3 /. 

7. SUBTRAQAO DE NUMEROS 
COMPLEXOS 

Sendo z t = a + bi e = c + di, {«, b , c, d} C IR. 
deline-se h ~ Z? = Z\ + (—^2) , ou seja: 

Zi ~ z 2 — Zi + ( — z 2 ) = {o + bi) + (— c — di) = 

~ (a — c) + (b — d)i 

Exemplo 

Sendo z.\ — ~ 8 + / e -> = 4 — 10/, tem-se que: 


'C. I 1 


=% + (-Z 2 ) =• (-8 + 0 + (-4 + 10/) = 


— ( — B — 4) -h (1 + 1 0)/ — —12+ 11/ 



EXERCICIOS RESOLVIPOS 

R.5 Determinar o numero complexo z = 2 + yi, y €= 1R, tal 
que z = z + 87. 

Resolugao 

2 + v/ = 2 - yi + 8/ 2 + yi = 2 + (-y + 8)/ 

v = -v + 8 => 2y ~ 8 v — 4 


a) - 


b) -1 


c) 0 


d) 


e) 1 


B.2 


B.3 


(UFRS) Sendo m EE IR, o numero complexo 

z = (m — 3) + (m 2 — 9)/ serti urn numero real nao-nulo 
para: 

a) m -- -3 d) m = 3 

b) m < —3 ou m >3 e) m > 0 

c) —3 < m < 3 

Encontre 0$ numeros reais x e y de modo que: 

a) 2x — y + (x + y)f = 7 + 8/ 

b) x 2 - 8 + (y + 2x)i = 1 + 11/ 

c ) ~ ~ ^ + (3x + v)f = 6 + 2y/ 


• — ? 


B.4 


Y 


Dados Z| — 8 + 61 , z 2 
calcule: 

a) 2) + z 2 

b) Zj + *2 + Zi 
C) Z| - 2, 

d) Zi ~ ~ (<:.i ^4) 


= -4 + 2i, = 9 + / e z, = -3/, 


e) + £1 

0 £1 - £1 

g) 2 2 + 2 4 

h) 2i <^2 "b 23 


B.5 


Encontre os numeros reais x e y de modo que: 

a) (3x + 4 yi) + (5 + 6/) = 1 1 + 18/ 

b) (Zv + 3 yi) + (y + xi) = 6+13/ 


Logo, 0 mimero 2 6 z = 2 + 4i. 


8. M JLTIPUCAQAO DE NUMEROS 
COMPLEXOS 

Sendo Z\ = ci + bi e z 2 = c + di, {a, b, c, d) C IR, 
define-se: 

Sjo — bd) + ( ad + bc)i 

Exemplos 

a) Sendo Z\ — 4 + 2/ e z 2 “ 3 + 5/, tem-se que: 

ZiZ 2 = (4 • 3 - 2 ■ 5) + (4 • 5 + 2 • 3)/ = 2 + 26/ 

b) Sendo Z\ = —3/ e z 2 = 6 + 2/, tem-se que: 

ZM = [0 ■ 6 - (-3) • 2] + [0 • 2 + (-3) • 6Jr = 

= 6 - 18/ 

Voee deve estar assustado com essa estranha defini^ao 
de multiplicacao. Porem, sua origem e extremamente 
simples. 
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Ao definir a adicao e a multiplicacao eni €, pretende- 
se que estas sejam extensoes dos conceitos de adicao e 
multiplicacao em IR e que as propriedades associativa, 
comutativa. elemento neutro. eiemento oposto. eiemento 
in verso e distributiva sejam preservadas. Ora, para que 
isso ocorra deve-se ter: 


(a +^> i ) — ac + adi + bci + bdi 2 — 

= ac + adi + bci — bd - (ac — bd) + (ad + bc)i 


Propriedades da multiplicatpao de 
numeros complexos 



Associativa 



ZiCzjZj), V{ 4 „ ^ 2' Z3 } C (C 



Comutativa 


z,z 2 ~ 'Mh V{z,, Zi) C C 



Eiemento neutro 


Existe u, u G €, tal que zu = uz = z, Vz G C 


O numero 11 e denominado eiemento neutro da multi- 
plicagao de numeros complexos e u — 1 +0/. 


/ — 

7 

M.4 

|Kj 

f 


Eiemento inverso 


Para cada numero complexo z, z + 0 + 0/, existe 
0 numero complexo v tal que zv = vz = 1 + 0/'. 


Os numeros z c v sao c ham ados de numeros inverses. 
O inverso de z e indicado por z~ ] ou por — . 

Exemplo 

O inverso de z = 4 + 2i e indicado por 2“ 1 - . 

(No exerclcio R, 1 i vamos obter a forma algebrica desse 
inverso.) 



Distributivas 


z,(z 2 + Z3) 4.jZ2 + Z3Z3. V {zt» z, 2 > Z3} G C e 

(z 2 + ^3)71 = Z2ZJ + Z3Z1 i V {Z|, Z 2 > Z3} C (C 


Calculo do produto d@ numeros 
complexos atraves de propriedades 

Para efetuamios a multiplicacao de dois numeros 
complexos z x = a + bi e z 2 = c + di, {a, b,c,d) C IR, 
podemos simplesmente aplicar as propriedades opera- 
torias. evitando assim a definite, que e eonfusa e de 
diffcil memorizacao. 

Exemplos 

a) Para caJcukr o produto do complexo Zj = 3 + 2/ por 
z 2 = 5 + 4i, aplicamos a propriedade distributiva e, a 
seguir, as comutativas da multiplicacao e da adicao: 


= 15 + m + 10/ - 8 = 7 + 22/ 



b) Analogamente, efeluamos o produto de = —4 i 
por z 2 — 2 — 6/; 


-4/(2 - 6i) m -8/ + 24/ 2 = -8/ - 24 


EXERCICIOS RESOLVIDOS 

R.7 Sejam os numeros complexos i\ = 3 + 2i. — 4, 

— 5/, Z 4 = 6 — 2 /. Calcular: 

a ) Z\Z 2 

b) Z\Z% 

C ) 2)^4 
d) Z 2 Z 3 ^ 24 

Z 3 Z 4 4.2-C] 

Resolugdo 

a) Z\Z 2 — (3 + J#= 12 + 8/ 

b) = (3 + 2/)5/ = 15/ + I OP = -10 + 15/ 

c) .-^4 = (3 + 2i)(6 - 20 - 18 - 6/ + 12/ - 40 - 
= 18 - 6/ + 12/ + 4 = 22 + 6/ 

d) Z 2 Z 3 + 54 = 4 ■ 5/ + 6 - 2/ - 20/ + 6 - 2/ = 6 + 18/ 

e) Z 3 Z 4 — z 2 Z\ — 5/(6 — 20 — 4(3 + 20 — 

= 30/ - 10/ 2 - 12 - 8/ = 30/ + 10 - 1 2 - 8/ - 

- -2 + 22/ 



R,8 


Determinar o aumero z = jc + yi, {.v, y} C [R, tal que 


zi + 2z = 4 - i. 

Resolugao 


(x + yi)i + 2 (a — y/) — 4 — i 
xi + yi 2 + 2x — 2yi — 4 — i 
(-y + 2x) + (x - 2y)i = 4 - / 


-v + 2.v = 4 
x — 2y - -L 



Substitufmos (I) em (II): 

X - 2(2x - 4) = - l A- - 4*r + 8 = -1 
~3x — -9 A' = 3. 


Fazendo x — 3 em (I), lemos y — 2 • 3 - 4 



- 3 + 2L 


(I) 

i (II) 



EXERCICIOS BASICOS 





EXERCICIOS RESOLVIDOS 


B.6 Sejam os numeros complexos 

Z\ — 6, z 2 — 3/, ti — 5 — 7 i, Zn — 8 + 3/. Calcule: 

a) Z\Z 2 c) z 2 z 3 e) z 3 z 4 + "z^ 

b) Z\Z$ Z3Z4 f) Z3Z3 

B.7 (UFPA) Qua! e o valor de m, m <E IR, para que o produto 
(2 + mi){ 3 + 0 seja um numero imaginario puro? 
a) 5 b) 6 c) 7 d) 8 e) 10 


R.9 Sejam z, = 2 e z- 2 — 3 4 - 5i. Efetuar Z\ '• +• 

Resolugao 


Multiplicando o numerador e o denominador pelo conju- 
gado do denominador, temos que: 


B.8 (PUC-MG) O numero complexo z tal que 
5z +Y — 12 + 16/ e igual a: 

a) — 2 + 2 i c) 1 + 2/ e) 3 -j- i 

b) 2 - 3 i d) 2 + 4 / 

Sugestao. Substitua 0 numero complexo z porx + yi, em 
que x e y sao numeros reais. 

B.9 Determine o numero complexo z — x + yi, {*, y) c IR, 
tal que: 

a) 3z + 2z = 10 - 5/ c) z + 2z = z(l + 2i) 

b) zi + 5z = 2z 

Exerdcios complementares C.1 e C.2 


2 _ 2 3 — 5/ 

% ~ 3+5/ 3 + 5/ * 3-5/ 

2(3 - 5/) _ 2(3 - 50 3 - 5/ 

3 2 — (5/) 2 34 17 


Logo, z, 





R.10 Sejam z 3 — 1 + 2/ e z 2 — 1 — /. Efetuar Zi : z 2 

Resolugao 



1 + 2/ 
1 - i 


9. DIVISAO DE NUMEROS COMPLEXOS 

Definiqao 


O quociente de um complexo z por um complexo 
uao-nulo w e o numero complexo k se, e somente se, 

ry 

kw = z. Indica-se esse quociente por — ou por z : w. 

w 


Assim, temos: 


z_ 

w 


= kw = z 


Exemplo 

Observando que (3 + 2/)(l + i) 

1 _L C * 

concluir que — — — — = 3 + 2 i. 

1 + t 


= 1 + 5i, pode-se 


Propriedade da divisao de numeros 
complexos 

Para obter 0 quociente de dois numeros complexos, 
aplicaremos a propriedade a seguir. 


Sendo z, w e c numeros complexos tais que w A 0 

, n . z zc 

ecfO. tem-se — = . 

w wc 

Tsto e, multiplicando o numerador e o denominador da 

fracao — por um mesmo niimero diferente de zero, 
w 

obtem-se uma fragao equivalente a — . 

w 


Multiplicando o numerador e o denominador pelo conju- 
gado do denominador, temos que: 

1 + 2/ . 1+2/ 1+/ 

~T^r ‘ t+t - 

1 + / + 2 / + 2/ 2 _ 1 , 3 / 

1 2 - p 2 2 


R.1I Determiner 0 inverso do numero complexo z = 4 + 2 i. 

Resolugao 

z -. = l = 1 

z 4 + 2/ 

Multiplicando por 4 — 2/ o numerador e o denominador 

1 

de — , obtemos a forma algebrica de z 1 : 


1(4-2/) 

(4 + 2 /)(4 - 2 /) 


Logo, z 1 


4 

20 



4 - 2/ 

42 _ 20’ 2 

1 _ / 

5~ 10 ' 



- 2 / 

20 



EXERCICIOS BASICOS 


Dados Z| 

= 3 + 2/, Z2 — 4 — i, Z3 = 1 e Z4 ~ 

5. efetue 

a) Zi : Z-2 

e) 3z, : 2 z 2 


b) z, : z 3 

f) (zi + gp : (z 3 - 

■ Z4) 

c) z 4 : Zi 

g)(3z, + z,) : (% 

-«*) 

d) z 3 : z 2 




B.11 (FEI-SP) O resukado da expressao complexa 
1,3, 

~ , + r— e: 

2 + 1 1 — 2i 

a) 1 — i c) 2 + / e) 3 + 3/ 

b) 1 + / d) 2 - / 




B.12 Determine o inverso de cada uni dos seguintes numeros 
complexes: 

a) Z\ — 2 +3/ e) % =• / 

b) Z 2 = 4 + / f) — —i 

c) = 6 - m g) z-i — 3f 

d) Z 4 — 1 - i 

B.13 (Fuvest-SP) Sabendo que a e um numero real e que a 


parte imaginaria do numero complexo 


entao a e; 

a) —4 

b) —2 


c) 1 

d) 2 


2 + / 
a + 2 i 


e) 4 


e zero. 


Exerci'cios complementares de C.3 a C.8 



EXERCICIO RESOLVIDO 


R.12 Calcular ( 1 + /) 
Resolugao 


id 


(1 + 7 ) 111 = [(1 + i) 2 ] 5 — i 4 2i + F] 5 = 
= [ l + 2 i - l ] 5 = (20 s = 2 5 • F = 

= 32F • i ~ 32(F) 2 ■ i - 32( 1 « 32/ 


Potencias de f 


Teorema 


10. POTENCIAS DE NUMEROS 
COMPLEXOS COM EXPOENTES 
INTEIROS 

Sen do w um numero complexo qualquer. definem-se 
I w° = 1 

n. w l w w 

III. w* “ w • w ■ w * ... ■ w, 2 


n ia tores 


I 


IV. w~ n = , w A 0, Vn £ 2 

i iff l 


w 


Exemplos 


a) i 4 = i * i • i * i ~ M • /)(/ • t) = F • F = 


= (—])(—!) = 1 


b) (2i) -4 - 


l 


1 


{20 4 


2 i * 2/ • 2f • 2/ 


16F 


16 • 1 


16 


Nota 

Como ja dissemos no capitulo 1, nao ha unanimidade 
entre os matematicos quanto a adocao do valor 1 para a 
potencia 0°. 


Existem quatro e somente quatro valores para 
potencias de i com expoentes inteiros. Sao eles: 


P = 1 
F = i 

P = -1 


P 


— i 


Demons tracao 

Caleulemos a potencia i n com n inteiro. 

Primeira parte: n ^ 4 

Dividindo n por 4, obtemos um quociente inteiro q e 
um resto r, r inteiro e 0 ^ r < 4, isto e, n ~ 4q + r. 
Assim, temos que 

i” = i 4 ? + r = P 1 • i r = (Pf ■ i r = V 1 • i r = 1 • P = i r . 

Como r e inteiro e 0 ^ r < 4, temos que P e um dos 
quatro valores, i°, i\ i- ou P. 


Segunda parte: n < 0 


i" = (/ ! ) 


— n 


Pfioprredades das potencias de 
numeros complexos 

Atraves da defini^ao de potencia e das propriedades da 
multiplicagao, demonstrate que: 



Note que i 1 = — . Multiplicamos o numerador e o de- 
nominador dessa fracao por —i: 

-i _ 1 _ 1 * C-i) _ -i _ . 

i j ■ ( — r) ~i~ 

Assim, temos que i" — (—/)“" = ( — 1)" * C”. Como n < 0, 
temos que —n > 0: logo, i~ n e um dos quatro valores, 
j'0 =) j |J = i t i% = —lei 3 = — i, e, portanto, (—1)“” • r n 
tambem assume esses quatro valores. 

(c.q.d.) 

Consequencia 



j 


' w ^ 

/ 


k v ; 




para quaisquer complexos w e v e quaisquer inteiros m e 
n, obedecidas as condicdes de existencia. 


Para o calculo da potencia i n com n inteiro e n ^ 4. 
divide-se n por 4, obtendo-se resto inteiro r. Tem-se 
entao i" - i 1 '. 




« 


f EXERCICIO RESOLVI DO 


R.13 Calcular: 
a) / ,0 

Resolugao 

• a) 10 
2 

■ ao 


b) i : 


;53 


c) r 


d) i 


-37 


. i m = /- = - 1 


b) 


53 

1 


13 


( ' 53 = r = i 


c) 72 

0 


18 


r- = r - 1 


d) / 17 = 


37 

1 


1 


;37 


4 


,‘-37 a 


9 


1 


1 __ 1 • (-/) _ -f 


,•37 


;\ 


/(-*) 


r- 





EXERCICI05 BASIC05 


B.14 Calcule: 

a) r 42 
bj r 743 

B.15 Calcule: 
a) (3 + if 


c) i 1 - 024 

d) r lfiI 


e) / 


;-97 


b) (2 - 5 i f 


B.16 


(UEMA) O numero complexo (1 

a) 64 c) —64 

b) 64/ d) 64 -i 

Sugestao. Veja exerctcio R. i 2. 


if 2 6 igual a: 

e) —64 + i 


B.I7 


a) 1 

b) / 


Exereicios complements res de C.9 a C-1 1 



(FGV-SP) Sendo / a unidade imsginaria, o valor de 
f 1 + / ^ 


c) -1 

d) -i 


e) 2 i 



EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


C.l (UFSCj Determine o valor de x para que o produto 
(12 — 2r)[l8 + (a — 2)/] seja um numero real. 

C.2 (U. F, Vicosa-MG) Os niimeros complexos - e w sao tais 

que w 4- iz = — 2 — i e z + iw = 5 4- 2i, Entao sew sao, 
respectivamente: 

a) —2 + 2i e 3i d) —2 — 2i e — 3f 

b) 2 + 21 e —3/ e) —2 — 2/ e 3/ 

c) 2 + 2i e 3/ 

C.3 Para que valor real de a os niimeros complexos 
z= 1 + 2/ e w = — 4- ai s&o inversos entre si? 

C.4 Sendo % = 1 + xi, x E [R, obtenha x tal que Z ~ 2 z~ 

2 / 

C.5 (FE1-SP) Se — - - = 1 + /, entao o numero complexo s e: 


a) 1 - 2 / 

b) - 1 + / 

c) 1 — i 


d) 1 + i 

e) - 1 + 2/ 


C.6 Determine x, x E IR. de modo que o numero z = 


1 4- i 


X — / 


a a 


seja imagmano puro. 

C.7 Obtenha a, x £ IR, de modo que o numero 

2 dr I i 


x + / 


seja real. 


C.8 (Fovest-SP) Ache os valores reals de x de modo que a 


parte real do numero complexo 
va ( / e a unidade imasrinaria). 


x — 1 


X + i 


- seja negat! 


C,9 (UFC) Se i representa o numero complexo cujo quadra- 
do e igual a - I , determine o valor numeiico da soma 
1 + / + /" 4- i + ... + l'"’ . 

C.10 (Fatec-SP) Determine a forma algebrica do numero 


z 


,‘3 + in 


complexo z — — r, em que n e natural e i e a unidade 


1 


imasmana. 


C.ll (U. E. Londrina-PR) Seja o numero complexo 

z — x 4- yi, no qual {a, y } C [R. Se z * (1 — /) — ( l + i) 2 . 


entao: 

a) jc = y 

b) x — y 

C) A* * V = 


= 2 
1 


d) A + V - 0 

e) y = 2 a 


Ccipftulo 63 






EPRESENTAQAO GEOMETRICA E FORMA 

TRICA DE UM NUMERO COMPLEXO 






1. PLANO DE ARGAND-GAUSS 

A cada numero complexo z — x + yi vamos assoc iar o 
ponto do piano cartesiano deterniinado pelo par ordenado 
de numeros reals (x, v), Essa associa§ao e biumvoca, isto 
e. cada numero complexo esta associado a um unico pon- 
to do piano cartesiano e cada ponto desse piano esta asso- 
ciado a um unico numero complexo: 



Atraves dessa associagao, representa-se geometrica- 
mente o conjunto € pelo piano cartesiano, que e chamado 
de piano de Argand-Gauss. em homenagem aos mate- 
maticos que o criaram. No piano de Argand-Gauss o eixo 
das abscissas e chamado de eixo real (Re) e o das orde~ 
nadas e denominado eixo imaginario (Ini). Cada ponto 
P(x, y) desse piano e a imagern ou afixo do numero com- 
plexo x + yi. 



EXERCICfO RESOLVfDO 


R.1 


Representar no piano de Argand-Gauss as imagens dos 
segulntes numeros complexos: 


"•I 


& 




■s*4 

£5 

^6 


3 + 2 i 
-5 + 8 i 

~4 ~ i 

1 - 4 i 
3 

—7 



Resolugao 

Aos numeros s L , c 2 , Zj* Z 4 * £s> z&, z-t e z 8 assoc iamos os 
pontos determinados pelos pares ordenados de numeros 
reais (3, 2), (-5, 8), (-4, -1), (1, -4), (3, 0), (-2, 0), 
(0. 4) e (0, —3), respectivamente. 


Assim, temps: 

Im (eixo imaginario) n 

z 2_ e 


7 
6 
5 
4 

3 ■* 

2 - 

1 


L \ ± 


± 


-6-5- 4-3-2 


3 


1 

™ 1 

- 2 f 


J L 


-3+z. 1 


-4 L - 
- 5 - 


e 


^M± 


J L 


1 2 3 4 5 6 Re (eixo real) 


■4 


2. MODULO DE UM NUMER 
COMPLEXO 

Defmicao 

O modulo de um numero complexo 
z = x 4- yi, {x, y} C IR, e a di stand a do ponto (x, y i 
ao ponto (0. 0) do piano de Argand-Gauss. 



= x + yi 


= Jx 2 + v 2 


JP EXERCICIOS RESOLVIDOS ■■■■■■! 

R.2 Calcular o modulo de cada um dos seguintes numeros 
complexos: 

a) Zi — 3 + 4r c) — 4i 

b) z% = -5 + 12i d)z 4 = -5 








Resoluqao 


a) 

m 

= J 3 2 + 4 2 

— a/ 

b) 

-2 

- V(-5) 2 + 

12 2 

C) 

ks 

- Jo 1 + 4 Z 

- 4 


d) 


*■•4 



R.3 Representar no piano de Argand-Gauss o lugar geome- 
trico das imagens dos numeros complexos z tais que 



Resoluqao 

O lugar geometrico e o conjunto formado pelas ima- 
gens dos numeros complexos z que satisfazem a equa- 
cao. Fazendo z ~ x + yi com [jr, >■} C iR, temos que: 


z — 3/ 

— 2=> 

x + yi — 3/ 

jx + (y — 3)/ 

= 2 S z 

x 2 + (y — 3 f 

~ 4 


= ? 




que e uma equacao da circunferencia de centro (0, 3) e 
ralo 2, 



Propriedades do modulo da um 
numero complaxo 

Sendo z, e z 2 numeros complexos quaisquer, e n um 
numero inteiro, tem-se que: 





com z* A 0 


Calcular: 

a) | (3 + 40(5 - 12r) 

b) LL±l£ 

3-4/ 

c) | (2 + i) s 

Resoluqao 

a) Por D.3, temos que 

(3 + 40(5 - 120 1 = 3 + 4/ 
= V3 2 + 4 2 • V5 2 + (-12) 2 


5 - 12/ - 
= 5-13 - 65 


1 + 2/ 

_ |1 + 2i\ 

3 - 4 1 

|3 - 4i[ 


b) Por D.4, temos que 

= J l 2 + 2 2 = J5 

J3 2 + (— 4) 2 5 

c) Por D.5. temos que |(2 + 0 S | — 


S — 


2 + i 

~ (V2 2 + l 2 )* - (Jlf = 5 4 = 625 



EXERCICIOS BASICOS 



Represente no piano de Argand-Gauss as imagens dos 

seguintes numeros complexos: 

a) Z\ = -3 + M e) z 5 “ 6 i 


b) Zn~—5 — i 

f) z 6 = 4 

c) z-t = 4 — 4 i 

g) zi ~ -2 i 

d) z 4 = 2 + 5/ 

fa) Zs 4 1 


B.2 Que figura e o lugar geometrico das imagens dos nume- 
ros complexos z Lais que z = !§? 

Sugestao. Substitua o numero complexo z por.v + yi. era 
que .v e y sao numeros reais. 

B .3 Represente no piano de Argand-Gauss o lugar geo- 
metrico das imagens dos numeros complexos z tais que 


B.4 (Cesgranrio) O lugar geometrico das imagens dos com- 
plexos z tais que z z e real e: 

a) um par de retas paralelas. 

b) um par de retas concorrentes. 

c) uma reta. 

d) uma circunferencia. 

e) uma parabola, 





B .5 Calc ule o modulo de 

cada um dos seguintes numeros 

jL 

D .5 

y 

jz|" = H, para todo n se z # Q ou 

complexos: 


y 

para n > 0 se z ~ 0 

a) Z\ = 6 — 8/ 

f) ! 1= “3 




b) Z2 — 1 + 2 i 

g) 2? = 1 ~ i 




c) Zs = V 3 + i 

h) z 8 = i 

1 



d) Z4 = —3 + Jl i 

i) z 9 — 1 


EXERCICIOS RESOLVIDOS 

e) z s — 6/ 

j) % = “ 9 / 



Demonstrar a propriedade D.2, isto e, zz ~ 
qualquer numero complexo z. 

Resoluqao 

Seja z — x + yi, com {x, y} C IR. 

ZZ — (x + yi)(x — yi) ~ x 2 + y 2 = 




B.6 (U. F. Vicosa-MG) O lugar geometrico das imagens dos 

numeros complexos z tais que \z — 1 + 2i\ — 5 6: 

a) uma reta que passa pela origem (0, 0). 

b) uma reta que nao passa pela origem (0, 0). 

c) um ponto. 

d) uma parabola. 

e) uma circunferencia. 





B.7 


Calcule: 

a) |(3 - 0(1 + 0 

b) 


c) 


z* 


c) 


2. 4- i 

— 4 4 

2 

3 1 

1 4 i 



e) |(5 + 12 i)~ 2 
3 4 i f 


f) 


g) 


2 4 i J 


f 2 ' 

5 

( 4 4 3i ] 

4 

u - * , 


1 5 4 5 i j 



d) | (VI 4 i) 4 1 

Exerci'cios complementares de C.1 a C.5 

3. ARGUMENTO DE UM NUMERO 
COMPLEXO 


Dado um numero com- 
plexo nao-nulo z = a + b i, 
{ a, b } C IR , consideremos 
no piano de Argand-Gauss 
os pontos 0(0, 0), P(a, b) 
e o angulo cujos lados sao 

o semi-eixo positivo Ox e 

- 

a semi-re ta OP. 


s'-** 

Medindo o angulo POx, no sentido anti-horario, a par- 
tir do semi-eixo positivo Ox, obtem-se a medida cp, com 
0 ^ (p < 2n ou 0° =£ cp < 360°, que denominamos argu- 
mento do numero complexo z. 


Irrii 

{ 


J 3 (a. t>) 



O 

r W 

Re 



R.6 


EXERC1CIO RESOLVIDO IHMH 

Determinar o argumento de cada um dos seguintes nu 
meros complexos; 


a) z, = 3 / 

b) z 3 = -3 i 

Resolucao 

a) Zl m 3i 


c) = 5 

d) z 4 = -5 


ImA 


P< 

[3 



'■ .. cp t - 90° 

w. 

O 

Re 


71 


Logo, cp, = 90° ou cp, = ~ rad 


b) z 2 = -3 / 


Imi 


<p, = 270° 


O 


Re 


- 3tP 


I 


Logo, cp, = 270° ou cp, = 


3jt 


rad. 


ImA 


O 


P 


Re 


Como a semi-reta OP coincide com o semi-eixo posi- 
tivo Ox e como 0° =£ cp < 360°, devemos ter cp 3 = 0°. 
Logo, cp 3 — 0° ou cp 3 — 0 rad. 


d) Za ~ -5 


ImA 


O 


<P 4 = 180° 


Re 


Logo, tp 4 = I 80° ou tp 4 = k rad. 

Calculo do argumento de um numero 
complexo 

Vimos que, se a imagem do numero complexo perten- 
ce a um dos eixos coordenados, entao e muito simples o 
calculo do argumento. Vejamos como se determina o ar- 
gumento quando a imagem do numero complexo nao per- 
tence a nenhum dos eixos coordenados. 

Primeiro caso 

Seja z — ci + bi. coma > 0 e b > 0. A imagem P(a, b ) 
de z e um ponto do primeiro quadrante. 



A di stand a OP = peo modulo do complexo, isto e 


p = Ja 2 + b 2 


(I) 


No tiiangulo OMP, temos < 


cos tp = 


sen cp 


a 

P 

b 


(ID 


fin) 


As igualdades (I), (II) e (III) detemiinam o argumen- 
to de z. 

Para os demais casos, a <£ 0 e b >0; a < 0 e b <0; 
e a > 0 e & <0, chega-se ao mesmo resultado. Verifique! 

Nota 

Essas igualdades tambem podem ser usadas quando a 
imagem do numero complexo nao nulo pertence a um dos 
eixos. 
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R.7 


EXERCICIO RESOLVIPO 

Determinar o modulo e o argumento de cada urn dos se- 
guintes numeros complex os: 

a) m = + | b)z 2 = 2- 2 i 


Resolugao 

a) Zj — 73 + i < 


Parte real: a = 






Parle imaginaria: h 


= 1 


Temos: 


*fa 2 + h 2 p ~ 

7(73 f 

a 

r 

COS CD = — 

COS Cp =s 

P 

b : " 


sen tp = — 

P 

sen 9 — 

L 


+ l 2 

VI 


— ? 


7 



Logo, p = 2 e <p = 30°. 


b) z-» — 2 — 2t 


Temos: 


p = -jo 1 + b- 


Parte real: a — 2 
Parte imaginaria: b — — 2 


P 


= V2 2 + ( — 2) 2 = 2j2 


cos 9 


sen 9 


_a_ 

P 

/? 


cos 9 = 


72 


-1 


sen 9 


'y'n 

■jLr \r — ' 

—. 2 ' ' 

7'py 


72 



B.8 


B.9 


EXERCICiOS BASICOS 

Determine o aj*gumento de cada urn dos seguintes nume- 
ros complexos: 

a) Z\ — 8 c) I* — — 7 

b) z 2 =-i d) z 4 - 5/ 

Sabendo que o argumento de um numero complexo z e 
determine o argumento de cada um dos seguintes 


numeros: 

a) z 


b) - 


c) -z 


B .10 


Dado que o argumento de um numero complexo z e 
220°. determine o argumento de cada um dos seguintes 
numeros: 

a )z b) ~z c) —z 

B.ll Determine o modulo e o argumento de cada um dos se- 
guintes numeros complexos: 

a) = —1 + i 

b) z 2 — 1 + 1 

c) s 3 =- -3 -3/ 

d ) s 4 - 

e) Zs - 


273 - 2 i 

~J2 + Mi 


0 2* = 


— + — 
1 J 


Exercicio complementar C.6 

4. FORMA TRIGONOMETRICA DE UM 

nGmERO COMPLEXO 

Para todo numero complexo nao-nulo z - a + bi, 
[a, b) C IR, de modulo p e argumento tp, temos que: 


f 

cos 9 = 

a 


p 

■ 

i 

b 

7* < 

sen cp = 


U 

c 

p 



Assim, podemos escrever o numero z — a + b i sob a for- 
ma z — p cos tp + (p sen cp)z ou, ainda: 

z — p (cos tp + i sen tp) 



que e chaniada de forma trigonometrica ou forma po 
lar do numero complexo z. 



R .8 


Logo, p = 2j2 e tp = 315°. 


EXERCICIO RESOLVIDO HHHH 

Dar a forma trigonometrica de cada um dos seguintes nu- 
meros complexos: 

a) z j = 73" + i c ) Zj — — 3i 

b) z 2 = — 1 / 

Resolugao 

a)z,= J2 +i | Paite real: ° = V3 

Parte imaginaria: b = 1 
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Temos: 



r 

COS 

-6 

11 

f 

a 

P 

=> < 

< 


sen 

II 

9 * 

b_ 

L. 

P 


cos 9 

sen 9 




7 

JL 



Logo, a forma trigonometrica de e: 

z, — 2(cos 30" + i sen 30°) 



ou 



+ / sen 



c) z 3 = -3/ 

Como " 3 e um imaginario puro. temos qne sna ima- 
gem pertence ao eixo imaginario e, nesse caso. pode- 
mos obter facilmente o modulo e o argumento de z, 
graficamente, sendo desnecessarias as '"formulas’’. 



O modulo de z 3 = — 3r e a distancia do ponto P a ori 
gem O do sislema, isto e, p = 3 . 

Logo, a forma trigonometrica de z 3 e: 




= 3(cos 270° + i sen 270°) ou 


z% = 3 


cos 


3k 




+ i sen 


3k ' 
~ 2 ~ j 


Nota 

Pode-se represen tar um niimero complexo nao-nulo z 
tambem sob a seguinte forma: 

Z — p(cos tp + / sen tp), com tp (E [0, 2 ju[ 
e tp ^ [ 0 °, 360"[ 


% = — 1 + / 


Parte real: a = — 1 
Parte imaginari a: b - 1 


*=» Ju 2 + b 1 



r 

CDS ip 


sen (p 





COS <p = 


=> < 


sen 9 = 




V(-D J + P 





Logo, a forma trigonometrica de z 2 e: 

z 2 = ,/T ( cos 1 35 ° + l sen 135°) 

ou 



-i- r sen 


37T 

T~ J 


Por exemplo, z = 8 (cos 390° + i sen 390"). 

Essa forma de apresenta^ao e denominada forma trigo- 
nonietrica secundaria, e a medida tp e um argumento 
secundario de z. 

Para que nao haja confusao de linguagem, convenciona- 
mos que: 

• ao usar a expressao “argumento de um niimero com- 
plexo", estamos nos relerindo a medida 9 no intervalo 
[0", 360° [ ou no interval© [0, 2 tc [ ; 

• ao usar a expressao “forma trigonometrica de um nii- 

mero complexo", estamos nos referindo a forma 
z — p(cos tp + i sen tp), com 0 " ^ 9 < 360" ou 
0 9 < 2k. 



EXERC1CIOS $A6\C0S 


B.12 De a forma trigonometrica de cada um dos seauintes nu 


meros complexos: 

a) Zj = — V3 - i 

b) z 2 “ 1 — i 

c) z 3 = 3 i 

d) z 4 — —2 


e) z 5 = -3 + V3 i 

f) z 6 = - 4 i 

g) z 7 = 2 

h) Zs = 5 4- 5 1 


B.I3 Obtenha a forma alstebrica de cada um dos sesuintes nu- 
meros complexos: 

a) Zi ■= 2 (cos 60° + i sen 60°) 


b) z 2 = I 


( 3k 

3k 

cos 

-1- 1 sen 

^ 2 

2 J 


c) z 3 = 8 (cos 30° + i sen 30°) 


d) z 4 = 10 




cos 


Ik 


+ / sen 


7jt 


x 


V 


e) z 3 = 5 (cos 0 + i sen 0 ) 


4 


j 



B..14 (Cesgranrio) Um complexo z possui modulo igual a 2 e 
argumento — . Sendo ~z o conjugado de z, a forma alge- 
brica do complex©? e: 

a) I - i4 S C) J3 4 i e) 2{Jl - i ) 

b) v3 - i d) 1 + JJ i 

B.15 ( U . E. Londrina-PR) Seja z um numero complexo de mo- 
dulo 2 e argumento f 20°. O conjugado de z e: 

a) 2 - 2ij3 c) -1 -ijl e) I + hff 

b) 2 4 2i JJ d) -l +ij3 

B.16 Determine o menor valor inteiro positivo de n, de modo 


cjue o numero z ~ 5 


cos 


tm 


4 i sen 


hk 




seja real. 


B.17 Encontre o menor valor inteiro positivo de n. de modo 


, ,,1 Ml . . nK 

que o numero z = 4 cos 4 / sen 


8 


S 


seja una- 


gmano puro. 


Exercicios com plementares de C.7 a C.11 

5. MULTI PlICAQAO DE NUMEROS 
COMPLEXOS NA FORMA 
TRIGONOMETRICA 

Teorema 

Se z — p(cos tp 4 i sen cp) e 
w — ( 3 (cos a + / sen a) sao as formas trigonometri- 
cas dos complexos jew, entao: 

zw = p|3[cos(tp 4 a) + i sen(tp -I- a)] 

Demonstracao 

zw — p(cos tp + i sen tp) * |3(cos a + i sen ct) 

= pp(cos tp 4 i sen tp)(cos a 4- i sen a) = 

= p[3(cos tp cos a + /' sen a cos tp 4 / sen tp cos a 4 
+ i 2 sen tp sen ot) = pj3[cos tp cos a — sen tp sen a 4 
4 (sen tp cos a + sen a cos tp) t] — 

= p[3[cos (tp + a) + / sen (tp 4 a)] 

(c.q.d.) 



EXERC1CIO RESOLVIDO 


R.9 Sao dados os numeros complexos: 

Z[ = 3(cos 15° + i sen 15°) 
e z 2 — 4(cos 45° + i sen 45°) 

Calcularz|Z 2 . 

Resolugao 

z,z 2 = 3{cos 15 c + i sen 15°) * 4(cos 45° 4 i sen 45°) 
- 12 [cos (15° 4 45°) + < sen (15° 4 45°)j = 


= 1 2 (cos 60° + i sen 60°) M 12 
= 6 4 6 JJ i 


(i , . M ' 

T + '~T~ 




6. DIVISAO DE NUMEROS COMPLEXOS 
NA FORMA TRIGONOMETRICA 

Teorema 

Se z — p(cos tp + i sen tp) e 
w — (3 ( cos a + i sen a) sao as formas trigonometricas 
dos complexos z e w, entao: 


7 

4 


_ P 


w 


3 


[cos(tp — a) + / sen(tp — a)] 


Demonstracao 


z ■ w 


w 


w • vv 


_ p(cos tp + i sen tp) • |3(cosot — i sen a) _ 

P 2 

_ p(cos tp 4 / sen tp) * (3 [cos ( — a) -I- / sen (—a)] _ 


_ PP 


(3 : 


P 2 


[ cos (tp — a) + i sen (tp — a)] = 


[cos (tp — a) + i sen (tp — a)] 


(c.q.d.) 



EXERCICIO RESOLVIDO 


R.IO Sao dados os complexos z, 12(cos 40° + / sen 40“) e 


z 2 — 2(cos 10° 4- / sen 10°). Calcular 


Z\ 


Z.2 


Resolugao 


*• \ 


42 


12 


[cos (40° - 10°) 4 / sen (40° - 10°)] 


Z-\ 


— 6 (cos 30° 4 * sen 30°) 


41 = 6l 4 f ■ 1 


\ 


2 J 


Zi 


— 3 a/3 + 3/ 



EXERCICIOS BASICOS 


B,18 Sao dados os numeros complexos: 


■C J ^ 


( 


JI , * K 

cos — + i sen — 






~ 2 


cos 


2ti 


4 i sen 




z-a = 4 


7C , . K 

cos -r- 4 t sen — 


2it ) 

3 , 


Calcule: 

a) Z1Z2 

b) Z| *..3 


C) z\ 
d) 


e) z 2 

f) z 3 . 


g) 


Z] ^2 4 3 


B.19 Sao dados os numeros complexos: 

Z\ — 15(cos 70° 4 i sen 70°), 
z 2 = 3(cos 10° 4 i sen 10°) 
e z 3 — cos 40° -jr i sen 40° 

Obtenha a forma algebrica dos seguintes numeros com- 
piexos: 

a) — t?) — c) — d) ~ 


42 


z 3 


K.'' 


Z3 


398 






1 


Temos que: 


B.20 


Represente no piano de Argand-Gauss o numero 

i 

que z = (cos ^0° + i sen 50°). 

WmJ* 


z 


ein 


Exereicios complementary C.12 e C.13 


7. POTENCIAQAO EM € 

Dado o numero complexo z — p(cos 9 + i sen 9 ), 
temos que: 



^pfcos 9 + i sen 9) * p(cos 9 + i sen 9) = 

= p 2 (cos 2 <p + i sen 29) 

3 1 

— ‘ Z “ 

= p ; (cos 29 + i sen 29) ■ p(cos 9 + i sen 9) = 
= p 3 (cos 39 + i sen 39) 


— p 3 (cos 39 + i sen 39 ) * p(cos 9 + i sen 9 ) — 

= p 4 (cos 49 + i sen 49 ) 
etc. 

Observe que cada resultado apresenta o modulo p ele- 
vado ao expoente de :eo argument 0 9 multiplicado por 
esse expoente. Essas constatacoes podem ser generaliza- 
das atraves do teorema a seguir. demonstrado pelo mate- 
matico trances Abraham de Moivre (1667-1754). 

Teorema 


p — Ja 2 + b 1 





cos 9 — 


sen 9 



f 


cos 9 





sen 9 

L 



t 






Assim, z — i(cos 120° + / sen 120°) 
z 20 = l 20 (cos 2.400° + i sen 2.400°). 

Reduzindo 2.400° a primeira volta positiva. obte- 
mos 240°. 

Logo, temos: 

z ll} — 1 (cos 240° + i sen 240°) 



* m 



1 
4 — 



HXERCICIOS SASI C05 



Sez - p(cos 9 -I- i sen 9 ) e a forma trigonometri- 
ca do numero complexo z e n e um inteiro. entao: 

z" = p ,! (cos 719 + i sen 719 ) 



EXERCiCIOS RESOLVIDOS 

R.11 Sendo z — 2 (cos 30° + i sen 30°). calcularz 10 . 

Resolugao 
T emos: 


,i„ = 2 , 0 |- cos (10 . 3 0o;) + | sen (1Q . 30 <^ 

# - 1.024 (cos 300° + i sen 300°) 




B.21 Sendo z = 3 




cos 


7t 


+ i sen 


7t 


\ 


. calcule 


_4 


B.22 Calcnie: 

a) (J3 + i) lf> 



c) ( 1 + *) ■ 




B.23 (Fuvest-SP) Dado o numero complexo z = V3 4 L 

|ual e o menor valor inteiro positivo n para o qua! zP e 
um numero real? 

a) 2 b) 4 c) 6 d) 8 e) 10 

Sugestao. Represente o numero z na forma trigonome- 
trica. 

B.24 Obtenha o menor valor de n, inteiro e positivo. de modo 
que o numero ( — Jl 9 J2 i)' : seja imagindrio puro. 

Exercicio complemfentar C.14 


R.12 Caicular 









Resolugao 

Em primeiro lugar. vamos obier a forma trigonometrica 
do numero complexo: 



Parte real: a = — — 


Parte imaginaria: b 

Wi ' 

L 


73 


8. RADICIAQAO EM C 

Definigao 


Sejam z e w numeros complexos e n um numero 
inteiro positivo, tal que: 

W" = Z 

Nessas condi goes, o numero w e uma raiz n-esima 
de z- 





9)1 , 

EXERCICIOS RESOLVIDOS 

R.13 Mostrar que o niimero w — 1 + i e uma raiz quarta de 
7 = -4 

Resolugao 

Devemos mostrar que vv 4 = z.. Temos: 

w 4 — (1 + 0 4 = [(1 + i ) 1 ] 2 = 

= [l 2 + 2 • 1 * / + r 2 ] 2 = U + 2/ - If - 

= 4/2 = -4 = z 

Logo, 1 + / e uma raiz quarta de —4. 

R.14 Calcular as rafzes cubicas de 1. 

Resolugao 

Seja w — p(cos cp + / sen ip) a forma trigonometries de 
uma das raizes cubicas de 1 . Devemos ter: 

W 3 = 1 

p 3 (cos 3cp + i sen 3tp) = 1 (cos 0 + i sen 0) 

p 3 = 1 

3vp — 0 + k • 2n, k E 
P = 1 

ip = k '} % , k G TL 


* ■ 


TL 


Como 0 cp < 2 ti. aLribuimos a k os vaJores inteiros 
0, l e 2: 

2 % 


k = 0 


k = 2 


tp = 0; k = 1 


9 


3 ’ 


9 


4jt 

3 


Assim, as rafzes cubicas de i sao os mimeros: 
Wq = i (cos 0 + / sen 0) — 1 ; 


m = 1 


cos 




w, = 1 


cos 


27i 

T 

4 71 


+ i sen 


2n y 


i 


I 4- e 

9 9 


+ i sen 


4ti 

~3~ 


9 




'A 

9 


W 



EXERCICIOS SASICOS 


B.25 Determine os numeros complexos z tais que z 4 = 1. 
Sugestao. Faya | = p(cos tp + i sen tp) e 
1 — l(cos 0 + i sen 0). 

B.26 Mostre que o niimero tv = 1 4- / e uma das rafzes quintas 
de 7 — — 4 - 4i . 

B.27 Calcule as rafzes sextas de 1. Sugestao. Exercacio R.14. 


B.2S ( Fesp-SP) As raizes imaginarias da esquayao 8x 3 + 1 
sao: 


- 0 


a) 


b) 


1 

+ 73 

4 

4 

1 

^ 73 

2 

— 2 

1 

4- 72 

4 

” 4 


d) 


e) 


9 

3 


42 . 


42 . 


c) 


Exereicio complementar C.15 


9. RESOLUQAO DE EQUAQOES DO 
2 s GRAU EM C 

Quando estudamos as equacoes do 2- gran no conjunto 
universe IK, demos o conjunto vazio (0) como soiucao 
para equayoes com discriminantes negativos. Porem no 
conjunto universo (T tais equayoes possuem conjunto so- 
luyao nao-vazio, pois em C e possfvel extrair rafzes qua- 
dradas de numeros neaativos. 



’ EXERCICIO RESOL VI DO 


R.15 Resolver em € a equayao x 1 + 2x + 5 = 0. 

Resolugao 

Temos que A = 2 2 — 4 • 1 ■ 5 = — 16. 

As rafzes quadradas de —16 sao 4/ e — 4i. Logo, temos: 

— 2 — 4/ - 

X ~ — /. x = -1 + 2/ ou x = -1 - 2i 


.% S= (-1 + 2/, -1 -2/} 


V+ 


JjP EXERCICIO 3ASIC0 

B.29 Resolva em <T as equacoes: 

a) x 2 — 6x + 10 = 0 

b) jr 2 -f- 2x + 5 = 0 


cj 2 a- 2 + 2x + 5 = 0 
d) x 2 — 8a +17 = 0 


Exercicios complementares C.16 e C.17 



C.l 


EXERCICIOS COMPLEMENTARES 

(U. E. Londrina-PR) Seja o niimero complexo 

2 1 342 


~ (1-/T 

ponto que pertence ao: 

a) eixo imaginario. 

b) eixo real. 

c.) 2° quadrante. 


. A imagem de r no piano complexo e uni 


d) 3- quadrante. 

e) 4" quadrante. 


C.2 


(U. E. Londrina-PR) Um numero complexo e tal que 
2iz + z * z — 3 — 4/. Nessas condiyoes, a imagem de z 
no piano de Gauss e um ponto que pertence ao: 

a) eixo real. d) terceiro quadrante. 

b) eixo imaginario. e) segundo quadrante. 

c) quarto quadrante. 


C.3 (FEI-SP) O modulo do niimero complexo (! + if 3 e: 
a) 42 c) “3 e) 0 

42 


b)l 


d) 


4 


C.4 (Mackenzie-SP) A soiucao da equayao 

|z| + z “ 18 + 6 / = 0 e um complexo z. de modulo: 
a) 6 b) 8 c) 18 d} 12 e) 10 

C,5 Repre sente no piano de Argand-Gauss o lugar geometri- 
co das imagens dos numeros complexos 7 tais que 


~ 



C.6 


C.7 


C.8 


C.9 


Obtenha o modulo e o argiimento do numero complexo 
z, em que: 

a) t ~ (1 4 O 10 Sugestao. z = [(1 + i) 2 }\ 

3 + 5/ 


b) z — 


4 4 i 


(UFRS) Considere z, = — 3 + li e z 2 = 4 + /. A repre- 
senta 9 ao trigonometric a de Z\ 4 z 2 e: 


a) 




it , . n 

cos “ 4 i sen — 
4 4 


J 


b) Jl [ cos — 4 / sen ~ 

4 4 


Tt 


\ 


. . 3k , . 3k ' 
c) cos — — 4 i sen 


4 


4 j 


d ) Jl 


f 


cos 


7 71 


+ i sen 


7k 




4 


e) 


7k , . 7k ) 
cos —— 4 / sen — — 

4 4 J 


(Unicamp-SP) Um triangulo equilatero, inscrito em uma 
circunferencia de centro na origeni. tem como um de 
seus vertices o ponto do piano associado ao numero 
complexo J 3 4 i. 

a) Que numeros complexos estao associados aos outros 
dois vertices do mesmo triangulo? Faca a figura desse 
triangulo. 

b) Qua! a niedida do lado desse triangulo? 

(UNIR) Considere o numero complexo z = 1 + yi, em 
que v e um numero real e i a unidade imaginaria. Se 
w — z ~ f| em que z€o conjugado de z t e a forma trigo- 


nometrica de w e 2 

a) - I 

b) 1 


V 


K . H 

cos — + i sen — 

A** 

c) 2 

d) 3 




. entao y 6 igual a: 


e) 4 


C.10 (Vunesp) Seja L o afixo do numero complexo 
a — Jl + i em um sistema de coordenadas cartesianas 
xOy. Determine o numero complexo b, de modulo igual 
a 1 , cujo afixo M pertence ao quarto quadrante e e tal qne 
o angulo LOM 6 reto. 

C.ll (Fuvest-SP) Dentre os numeros complexos z — a 4 bL 

K 

nao-nulos. que tem argumento igual a — , aquele cuja 
representacao geometrica esta sobre a parabola y — .v 2 e: 


a) I 4 / 

b) 1 - i 


-14/ 
d ) Jl 4 2 / 


e) -Jl 4 2 i 


C.12 (U. E. Londrina-PR) Sez — 2 
o conjugado de zr e igual a: 

a) Jl — ijl 

b) -Jl - ijl 

c) - Jl 4 ijl 

Sugestao: z 2 = z ' z- 


K , . K 
cos — 4 i sen — 
4 4 


. entao 


d) Jl 4 2/ 

e) ; — 4/ 


C.13 (Unifor-CE) Sendo u = p(cos a 4 / sen a). 

v — 3(cos 60° 4 i sen 60°) cw = 2(cos 30° 4 / sen 30 u ) 


* T U 

tal que — — h\ 

V 

conclui-se que: 


a) u — 6 

c) u = 6 — i 

e) u — —6 

b) u = 6 4 i 

d) u = 6 / 


(Fuvest-SP) Mostre que o numero complexo 
z — cos 48° 4 i sen 48° e raiz da equayao z lu 4 z? + L = 0. 

(U. F. Santa Maria-RS) A soma das raizes ctibicas do mi- 

mero complexo z. 

— 8i e: 


a) —4/ 

c) 0 

e) 4/ 

b) —ijl i 

d) ijli 


(PUC-MG) Uma solugao da equacao lz 2 

- 3z 4 2 - 0 

e igual a: 



a) -j- - & 

4 4 

„2 + 

Jl . 

4 1 

b) — + 

2 2 

,3 7 . 

c) — - — f 

5 

e) - 4 

4 

3 . 

4 * 



C.17 (PUC-MG) Em C, o conjunto solugao da equacao 


1 - X 

1 

.v — 1 


2 0 


2 

5 

1 


3 


x 


= 0 e dado por: 


a) 


6,3. 6 

— 4 


■ 

0 


3 . 
5 5 1 


.,, 6 , 1 . 6 
b) { — 4 — i. 


c) 


5 

- 4 — / - 

5 5 ’ 5 


d)4 + 4i. 4 

5 3 5 


1 . 
— —i 
D 

6 J 

5 7 
1 ; 

— -=-/ 


, , 6 , , 6 
e) i — 4 6/, 


15 


— — 6 / 


401 



Copinlo M 

POLINdMIO EM UMA VARIAVEL 




Polinomio na variavel x e toda expressao P(x) da 
forma: 

a„x n + a n _ jX n ~ 1 + _ 2^ " ^ 2 + ... -I- a x x + a 0 

em que {a„, a„ _ ,, a„ _ 2 , ..., a } , %] C € e 
{n, jg — 1, n — 2, ..., 1, 0} C IN. 


• Para indicar que P(x) representa a expressao 

a„x n + a ft _ { x n - 1 + a„ _ 2 x " " 2 + ... + a x x + a 0 escreve- 
se P(x) = a n x" + a„ _ t x" _ 1 + a„ _ 2 x" “ 2 + ... + 

+ a x x + a {) (o sfrnbolo m deve ser lido: “e identico a”). 

• Cada uma das parcelas 

a„x‘\ a n _ $?■ ~ f a n _ 2 x" " 2 , ..., a x x, % 

e urn termo ou mondmio do polinomio, sendo a () o ter- 

mo independente da variavel x. 

• Os niimeros a„, a n _ ,, a n _ 2 , a lt a (] sao os coefici elites 
do polinomio. Se todos esses coefici entes forem iguais 
a zero, o polinomio e chamado de identicamente nulo. 
Indica-se que um polinomio P(x) € identicamente nulo 
por P{x) = 0. 

• O grau de um polinomio nao identicamente nulo e o 
maior expoente da variavel dentre os termos de coefi- 
cientes nac-nulos. Indica-se o grau de um polinomio 
P(x) por dP (le-se: del P). 

• Atribuindo-se um valor complexo a a variavel x , o 
resultado da expressao obtida e chamado de valor iiu- 
merico do polinomio para x = a, Indica-se esse vaior 
numerico por P( a). 


b) A expressao 2/7 5 + P + 3/ 1 + 6, que pode ser escrita 
sob a forma 2 iP + Or 4 + P + 0 P + %t + 6, e um polino- 
mio de grau 5 em que: 

• 2/, 0, I, 0, 3 e 6 sao seus coeficientes; 

• t e sua variavel; 

• 2it s , OP, r 3 , Or 2 , 3r e 6 sao seus termos ou seus 
monomios; 

• 6 e o seu termo independente. 

c) O numero 7 e um polinomio de grau zero, pois pode 
ser representado por 7x°. Todo numero e chamado de 

polinomio constante. ( 

d) As expressoes 5x ■ + 2x _ 1 + 4 x + 2 e 3a 4 + 5 a 
nao sao polinomios, pois em cada uma delas ha pelo menos 
um expoente da variavel que nao e um numero natural. 



EXERCICIOS RESOLVIDOS 

R.l Para que valor complexo de // o polinomio 

(a 2 — l.)x 2 + (a — l)x + 0 e identicamente nulo? 

Resolucao 

* 

fndicando esse polinomio por P(x), temos que: 


P(.x) = 0 <=> 


| ci 2 - 1=0 

a - 1 =0 


P(x) = 0 «■ 


a — 1 ou a — — 1 
a — \ 


Logo, a — i . 

R.2 Para que valores complexos de m o polinomio 
P( a) = (m 2 — l)x 3 + 2x 2 — 5 possui grau 3? 

Resolugao 

aP = 3»m 2 - i *0 

&/* = 3 <=> m P l i m — 1 


Exemplos 

a) A expressao 5a 4 — 3a 3 + 2a 2 — 4a + 7 e um poli- 
nomio de grau 5 em que: 

• 5, —3, 2, —4 e 7 sao seus coeficientes; 

• a e sua variavel; 

• 5a 4 , —3a 3 , 2xK —4a e 7 sao seus termos ou seus 
monomios; 

• 7 e seu termo independente. 


Assim, o polinomio P{x) possui grau 3 para todo numero 
complexo m, m P 1 e m p — 1. 

R.3 Tndicando por P(x) o polinomio 2.r’ + x 2 - 3a, ealcular 

P(5). 

Resolugao 

O smiboio P(5) indica o valor numerico do polinomio 
para a = 5. Assim, temos: 

P(5) = 2 • 5 3 + 5 2 - 3 • 5 

/. P(5) = 2-125 + 25 - 15 /. P( 5) = 260 





Os polinomios e os sistemas de numeracao 

O nosso sistema de numeragao udiiza a base 10, Isto e, 10 unidades formam 1 dezena, 10 de2enas forma m 1 
centena etc. Assim, por exemplo, o numero 6.472 pode ser representado sob a forma de uma decomposicao 
polinomial; 

6 * IQ 5 + 4 • 10 2 + 7 * 10 1 + 2 * 10° 

5e qubermos escrever o numero 6.472 em outra base, por exemplo, a base 5, devemos obter os ntimeros 
a n , a n _ i, a n _ 2 , ..., a v a 0 com {n, n - 1, n - 2, ..., 1, 0} c IN, tab que: 

6.472 = a„ ■ 5" + * 5"' 1 + a„_ 2 • 5"“ 2 + ... + a l • 5 + a 0 • 5° 


Para a obten<;ao dos numeros a nl a n _ 1( .... a 2 e a 0 , basta dividir 6.472 por 5, ciijo quoclente deve tambem 

ser divldido por 5 e o novo quoclente ainda deve ser divldido por 5, e assim por diante ate se obter um quoclente 
menor que 5, Isto e: 


6.472 


5 


resto 


2 1,294 


resto — > 



258 



resto — - 



resto — * 1 

resto — *• 



ultimo quoclente 


Tomando-se o ultimo quoclente e os restos na ordem Inversa em que foram obtldos, os valores 2, 0, 1, 5, 4 e 
2 sao, respectivamente, Iguals aos numeros a n , a„_ l# a n _ 2 a, e a 0 , e, portanto, podemos escrever: 

6,472 = 2 * 5 3 + 0 ■ 5* -I- 1 • 5 5 + 3 • 5 2 + 4 • 5 1 + 2 • 5° 


ou, ainda, 6.472 — 201342 5 , 

O que fizemos acima fol representar na base 5 o numero 6.472 dado na base 10. O numero 201342 5 deve ser 
fldo como: dois, zero, um, tres, quatro, dois, na base 5. 


Jr EXERdciOS BASICOS 

E.l Qual das expressoes seguintes e polinomio na variavel x? 

a) A(x) = 3x~ s + 8x + 2 

b) S(x) = I Jx + 2x 2 - 1 

c) C(x) = x + — 

d) D(x) = 

e) E(x) = 6x 2 + -y- + y 

B.2 Determine o grau de cada um dos polindmios: 

a) A(x) — 5x 3 + 8x 2 + x — 1 

b) B(x ) = Ox 5 + 3x 2 — 6 

c) C(x) - 4 

d) D(x) = 0 

B.3 Para que valores complexos de k o polinomio 
P(x) = (2k 2 — 1 8)x 4 + 3x — 2 possui grau 4? 

B.4 Obtenha os valores de m, m EE €, para que o polinomio 
P(x) = (m 2 — 4)x 6 + 3x 5 + 2x 2 — 4 tenha grau 5. 

B.5 Para que valor de k o polinomio 

P(x) = (/c 2 - l)x 2 +■ (k + l)x + 2k + 2 e identicamente 
nulo? 

B.6 Indicando o polinomio x 5 + x 3 + 2x 2 — x + 1 por P(x). 
calcule* 

a) P(2) b)P(-l) c)P(O) d) P(i) 

Exercfcio complementer C.1 


2. IDENTIDADE DE POLINOMIOS 

Definicao 


Os polinomios a „x a + a „ _ , x n ~ 1 4- a n _ 2 X" ~ 2 + 

+ ... + a 0 e b, t x n + b n _ , x n ~ ’ + b n _ x" _ 2 + ... 4- 
+ b 0 , na variavel x, sao identicos se, e somente se: 

a i = b P YA j G IN e 0 *£ j n 

Indicamos que dois polinomios P(x) e Q(x ) sao identi- 
cos por P(x) — <2 CO; caso nao sejam identicos, indicamos 
por P(x) # Q(x). 



EXERCICIO RE60LV1P0 lllgll 

Para que valores complexos de m e n os polinomios 


(m 2 — l}x 3 + 2x + P e 

8x 3 + (m — 3)x 2 + (m — n)x + 5 


na variavel x sao identicos? 

Resolufao 

Indicando esses polinomios por P(x) e Q(x), respectiva- 


mente. temos: 

P(x) - Q(x) o < 


m 1 - 1 = 8 
m — 3 = 0 

m — n — 2 


m 



p(x) = Q(x) m 



3 ou m = 
3 




Temos, entao, m — 3 e n — I . 




exercicios bAsicos 


3-) Dividimos o monomio de mais alto grau do primeiro 
resto parcial pe!o monomio de mais alto grau de £>(x): 


B.7 Dados os polinomios 5(x ) = 3x 4 4 2a: '' - x e 

Q(x) = (m 4 n)x 4 + Zv 3 + (/w — 2n)x 2 — x, determine as 
constantes men, sabendo que P(x) = Q{x). 

B.8 Para que valores de a. bee os polinomios 
P(x) = {a 4 b 4 e)x? — 2x 3 4 5 a 4 i e 
Q(x) = (a 4 b)x : " 4 (b 4 c)x 4- I sao identicos? 

Exercfcio complementar C.2 


3. OPERAQOES COM POLINOMIOS 

Vamos fazer agora uma revisao atraves de alguns 
exercicios resol vidos. 



EXERCICIOS RESOLVIPOS 


R.5 Sendo 5(x) = 3x 4 4 2x 3 -I- a - I e 
Q(x) — 5 a 4 + 3a + 7, ealcular: 

a) 5(x) 4 Q(x) 

b) 5(x) - Q(x) 

Resotugao 

a) O polinomio soma e obtido adicionando-se os mon6- 
mios semelhantes nas parcelas, isto e: 

P(x) 4 Q(x ) -= 3a 4 4 5a 4 4 2a 3 4x4 
4 3a — 1 4 7 m 8x* 4- 2a 3 4 4x 4 6 


b) 0 polinomio di ferenca e obtido subtraindo-se dos mo- 
nomios de P(x) os respective© monomios semelliantes 
de £?(x), isto e: 

P( a) — <2(a) = 3a 4 — 5 a 4 + 2a 3 4 
+ a - 3a - 1 - 7 = —2 a 4 4- 2a 3 — 2a — 8 

R.6 Sendo P(x) — 5x 2 — 3x 4- 2 e Q(x) = 4a — 6, ealcular: 

a) 35(x) 

b) P( x) * Q(x) 

Resolugao 

Aplicando a propriedade distribuitva, temos: 

a) 35(x) = 3 (5 a 2 - 3a 4- 2) - 15a 2 - 9a 4 6 

b) P( x ) • (2(a) * (5a 2 - 3a + 2)(4a - 6) = 

m 20a 3 - 30a 2 - 12a 2 + 18a + 8a - 12 = 

= 20a 3 — 42a 2 4 26a — ■ i2 


R.7 Atraves do metodo da ebave, obter o quociente Q(x) e o 
resto i?(x) da divisao de; 

E{ a) = 2x 5 4 4 a 4 4- 4a 3 4 9a 2 + 3a + 1 por D(x) = x 2 4 2 

Resotugao 

l 2 ) Dividimos o monomio de mais alto grau de E(x) pelo 
monomio de mais alto grau de D{ a): 


2x 5 4 4a 4 4 4a 3 4 9a 2 4 3 a + I a 2 + 2 


Oi-3 


2 e ) Subtrai'mos do dividendo o polinomio 
2a 3 (a 2 4 2) = 2 a 5 4 4a 3 : 

2a 5 4 4a 4 4 4a 3 4 9a 2 4 3x 4 1 
2x“ + 4 a 3 


Primeiro 
resto parcial 



4a 4 4 Ox 3 4 9a 2 4 3a 4 1 


a 2 4 2 



2a 3 4 4a 4 4 4a 3 4 9.v 2 4 3 a 4 1 
2x s 4 4x 3 


a 2 4 2 


2x 3 4 4 a 2 


4a 4 4 Ox 3 4 9a 2 4 3.v 4 1 


4°) Subtrafmos do primeiro resto parcial o polinomio 
4 a 2 (a 2 4 2)= 4a + 4 8a 2 : 


2 a 5 4 4a 4 4 4a 3 4 9a 2 4 3 A 4 { 


a 2 4 2 


2 a 5 


4a- 


2 a 3 4 4a 2 




4 a- 4 4 Oa 3 4 9a 2 4 3a 4 ] 



4a- 


4 8a 2 


Segundo 
resto parcial 



A 2 4 3a 4 l 


5-) Dividimos o monomio de mais alto grau do segundo 
resto parcial pelo monomio de mais alto grau de D(x): 


2a 5 4 4a 4 4 4a 3 4 9a 2 4 3a 4 1 
2 a 5 4 4a 3 

4a 4 4 0a 3 4 9a 2 4 3a 4 1 
4a 4 4 8a 2 

a 2 4 3x 4 1 


A 2 4 2 

2a 3 4 4a 2 4 1 


6 s ) Subtrai'mos do segundo resto parcial o poitndmio 
4 2) = a 2 4 2: 


2a 5 4 4 A 4 4 4a 3 4 9a 2 4 3a 4 1 
2a 5 4 4a 3 

4a 4 4 0a 3 4 9a 2 4 3a 4 1 
4a 4 4 8a 2 


A 2 4 2 

2x 3 4 4 a 2 4 1 



Resto final 


Temos. entao, Q{ a) = 2x 3 4 4x 2 4 1 e R(x) — 3a 1. 


Jl EXERCICIOS BASICOS 

B.9 Dados os polinomios A (a) = 6a 3 4 2x 2 — 3a, 

B( a) = 4a 2 4 5a — 1 e C(a) = 9x — 2, catcule: 

a) A (a) 4 5(a) e) [C(x)] 2 

b) A(x) - 5 (a) f) 2 A(a) - 35(a) 

c) 4A(x) g ) A (a) • C(x) 4 5(a) 

d) 5 (a) • C(a) 

B.10 Considere os polinomios A (a) = 2a 2 4 ax 4 b, 

5(a) — 4a 4 2, C(a) = a 4 be 

D(x) = 8a 3 4 (17 4 b)x 2 4 3a — a. Determine as cons- 
tantes a e b sabendo que A(x) • 5(a) 4 C(x) = D(x). 

B.ll Se dois polinomios 5(a) e Q(a) tern o mesmo grau n e 
P(x) 4 Q{x) e nao-nulo, entao; 

a) o polinomio 5(a) 4 (9(a) tem grau n. 

b) o polinomio 5(a) 4 Q(x) tem grau men or que 

c) o polinomio 5 (a) 4 Q(x) tem grau menor on igual a n. 

d) o polinomio 5(a) — Q(x) e identicamente nulo. 

e) o polinomio 5 (a) — Q(x ) tem grau 1. 



B.12 Dois polinomios P(x) e Qix) sao tais que dP — 3 e 
dQ = 8. Qua] e o grau do polinomio P(x) • Q(x)2 
Lembrete. O smibolo dP deve ser lido “del P” e repre- 
senta o grau do polinomio P. 

B.13 Atraves do metodo da chave, obtenha o quociente Qix) e 
o resto R(x) da divisao de E(x) por DQc) nos seguintes 
casos: 

a) £(jc) = 3a- 6 - 13a 5 + 8a 4 + 1 3a 3 - 8a 2 + 23a - 12; 
D(x) = x 2 — 5x + 6 

b) E(x) — 2a 5 + 6.v 4 + x 2 - 4a + 2; 

D(x) = a 3 + 3a 2 - 4a + 2 

c) E(x) = x 4 - 1 ; D(x) = x- l 

d) E{x) ~ 8a 5 + 26a 4 + 17a 3 + 10x 2 + 10a - 3; 

D( x) = 2a 4 - 3a 3 - a 2 + 1 

e) E(x) = 9a 6 — Ax 4 — x 2 4- 6a #■ 12; 

D( a) — 3a 3 + 2a 2 + 3a + 2 

f) E(x) = X i + 1 ; D(x) = x+l 

Exerctcios ccinnplementares de C.3 a C.5 


Multiplicando o qiiociente pelo divisor e adicionando ao 
resultado o resto da divisao. obtem-.se o polinomio divi- 
dendo, isto 6: 


P( x) 


D(x) 


RU) Q{ a) 


P(a) = Q(x) ■ D(x) + R(x) 


6a 3 + 4a 2 -f 2a — 1 = 

— (3a + 2)(ax 2 + bx + c) + 1 1a + 5 


6a 3 + 4a 2 + 2a — 1 = 

= 3qx* + 3b x 2 + 3cx + 2ax 2 + 2b x + 2 r + 1 lx 4 - 5 
6a 3 + 4a 2 + 2a — 1 = 


= 3ox 3 + (3 b + 2a)x 2 + (3c 4 - 2b + 11)a + 2c + 5 




3 b 4- 2a — 4 
3c + 2 b + 11 



2c 4 5 = — 1 



Finalmente, temos D(x) = 2x 2 + Oa — 3, ou seja, 
D( a) = 2a 2 - 3. 


Propriedade fundamental da divisao 
de polinomios 


Sejam os polinomios PUl D( x), Q( x) e R(x) , com 
dP 4= dD e dR < dQ (ou 7? = 0). Os polinomios Q(x ) 
e R{ a) sao, respectivamente, o quociente e o resto da 
divisao de P(x) por D{x) se, e somente se, 

P(x) = Q( x) • D( a) + R( a). 



D(x) 


R(x) Q(x) 


■£$ P(x) = Q(x) ■ D(x) 4- R{x) 


EXERCICIOS RESOLVIPOS 

R.S Dividindo um polinomio P{x) por 2a- 1 - 1, obtem-se o 
quociente 4a + 2 e o resto a 2 + 3. Determinar P(x). 


Resolugao 

Multi plicando-se o quociente pelo divisor e adicionan- 
do-se ao resultado o resto da divisao, obtem-se o divi- 
dendo. Assim, temos: 


P{x) 


2a 3 - 1 


a 2 + 3 4a + 2 


=» P( a) = (4a + 2)(2x 3 - 1) + a 2 + 3 

P(a) m 8a 4 - 4a + 4a 3 - 2 + A 2 + 3 = 
— 8a 4 + 4a 3 + a 2 — 4x 4 1 


R.9 Dividindo o polinomio P(x) — 6a 3 4- 4a 2 4- 2a — 1 pelo 
polinomio D(x), obtem-se o quociente Q(x) = 3a + 2 e 
o resto R(x) = 1 1a + 5. Determinar D(x) , 

Resolugao 

O grau do polinomio quociente. I, e a diferenga entre os 
graus dos polinomios dividendo, 3, e divisor, dD. Assim, 
temos 3 — dD — 1; logo; dD = 2. Sabendo que o grau 
de D(a-) e 2, podemos escrever D(a) — ax 2 + bx + c. 


9 : 


it 


Jl 1 EXERCICIOS BASICOS 

B.14 (UFF-RJ) Ao se dividir o polinomio P(x) por 
D(x) ~A 2 obteve-se quociente 
Q{ a) — a 4 -I- 2a 2 + a + 1 e resto 8, Determine P(x). 
Nota. Em exantes vestibulares, alguns examinadores, 
com o objetivo de simplificar a nota^ao. indicam que 
dois polinomios P{x) e <2(a) sao identicos simplesmente 
por P(x) = !3(a), em vez de P(a) = Q{x). 

B.15 (UEB) Em uma divisao, o dividendo e um polinomio do 
8 s grau e o divisor € um polinomio do 5 9 grau. Pode-se 
afirmar que: 

a) o quociente e um polindmio do 4 a grau. 

b) o quociente e um polinomio do 2- grau. 

c) o resto pode ser um polinomio do 5 a grau. 

d) o maior grau possivel pain o resto e 4. 

e) a divisao nao pode ser exata. 

B.16 (UEPA) Dividindo o polinomio 

Pi a) = a 3 — 4a 2 -f- 7 a — 3 pelo polinomio D(a). obtemos 
o quociente x — 1 e o resto 2a — 1,0 valor de D(2) e: 

a) -4 c) 0 e) 2 

b) -2 d) I 

Exerci'cios complement a res C.6 e C.7 

4. RAIZ OU ZERO DE UM POLINOMIO 

Defmigao 

Uma con stan te complexa k e raiz ou zero de um 
polinomio P(x) se, e somente se: 

P(k) = 0 


Exemplo 

O numero 2 e raiz do polinomio: 

P(x) — x 3 — 5a 2 + 3a 4- 6 
pois P( 2) = 2 3 — 5* 2 3 4-3 - 2 + 6 = 0. 


405 


Exempios 



EXERCICIOS RESOLVIDOS 



R.10 Determinar as raizes do polindmio P(x) = 2x a — x — 1. 
Resolugao 

Basta resolvermos a equagao P(x) — 0, ou seja: 


Temos: 

A = ( 


. . x = 


2x 2 x — 1=0 
l) 2 - 4 • 2 • (-1) 

-(-i) ± 7g~ 

2 • 2 


- 9 


x = 


1 ± 3 
4 


x — 1 OU X ~ — — 

2 

Assim, as raizes de P(x) sao 1 e — 

R.ll Provar que, se a soma dos coeficientes de um polindmio 
P(x) e igual a zero, entao o numero 1 e raiz do polinomio. 

Resolugao 

Seja P(x) = a n x n + a n _ , jc" _ 1 + a„ _ 2 x n ~ 2 + • •• + a 0 ted 
que a n + a„- l + a lt ^ 2 + — + a 0 = 0. 

Calculando P(l), temos: 

P(l) = a n ■ l n + • l"- 1 + 

+ a„. 1 * l n_2 + ... 4- a Q 

P(l) = a n + 4- a„-2 + ... + a„ 

Por bipotese, temos que a soma dos coeficientes de P{x) 
e zero. Logo, P(l) — 0, isto e, 1 e raiz de P(x). 

(c.q.d.) 


R.12 Provar que, se o termo independerte de um polinomio 
P(x) e igual a zero, entao zero e raiz de P(x). 

Resolugao 

Seja P{x) = a„x n + a„ _ ,x" ' 1 4- a„ _ 2 x n ~ 2 + ... 4- a, x 4- 0. 
Temos que: 

P(0) =■ a n • 0 n + a„_, * 0““ 1 + a„_ 2 • 0 r_2 + ... 4- 
+ a x * 0 + 0 P(0) = 0 


Ou seja, zero e raiz de P(x). 


(c.q.d.) 


A 




Jr' EXERCICIOS BASICOS MMI 


B, 17 Detennine as raizes de cada um dos seguintes polinomios: 

a) P(x) = 3x 2 -2x~ l 

b) P(x) -jc 2 + 1 

C) p(x) = ( X 2 - 9)(x 2 4- 1) 

d) P{x) = jc 3 — 5x 2 + 6x 

e) P(x) = x z 4 - 2x + 2 

f) P( X ) = fa 2 -7x+ 12) 38 


B.18 Se a soma dos coeficientes de um polinomio e igual a 
zero, entao podemos afirmar que: 

a) o polinomio e identicamente nulo. 

b) o polinomio tern grau pai‘. 

c) o polinomio tem grau impar. 

d) uma das raizes do polinomio e 1. 

e) o termo independence do polinomio e zero. 


5. FRAQAO POLINOMIAL 

L>efmigao 


Chama-se fragao pollnomial toda expressao do 

P(xj . . . 

tipo — — , em que P(x) e Q{x) sao polinomios 

complexos de variavel complexa, com Q(x) ^ 0. 



3.x 2 - 2x + 1 

x — 2 



4 

x 3 — 3x 4- 2 


Fracoes polinomiais identicas 

Definigao 


Duas fragoes polinomiais 
identicas se, e somente se: 


P(x) §(*) 

Q(x) T(x) 


sao 


P(k) _ S(k) 


, \fk,k£. C, 


Q(k ) ret) 

com Q(k) ^ 0 e T(k) + 0 


P(x) S(x) 

Indicamos que as fragoes e . sao iden- 


Q(x) ‘ T(x) 


tic as por 

P(x ) 
Q(x) 


P(x) _ S(x) 


/ t 


Q(x) T(x) 

Six) 


e, caso contrano, por 


T(x) 


Exemplos 


a) 


(x + 1 ) 2 _ x 2 + 2x + 1 


x — 3 


x — 3 


, com x ^ 3 


b) 


ax + b 


3x + 5 


x 


2 _ 


<=> ax 4- b = 3x + 5 


a — 3 e b = 5 



EXERCICIO RE60LV1P0 



R.13 Determinar as constantes a tb de modo que: 

a b _ 5x 4- 1 

x — 1 x + 1 x 2 — 1 

Resolugao 


g(x + 1) + b{x - 1) _ 5x4- 1 

(x — l)(x 4-1) x 2 — 1 

ax + a + bx — b _ 5x4-1 
x 2 - 1 x 2 - 1 

( a 4- b)x 4 - a — b _5x4-L 

' x 277 ! x 2 -T 

If a 4 -b = 5 (I) 
ia-b ~ 1 (H) 


Somando memhro a membro (I) e (II), obtemos: 

2a = 6 a = 3 

Substituindo a = 3 em (I), obtemos 3 4- b — 5 b = 2. 




jf' EXERCICIOS BASICOS HHH9 

B.I9 Determine as constantes atb na identidade: 

a b _ 3a* 

x — 3 TTT “ X 2 - 9 

B.20 Obtenha as constantes a, b ec na identidade: 

a b c _ 8x 2 — x — 1 

-\-r + — 

x — 1 x x + 1 x — x 


Exercicio complementar C.8 



EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


C.1 (Mackenzie-SP) Seja o poiinomio P(x) — 2x 4 — x ? + 1. 
O valor de P(§ 5 ) 6: 

a) /" + 3 c) i — 2 e) 2f 

b) / - 3 d) i 

C.2 (Vunesp) Para que valores reais de a, b e c as fungdes 
polinomiais / e g. definidas por /(x) = x 3 + x 2 + x e 
g(x) == x 3 + (a + b Jx 2 + (b + c)x + a — b — c, sao 
identic as? 


C.3 (Fuvest-SP) Um poiinomio P(x) = x 3 + ax 2 +■ bx + c sa- 
tisfaz as seguintes condigoes: Pll) = 0; P{ — x) + P(x) — 0, 
quaiquer que seja x real. Qual o valor de P(2)7 
a) 2 b) 3 c) 4 d) 5 e) 6 


C.4 


C.5 


C.6 


C.7 



(U. E. Londrina-PR) Sendo /, g c h polinomios de graus 
4, 6 e 3. respectivamente, o grau de (/ + g ) ■ h sera: 
a) 9 b) 10 c) 12 d) 18 e) 30 

(FEI-SP) A soma de dois polinomios P(x) + Q(.x) 6 um 
poiinomio de grau 6, e a diferenga P(x) — <2(x) e um 
poiinomio de grau 4. E valido alirmar-se que: 

a) a diferenga Q(x) — E(x) tern grau 6, 

b) P(x) e Q(x) tem o mesmo grau. 

c) P(x) tem grau 5. 

d) Q(x) tem grau 4. 

e) P(x) tem grau 4. 

(U. F. Santa Maria-RS) Na divisao do poiinomio 
P{x) = 2x~ + ax 4 + 4x 3 + 9x 2 + 3x + t pelo poiinomio 
Q(x) — bx- + 4x 2 + 1 , obtiveram-se o quociente 
H(x) = x 2 + 2 e o resto R(x) = 3x + c, em que a, bee 

sao mimeros reais. Entao o valor de -—(a + b + c) e: 

a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e) 5 


(ITA-SP) Dividindo o poiinomio P(x) = x 3 + x 2 + x + 1 
pelo poiinomio Q(x), obtemos o quociente S(x) = 1 + x 
e o resto R(x ) — x + 1 . O poiinomio Q(x) satisfaz: 

a) <2( 2) = 0 c) 0(0) ^ 0 e) n.d.a. 

b) Q(3) = 0 d) 0(1) * o 


(PUC-SP) Os valores de A e B tais que 


1 + X 

= A B 

X — X 2 

x 1 ■- X 

a) 2 e 1 

c) 1 e 2 

b) 3 e 2 

d) 2 e 3 


sao : respectivamente: 

e) I e 3 






Ccipftulo 65 


GENERALIDADES SOBRE A DIVISAO DE 




1. TEOREMA DO RESTO 


Seja a Lima constante qualquer. 

O resto da divisao de um polinomio P(x) por 
x — a i igual a P(a). 


Demonstracao 

Sejam 0(a) e R(x) o quotients e o resto da divisao de 
P(x) por a* — a , respectivamente, ou seja: 

P(x) = (a - a) * Q(x) + R(x) (I) 

com dR < 1 ou R(x) = 0. 

Note, portanto, que R(x) e um polinomio constante. 
Fazendo R( x) = R, a senten^a (I) pode ser escrita como 
P(x) = (x - a ) • Q(x) + R. 

Calculando P(a), obtemos: 

P(a) — ( a — a) * 0(a) + /?.'. P(a) — R 

Logo, o resto R da divisao e igual a Pi a). 

(c.q.d.) 


Jr EXERCfclOS RESOLVIDOS 

R,1 Calcular o resto da divisao do polinomio 
P(x) m 3.x 4 — 5a 2 — 3 por x — 2. 

Resolugao 

O teorema do resto nos garante que o resto R da divisao 
de P(x) por a — 2 e igual a P( 2). Assim, temos: 

R - P( 2) - 3 * 2 4 - 5 • 2 2 - 3 R = 25 

R.2 Calcular o resto da divisao do polinomio 
P(x) = 2x? ■+- 6a 2 + 3a — 1 por a + 1. 

Resolugao 

Observando que x + 1 = a - (— 1 ). temos. pelo teorema 
do resto, que o resto R da divisao do polinomio P(x) por 
a + 1 € P(— 1). Assim, temos: 

R = P(— 1) = 2 • (-1) 3 + 6 * (-1) 2 + 3 * (-1) - 1 
R = G 

Note que, como o resto e zero, P(x) e divisive! por a + 1 . 

R.3 O resto da divisao do polinomio 

P( a) = 3a : — (3a + 1 )a 4- a por x — 3 e igual a 8. 
Calcular o valor de a. 

Resolugao 

O resto 8 da divisao de P{ a) por a — 3 e igual a P(3). ou 
seja: 

8 - P(3) 8 = 3 • 3 2 - (3a + 1) * 3 + a 

Logo, 8 = 27 — 9a — 3 + a 8a = 16 a — 2. 


R.4 Determinar o polinomio P(x) do 2 s grau que dividido por 
x — 1 , a — 2 ex — 3 apresenta restos iguais a 4, 7 e 14, 
respectivamente. 

Resolugao 

Sendo P(x) ~ ax 2 + bx + c, pelo teorema do resto, 
temos: 

P( 1 ) — 4 a b 4 c = 4 
P( 2) — 1^> 4a + 2b + c— 7 
P( 3) = 14 =» 9a + 3b + c = 14 


Escalonando o sistema 


a + b + c — 4 
< 4a + 2b + c - 7 


9 a + 3b 4 c — 14 


temos: 


a + b + c ~ 4 
* 4a + 2 b 4- c — 7 ^ 

9a + 3 b + c ~ 14 

L 

a + b + c — 4 
~ \ 0« - 2b - 3c m -9^A3 
Qa-6b-8c = -22^— T 

L 

a + b + c = 4 (I) 

~ < 0« - 2b - 3c - -9 (H) 

Oa + Ob + c = 5 (ID) 



Substituindo c — 5 em ( II ), temos: 

-2b - 3 • 5 = -9=*b = -3 
Substituindo b — —3 ec - 5 em (I), temos: 

a — 3 + 5= 4=>a = 2 
Logo, P{ a) — 2 a 2 — 3a + 5. 

SV 

’■ S “i h 

EXERCICIOS BASIC05 

B.l Calcule o resto da divisao de P(x) por D(x) nos seguintes 
casos: 

a) P(a) = 3a 4 — 2a 3 + 1 ; D(x) = x — 2 

b) P( a) = a 3 + 6a 2 - 5a - 10; D( x) = x + 1 

C ) £(*) s 32a 4 - 8a 3 + a 2 - 1 ; D(x) = x - -A 

d) P(x) = 5a 8 — 3a 7 + 6a — 4; D(a) — a -h 1 

e) P(x) = 7a 5 + 6a 3 + 9a — 2; D(x) = x 

B.2 i U. E. Londrina-PR) Se o resto da divisao do polinomio 
P(x) = a 4 — 4a 3 — kx — 15 por (a — 5) e 10, o valor de k 6: 
a) —5 b) —4 c) 5 d) 6 e) 8 

B.3 (Unicap-PE) Efetuando a divisao do polinomio 

P(x) = 4a 3 + 2a 2 — mx + 5 pelo binSmio Q(x) = x + 2, 
foi obtido um resto, R(x) ~ 1 . Qual 6 o valor de ml 




B.4 (Faap-SP) Dividindo-se x 2 + kx + 2 por (x — 1) e por 
(x + I) sao encontrados restos iguais entre si. O valor de 

ke: 

a) 0 

b) -I 

c) -1,5 

d) 1,5 

e) impossivel de deterniinar com os dados. 

B.5 Qua! e o polinomio do 2- gran que dividido por 

x — 2, x — 3 e x — 4 apresenta restos 3, 10 e 21 , respec- 
tivamente? 

B.6 Determine o polinomio do 2- grau que dividido por x, 
x — i e x + 1 apresenta restos iguais a — 1 , 0 e 4, respec- 
tivamente. 

Exercicios complementares C.l e C.2 

2. TEOREMA DE D’ALEMBERT 


R.7 Para que valores de n, n G IN, o polinomio 
P(x) — x" + 1 e divisivel por x + 1 ? 

' Resolucao 

Pelo teorema de D’Alembert, P(x ) e divisivel por x + L 
se, e somente se, P( — 1 ) = 0. Assim, devemos ter: 

(-I) fl + 1 = 0 (-1)" = -1 

Sendo n G IN, temos que essa igualdade ocorre se, e so- 
mente se, n e i'mpar. 

Logo, Fix) = x" + 1 e divisivel por x + 1 se, e somente 
se, n e um numero natural impar. 




EXERCICIOS BASICOS 

(U, Taubate-SP) O valor de b para o qual o polinomio 
P{x) — 15x 16 + bx ] 5 + 1 e divisivel por.v — 1 e: 
a) “16 b) 16 c) 15 d) 32 e) 64 


Seja a uma constante qualquer. 

Um polinomio P(x ) e divisivel por x — a se, e 
somente se, a e raiz de P(x). 


Demonsiracao 

Por definii^ao de raiz de 
um polinomio, temos que 
a e raiz de P(x) se, e so- 
mente se, P{a) = 0. Mas, 
pelo teorema do resto, 
P{a) e o resto R da divisao 
d eP(x) porx — a. Conclu- 
imos assim que: 

a e raiz de P(x) ^ R = 0 
a e raiz de P(x) <=> P(jfy 
e divisivel por x — a 

(c.q.d.) 



Jean le Rond d'Alembert 
(1717-1783), matematico trances. 
Cientista mais influente da Franca 
em sua epoca, D'Alembert foi um 
dos que abriram caminho para a 
Revotucao Francesa. 



EXERCICIOS RESOLVIDOS 


R.5 Mostrar que P{x) = x~ — 3.x- + 3.x 2 — 4x — 12 e divisivel 
por ,x — 2. 

Resolugao 

Basta mostrar que ^(2 ) e igual a zero. Temos: 

P( 2) = 2 5 - 3 * 2 3 + 3 • 2 2 - 4 • 2 - 12 
' P(2) = 32-24 + 12 -8 - 12 P(2) = 0 


Logo, P(x) e divisivel por .v — 2. 

R.6 Determinar a de modo que o polinomio 

P(x) = 3x 2 — 7.x + 2 seja divisive! por.x — a. 

Resolugao 

Pelo teorema de D’Alembert, P(x) e divisivel por.v — a 
se, e somente se, P(a) = 0. Assim, temos: 


3a 2 - la + 2 = 0 .’.A = (-7) 2 - 4 • 3 ■ 2 = 25 

7 ± J25 . . 1 

. . a = — r — - — . . a = 2 ou a = — 

2*3 3 


B.8 (Unaerp-SP) Se P(x) — 3x' — 5.x 2 + 6.x + a e divisive! 
porx — 2, entao os valores de a e de P(2), sao, respecti- 
vamente: 

a) — 16 e — 2 c)I6e— 2 e) — 16 e zero 

b) — 1 6 e 2 d) 16 e 2 

B.9 Para que valores de n, n G. IN*, o polinomio 
P{x) = x" — 1 6 divisivel por x — 1 7 

Exercicios complementares de C.3 a C.5 

3. DISPOSITIVO DE BRIOT-RUFFINI PARA 
A DIVISAO DE UM POLINOMIO POO 
POR x - a 

Para a obtenfao do quociente e do resto da divisao de 
um polinomio P(x) por x — a. em que a e uma constante 
qualquer, podemos usar o metodo da chave. Porem, com 
o objetivo de facilitar essa operaqao, vamos apresentar 
um dispositivo piatico conhecido como "dispositivo de 
Briot-Ruffini”. 

O dispositivo que apresentaremos pode ser compreen- 
dido com o auxilio da propriedade fundamental da divi- 
sao. Sejam, respectivamente, Q{x) e R(x) o quociente e o 
resto da divisao de E(x) = e A x 4 + e$x 3 + e 2 x 2 + + e 0 

por x — a. 

Q(x ) deve ser um polinomio do 3 fi grau; e R(x) deve ser 
um polinomio constante. Ou seja: 

<2(.v) — q 3 x* + q 2 x 2 + q , .x + q a e R(x) = R 

Devemos ter: 

E(x) m (x - a) • Q(x) + R 

£ 4 .V 4 + fiJ 3 + €^X‘ + Cj.Y + e u = 

— (x — n)(g,x 3 + q 2 x 2 + q ; x + (j lt ) + R 
c 4 .v 4 + + e z x 2 + e,x + e D = 

= qix 4 + q 2 x 3 + q t x : + q ( ,x — oq 3 x 2 — aq^ 1 — aq v \ — aq {i + R 
e A x* + e 3 .v' + e 2 x- + e,x + e {) = 

= <h xA + ( ( h ~ (i<fo)x 3 + (<?i — aq 2 )x 2 + (ry u — ot/,)x - aq a + R 



POLINOMIOS E EQUACOES ALCE 




Logo, obtemos: 

<?3 = e 4 

<h ~ a<k = H => % = % t 
9 1 — “ e 2 ^ *7 1 = ^2 “b a< ?2 

?o “ m\ = ^ =* <?o = «i + ^/i 
— a$o + R — e 0 =* R = e 0 + £% 

Os valores c/ 3 , t/ 2 . q h q (] e /? podem ser caJculados rapi- 
damente, exeeutando-se os passos descritos a seguir. 

Primeiro passo 


® I 


a 

e 

■4 

^3 

e z 



i 

i 

i 

i 

f 

-4 

aq 3 + e 3 






Segundo passo 


i 

a 




e* 


4 




t 


e 


o 


■4 


aq$ + £ 3 aq 2 + e 2 


' 'yf 


<h 


<?> 


Qi 

i 


<h 


Resolugao 

Podemos escrever 


E(x) = 3x 5 ■ 2x A + 0.T 3 + 3.t 2 + Ox + 1 . Assim, pelo 
disposilivo pratico de Briot-Ruffini, temps: 


■© — 



<±> 




<+> 


<±> 


4 



R.9 Ob ter o quociente Q{x) e o resto R da divisao de 
P(.v) = 2x b + 3a 4 -1- x — 4 pur a -I- 1 , 

Resolugao 

Podemos escrever 


P(x) = 2x h + Ox 5 + 3 a 4 + Ox 3 + Ox 2 + x - 4 

er + 1 = x — (—1). Assim, pelo dispositivo pratico de 
Briot-Ruffini, temos: 


-i 

2 

0 

3 

0 

0 

i -4 


2 

—2 

5 

-5 

5 

-4 0 


Logo. Q(x ) — 2x 5 — 2r 4 4- 5jP — 5x 2 4- 5x — 4 e 
R = 0. 


Terceiro passo 


f 


<±>- 


4 


a 

^4 

e 3 e 2 e ] 

e 0 

4 

£4 

aq 2 + aq 2 + e 2 aq f 



?3 




■J ^ „ , S V. 

V v 


?z 


? i 

J 




Quarto passo 


f 

a 


<±> 


e-j 


4 

*0 


e 4 aq 3 + e l aq 2 + e 2 ciq x + aq 0 + e 


k. . ^ .. i K i J v. . j 


<h 


<E> 


Qi 


-V— 

4i 


“V - 

4 


R 



EXERCICIOS I3ASICOS 

B.10 Atraves do dispositivo pratico de Briot-Ruffini, obtenha 
o quociente Q(x) e o resto R da divisao de E(x) por D(x). 
nos seguintes casos: 

a) E(x) = 6x 4 — x 3 -f- 3 a' 2 -f X — 2; D(x) = x — 2 

b) E(x) m 2x 5 + jt 3 - 3.r 4 1 ; Z>(.r) = m + 1 

c) E(x) = 5x 3 + 2.v : — x + 3; £>Cv) = x — 3 

d) E(x) = x 4 + x — 1 : D(x) = .v + -i- 

e) £{.v) = a- 6 - L; Z)(.v) = jc - 1 

B.ll Transforme o polinomio P(x) — x 5 — 1 em ura produto 
de dois polinomios, sendo um deles do I- grau. 
Sugestao. Observe que P{ 1) = 0 e, portanto, P(x) e divi- 
sj vel por x— 1 . 

B.12 Dado o polinomio P(x) = x 1 + 1, transforme-o em um 
produto de dois polinomios, sendo um deles do 6- grau. 


Pode-se generalizar esse metodo para qualquer polino- 
mio E(x) com gran maior ou i gual a 1. 


EXERCICIOS RE50LVIP05 

R.8 Atraves do dispositivo pratico de Briot-Ruffini. obter o 
quociente 0fx) e o resto R da divisao de 
E(x) — 3x 3 — 2 jc 4 + 3x 2 -f 1 por x — 2. 


Exercicio complementar C.6 

4. DIVISAO DE UM POLINOMIO P(x) 

POR kx - a 

Ao dividir um polinomio P(x) pelo binomio kx — a , 
onde k e a sao constantes, com k # 0, obtemos o quoci- 
ente Q(x) e o resto R, ou seja: 

P(x) = (kx — a) ■ ^fx) + R 
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Podemos escrever essa sentenqa sob a forma: 


P(x) = k 


P{x) = 


f 

V 

a 

\ 

\ 

i 

) 


■ Q(x) + R 


r 


x — 


a 


\ 


\ 


k 


k * 0{x) + R 


Assim, o quociente Q t {x) e o resto R , da divisao de P(x) 
por x — 2 sao: 

= x 4 + x 2 + 2x-2 e J?, = -6 

Logo, o quociente O(x) e o resto R da divisao de P(x) por 
2 — x sao: 


Assim, observamos que o quociente e o resto da divisao 
de P(x) por x ~ ~r sao, respectivamenle, k * <2(jc) e R. 

K 

Logo, podemos estabeSecer o seguinte: 


Para a obtencao do quociente Q(x) e do resto R da 
divisao de P(x) por kx — a, podemos: 

1°) dividir P(x) por a* — — , obtendo o quociente 

j rt 

O [ (x) = k • Q(x) e o resto R\ 

2°) dividir Q : (x) por k, obtendo assim 

e.w 




EXERCICIOS RESOLVIDOS 


R.10 Dividir o polinomio P(x) = 1 6x 4 — 8.v 2 — I Ox + 1 por 
2*- 3. 

Resolugao 


Temos que 2t — 3 = 2 




x — — 


3 N 
2 / 


Inicialmente, dividimos P(x) por x — — , e o quociente 
obtido dividimos por 2. 


Efetuando a divisao de P(x) por x — -4. temos: 

/ 


3 

2 

16 

0 

-8 

-10 

1 


16 

24 

28 

32 

49 


Assim, o quociente <2 ,(jc) e o resto /?, da divisao de P(x) 
3 „ 

porx — — sao: 


Q,(.v) = 16x 3 + 24.r 2 + 28x + 32 e R, = 49 

Logo, o quociente Q(x) e o resto R da divisao de P{x) 
por 2x — 3 sao: 


Q(x) = ~~ — — = 8x 3 + I2x- + I4x 4 1 6 e 

2 

R = R { = 49 

R.11 Dividir o polinomio P{x) = x s — 2x 4 + x 3 — 6x — 2 por 
2 — x. 

Resolugao 

Temos que 2 — x = — (x — 2). 

Inicialmente, dividimos P(x) por x — 2, e o quociente 
obtido dividimos por — 1 . 

Efetuando a divisao de P{x) porx — 2, temos: 


2 

, i 

-2 I 

0 

-6 -2 


i 

0 I 

2 

-2 -6 


/v % _ Qi(x) _ 4 * n „ 

Q{x) = — — — = — a 4 — x — 2a- + 2 e 

if — R x — — 6 



EXERCICIOS BASICOS 


B.33 Utilizando o dispositivo pratico de Briot-Ruffini, obte- 
nha o quociente 0{x) e o resto R da divisao de E(x) por 
D(x) nos seguintes casos: 

a) E(x) =x 5 — 3x* + x 2 — 1 ; D(x) = 3x — 3 

b) E(x) = 6.v 3 + 2x + 2; D(x) = 2x — 1 

c) E{x) = x* — 1 ; D(x) = 2 — x 

d) E{x) = 2.V 4 + 3x 2 - x + 2; D(x) = 2x - 4 

e) i|| m 32x 5 4 2x 2 - x - 1; D{x) = 2x 4 1 

f) E(x) — 4x 3 — 2 a 2 + x — 5; D(x) = 1 — 2x 

B.14 Dividindo um polinomio P(x) por x — 3, obtem-se o quo- 
ciente Q(x) = 6x 2 4 8x — 1 e o resto R — 5. Obtenha o 
quociente j2,(x) e o resto /?, da divisao de P{x) por 2x — 6. 


Exercicio complementar C.7 


Extensao do teorema do resto 


Teorema 


Sejam k e a constants quaisquer, com k 4 0 
O resto da divisao de um polinomio P(x) 


kx — a e ieual a P 


v k 


Demonstrate) 

Sejam 0(x) e R(x) o quociente e o resto da divisao de 
P(x) por kx — a, respectivtunente, ou seja: 

P(x) = {kx - a) • Q{x) + R{x) (I) 

com dR < 1 ou R(x) = 0. 

Note, portanto, que R(x) e um polinomio cpnstante. Fa- 
zendo R(x) = R. a sentenqa (I) pode ser escrita como: 

P(x ) = {kx — a) • Q{x ) + R 


Calculando P 


a ^ 




. oblemos: 


j 


a > 

r 



1 • Q 

f 

a 

\ 



** 

— a 

, k 


\ k ) 

i 

J 

J 


p 


a 




\ 


J 


= R 


Logo, o resto da divisao e iguai a P 



c 

j \ 

i 



tc.q.d.) 





Temos: 


o 


Qiu 


ji! EXERCICIOS RESOLV1POS 

R.12 Calcular o resto da divisao do polindmio 

P(x) = Zv 4 — 3x 4 I por Zv — I 

Resolugao 

A raiz do binomio Zv — 1 e y. 

Pela extensao do teorema do resto. temos que o resto R 

.. k > T 1 A 

da divisao de P(x) por 2x — 1 e P — - .on seja: 


L 1 


R = P 


f \ ) = J i V 

, 2 J 


2 / 


- 3 


4 1 


z ; 


R = P 


_p 

x 2 I 


3_ 

8 


R.13 Obter o resto da divisao do polinomio 

P{x) — 6x 7 4 8x 5 4 3 a 4 — 2x 4 9 por 5x. 

Resolugdo 

A raiz do polinomio 5x € 0. 

Pela extensao do teorema do resto. temos que o resto R 
da divisao de P(x) por 5x e P{0), ou seja: 

R = P{ 0) = 6 • 0 7 4 8 • 0 5 4 3 • 0 4 - 2 • 0 4 9 
,\ R = P{0) = 9 



B.15 


EXERCICIOS BASICOS 

Caleule o resto da divisao de P{x) por D(x) nos seguintes 
casos: 

a) P(x) = 9x 3 — 3a- 4 1 ; D(x) ». 3x — 1 
bj P(x) = 16.\ J — 2x — 3; D(x) = Zv 4 1 

c) P(.v) = 4# — x 2 — .v 4 1 ; D(x) = 2x — 3 

d) P(x) = 16x 5 — # 4 x: D(x) = 1 — Zv 

e) P(x) = x ( ' 4 3a 4 4 x 2 — 3; D(x) — 6x 


B.16 Obtenha o polinomio do 2- grau que, dividido por 5v. 
3x — l e 2 - .v. apresenta restos iguais a 1 . 3 e 43, respec- 
tivamente. 

Exercicio complementar C.8 

Extensao do teorema de D’Alembert 

T eorema 


Sejam k e a constantes quaisquer, com k # 0. 

Uni polinomio P(x) e divisive! por kx — a, se. e 


somente se. P 


a 


\ 


) 


= 0 


m 

EXERCICIOS RESOLVIPOS 

R.14 Mostrar que P{x) ~ 3x 3 — 4x 2 4 4x — 1 e divisive! por 
3x- L 

Resolugao 

A raiz do bi nomio 3x — 1 e ~~ . 

Para mostrar que P(x) e divisive! por 3x — i , basta veri- 

1 A 

I i car mosque P — — 0. 

\ 3 J 



Logo. P(x) e divisivel por 3x — i . 

R.15 Deie rminar a de tnodo que o polinomio 

P{x) = x 3 — ox 2 4 (a 4 1 )x 4 2 seja divisivel por 2x 4 1 . 

Resolugao 

, L 

A raiz do binomio 2x 4 1 e - — . 

P(x) e divisive) por Zv 4 1 se, e somente se. 



Assim, temos: 


1 1 

3 

f L A 

2 

r i \ 

v 2 j 

“ a 

v 2 j 

+ {d + 1) 

k, 2 j 


4 2 



1 _ a _ a _ 1 

S' T _ T 2 



Multiplicando por 8 ambos os membros dessa igual- 
dade, obtemos: 

-1 - 2a - 4a - 4 4 16 = 0 
—6 a = —1 1 a — — r- 


JP EXERCICIOS SASICOS \ »It 

B.17 Determine a constante a de modo que o polinomio 
P{x) = 9x 3 4 ( a 4 1 )x- - ax 4 1 sej a divisive] por 
3x - l. 

B.18 (UFSC) Sendo a e b dois numeros tais que o polinomio 
P(x) — 2x 3 4 ax 2 4 bx — 66 divisivel por (x 4 3) e por 
(2x 4 1), determine a e b . 

Exerclcio complementar C.9 

5. DIVISAO DE UM POLINOMIO P(x) 

POR (x - a)(x - b) 

Teorema 

Sejam a eh constantes quaisquer, com a i 2 b. Um 
polinomio P(x) e divisivel por x — a e por x — b se, 
e somente se, P(x) e divisive! pelo produto 
(x — a)(x — b). 

Aten^ao! O polinomio P(x) = (x — 3)(x + 5) e divisivel 
porx — 3, mas nao e divisivel por (a — 3)(x — 3). Por causa 
de situates como essa e que esse teorema exige a 4 b. 
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EXERCiCIOS RESOLVIDOS 


R.16 Para que valores de m e n o polinomio 

P{x) : x° — nvc ] + fix 3 ~ 2x 2 + 10a — 12 e divisive! por 
(x - 2)(x - 3)? 

Resolugao 

Pelo teorema anterior, temos que P{ x) € divisivel por 
(a - 2)(a — 3) se T e somente se, P(x) e divisivel por 
x — 2 e por a — 3. Assim. pelo teorema de D' Alembert, 
devemos ter: 

P(2) = 0 => 2 5 - ffi • 2 4 + n • 2 3 - 2 • 2- +10 • 2 - 12 = 0 
e P(3) = 0 =? 3 s - m • 3 4 + « • 3 J - 2 • 3 3 + 10 ■ 3 - 12 = 0 


32 - 16m + 8n - 8 + 20 - 12 = 0 
243 - 8L/n + 27n -18 + 30-12 = 

16m — 8/2 = 32 
81m -Yin = 243 


2m — n = 4 (I) 


0 


3m — n = 9 (II) 


Subtraimos membro a membro (I) e (II): 

~m — —5 => rn - 5 


Substituindo m — 5 em (I), temos 2 ■ • 5 — n = 4 n . = 6. 

Logo, m — 5 e n = 6. 

R.17 Obter os valores de a e b, sabendo que o polinomio 
P( a) —x 3 + ox 2 + bx — 18 e divisivel por D(x) = x 2 — 9. 

Resolugao 

O polinomio D(x) pode ser escrito sob a forma: 

D(x) = (a - 3)(a + 3) 

Pelo teorema anterior, temos que P(x) e divisivel por 
(a — 3)(a + 3) se. e somente se, P(x) e divisivel por 
a — 3 e por a + 3. 

Assim, pelo teorema de D'Alembert, podenios afirmar 
que: 

P( 3) = 0 =* 3 3 + a • 3 2 + b ■ 3 - 18 = 0 e 

P{~ 3) = 0 => (-3) 3 + a • (— 3) 2 + b • (-3) -18 = 0 

27 + 9a + - 18 - 0 

-27 + 9a - 3b- 18 - 0 

9 a + 3(7 — —9 (I) 

9a — 3b — 45 (II) 

Somamos membro a membro (I) e (II). 1 8 a - 36 => a — 2. 
Substituindo a — 2 em (I), obtemos; 

9 • 2 + 3* = -9 => £ = -9 

Logo, a = 2 e b — —9. 



f EXERCICIOS BASICOS 




B.19 (Acafe-SP) Determine p + q para que o polinomio 
P{x) = 2x 4 + 3.v' 3- px 2 + qx — 3 seja divisive! por 
(a + I) ♦ (a - 3), 

a) -23 c) -42 e) -19 

b) 4 d) -4 

B.20 Determine os valores das constantes a e b, sabendo que o 
polinomio P(x) = x’ + ax 3 + x : + bx + b e divisivel por 


B,21 O polinomio P(x) = a 4 + a 3 + (a + 2)x 2 + bx + 6 e di- 
visive! por .V 2 + a — 6. Encontre os valores das constan- 
tes a e b. Sugestao. Fatore o polinomio x- + x — 6. 

Exerctcio cornplementar C.10 



C.3 


C.4 


C.S 


C.6 


C.7 


C.8 


C,9 


A 


2 


4. 


EXERCICIOS COMPLEMENTARES 


C.l Sabendo que o resto da divisao do polinomio 

P(x) = a 2 — 5a + 7 por a — a e igual a 1, obtenha o valor 
da constante a. 

C.2 (F. M. Santa Casa-SP) Dividindo uni polinomio/ por 

8 — (a — l)(x + 2), obtem-se resto 2a — 1.0 resto da 
divisao de / porx + 2 e: 

a) 3 c) -3 e) x - 1 

b) 1 d) -5 

Sugestao. Indique o quociente da divisao por Q{x) e 
aplique a propriedade fundamental da divisao de polino- 
mios. 

(U, F. Uberlandia-MG) O resto da divisao de 

a + 5a 5 + 9a 9 + 13x’ 3 + ... + 797a 797 porx — 1 e: 

a) 39.500 c) 95.200 e) 108.200 

b) 79.800 d) 102.300 

(UFMG) Considere o polinomio 
/(a) = a 3 + 3a 2 + ax + b, em que a e b sao nun terns 
reais. Se/{x) + 1 e divisivel porx + 1 e f{x ) - 1 e divi- 
sive! por a — 1. pode-se aftmiar que os valores d ea e b 
sao, respectivamente: 

a) 0 e 3 c) -1 e -4 e) 0 e -3 

b) —2 e —3 d) — 1 e —2 

Sugestao. Se E(x) — /(a) + 1 e H ( x ) ~ /(a) — 1 . tem-se 
que £(-!) = 0e#(l) = 0. 

(Fuvest-SP) Seja p( a) uni polinomio divisive! porx — 3. 
Dividindo p(x) porx — 1 obtemos quociente q(x) e resto 
r = 10. O resto da divisao de <y(x) porx — 3 e: 

a) -5 c) 0 e) 5 

b) -3 d) 3 

Usando o dispositivo pratico de Briol-Ruffini, mostre 
que o polinomio na variavel x: 

a) a 3 — a 3 pode ser fatorado sob a forma 
(a — d)(x 2 + ax + a 2 ). 

b) x ? + a 3 pode ser fatorado sob a forma 
(a + a){x 2 — ax + a 2 ). 

Dividindo o polinomio 4x : + 6a ? + ax - b por 2a — I. 
obtem-se resto 2 e um quociente com termo indepeuden- 
te igual a 5. Determine as constantes a e b. 

O polinomio a' — a 2 — x + lea soma do quociente com 
o resto da divisao do polinomio 
P{x) — 3a 4 — 4a 3 + ax 2 + bx + 1 por 3 a — 1. Determine 
o resto da divisao de P(x) por 2x + 1 . 

(Faap-SP) Um estudante fatorou a expressao 
27a 3 — 9a 2 + ax — 2 como o produto de dois polinomios 
em que um deles era 2v — 3. Calcule o valor da constante a. 

C.10 Dividindo um polinomio P(x) porx — 2, obtem-se resto 7; 
dividindo P{x ) porx + 2, obtem-se resto —33. Qua] e o 
resto da divisao de P(x) por x 2 - 4? Sugestao. P(2i = 7. 

P(-2) = -33 e P(x) = P - 4) • O(a) + «x + b. 

V ■ 

Resto 


UJ 

U 


< 

i n 
Ul 

•O 

U* 

< 


a 

UJ 

LU 

Wf) 

0 

1 

<o 
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Copftulo 66 

EQUACOES POLINOMIAIS 


1. DE FIN ICAO 


Pelo leorema de D’Alembert, P(x) e divisive] por x — i . 
Portanto P (x) pode ser escrito como: 


Equagao polinomial e toda equagao que pode ser 
apresentada sob a forma: 

a n x n + a„ _ ,.y 7! “ 1 + £/„ _ vd' - 3 + ... + a it = 0, cm que 
P(x) = + a„ _ jX" ~ 1 + a lt _ 2 x" ~ 1 + — + flu 

e um polinomio de grau n. n > 1 , 


P(x) - {x - 1) • Q(x) 

Para obter Q(x). basta dividiimos P(x) por x — l . Por 
Briot-RutFini, temos: 


1 

1 

“6 

li 

-6 


1 

-5 

6 

0 


• Uma equacao polinomial pode ser tambem denomina- 
da equacao algebrica. 

• O grau do polinomio P(.x) e tambem o gran da eqita 
gao polinomial P (x) = 0. 

• As raizes do polinomio P(x) sao tambem as raizes da 
equacao polinomial P(x) = 0. 

• No universe dos ntimeros complexos. o conjunto for- 
mado pelas raizes da equagao polinomial P(x) = 0 e o 
conjunto solugao (S) ou conjunto verdade ( V) da 
equagao. 

• a n e chamado de coeficiente dominante de P(x). 
Exempt os 

a ) 2x — 6 = 0 e uma equacao polinomial do 1- grau na 
variavel x, cuia raiz e 3. O conjunto solucao dessa equa- 
gao 6S= (3}. 

b) A equagao x 2 — 3x + 8 = 2x + 2 pode ser apresen- 
tada sob a forma x 1 — 5x + 6 = 0 e, portanto, e uma equa- 
gao polinomial do 2- grau na variavel x. Suas raizes sao 2 
e 3 e. por isso. seu conjunto solugao e S = {2, 3 }. 

c) x 3 — lx 1 + x — 2 — 0 e uma equagao polinomial do 
3- grau na variavel x. Para determinarmos suas raizes 
complexas podeinos fatorar o primeiro membro, ou seja, 
x 2 {x — 2) 4- (x — 2) = 0 => (x — 2)(jc 2 + 1) — 0. 

Pela propriedade do produto nulo, concluimos que: 

x — 2 = 0 => x = 2 ou 

+ 1 — 0 x 2 = — 1 x — i ou x = —i 

Assim, as raizes da equacao sao 2, / e — Temos. entao, 
como conjunto solugao S — { 2, /, — i } . 


Logo, Q(x) = x 2 — 5x + 6 e, portanto, 

P(x) = (x — l)(x a — 5x + 6). 

Assim, a equagao x' — 6x- + 1 Lv — 6 = 0 e equivalente 
a (x — l)(x 2 — 5.y + 6) = 0. 

Pela propriedade do produto nulo, obtemos: 


x — 1 = 0 => x = 1 ou 

x 3 - 5x + 6 = 0 => A = (— 5) 2 - 4 • 1 • 6 = 1 



5 ± J 1 



x = 3 ou x = 2 


Concluimos assim que, alem da raiz 1, a equagao tem 
como raizes os numeros 3 e 2. 



EXERCICIOS BASICOS 



B.i Resol va. em C, a equagao P(x) — 0, dada uma de suas 
raizes /*, ein cada um dos seguintes casos: 

a) x 3 — 2x 2 — 13x — 10 = 0 e /■ = 5 

b) 2x 3 - x 2 + 2x - 1 = 0 e r = ~ 


B.2 (E. E. Maua-SP) Resolver em (P a equacao 

x- 5 — 2x a + 2x + a = 0, na variavel x, sabendo que o nu- 
mero 1 e uma de suas raizes. 

B.3 Resolva. em C. a equacao P(x) — 0, dadas duas de suas 
raizes r, e r 2 , em cada um dos seguintes casos: 

a) x 4 — 5x 3 + 3 a 2 + 15x — 18 — 0, com r, = 2 e r 2 = 3 

b) 3 a 5 — 16xr* + 11 x 3 + 22x 2 — 8x = 0, com r, = — I 
e r 2 — 4 


Exereicio complementar C.1 


EXERCICIO RESOL VI DO 

R.l Uma das raizes da equagao polinomial 

x 5 — 6.v : + 1 lx — 6 = 0 e o numero 1. Obter as outras 
raizes em C. 

Resolufdo 

Temos que 1 e raiz do polinomio 

P(x) = x 3 — 6x 2 + 1 lx — 6, ou seja, P(1 ) = 0 


2. TEOREMA FUNDAMENTAL DA 
ALGEBRA 

O estudo das equagoes polinomiais e alicergado no 
teorenia fundamental da algebra, cujo enunciado e; 

Toda equagao polinomial admite peio menos uma 
raiz complexa. 


A demonstraqao desse teorema foi a tese de doutora- 
mento de Carl Friedrich Gauss (1777-1855) no ano de 
179S. Embora outros matematicos ja tivessem tentado 
essa demonstracao. Gauss foi o primeiro a realiza-la com 
perfeicao. 

Admitiremos o teorema fundamental da algebra sem 
demonstracao. 

3. TEOREMA DA DECOMPOSICAO 

Uma conseqiieneia imediata do teorema fundamental da 
algebra e o teorema da decomposicao, que nos garante: 


Todo polinomio de grau n, n -- 1: 

P(x) m a n x? + a„ _ j# " 1 + a„ _ ,x" ~ 2 +- ... + a 0 
pode ser fatorado sob a forma: 

P(x) m a„( x - r,)(x - r 2 )(x - r 3 ) * ... * (x - r„) 

em que r 2 , r 3 , ..., /•„ sao todas as raizes de P(x). 


Demonstracao 

Seja P(x) = a n x n + ci n _ 1 x" “ 1 + a„ _ 2 x'' ~ 2 + ... + a {) 
um polinomio de grau n, n 3* L 

F'eio teorema fundamental da algebra, P(x) admite 
uma raiz complexa r,. Logo, podemos escrever: 

P(x) = (x - t\) * Qj(x) (I) 

em que Q ] (a) tern grau n — 1 . 

Se n — ! 5= 1, entao, pelo teorema fundamental da 
algebra, Qj (x) admite uma raiz complexa r 2 e podemos 
escrever Q,(x) = (x - r z ) ■ Q 2 (x). 01) 

Substituindo (ID em (I), tem-se: 

P(x) = (x - r,)(x - r 2 ) * Q 2 (x) 

Repetindo esse procedi men to n vezes, obtem-se: 

P(x) = (x - r,)(x - r 2 )(x - r 3 ) ■ ... • (x - r„) * Q n (x) 

Por defmiqao de identidade de polinomios. temos que o 
coeficiente dominante a n de P(.r) deve ser igual a 0 (1 (.v). 
Logo P(x) = a n (x ~ r , )(x - r 2 )(x - r 3 ) ■ ■ (x - r „ ). 

(c.q.d.) 

i 

EXERCICIOS RESOLVIDOS 

R.2 Fatorar o polinomio P(x) — 2x 2 — 7x + 3 como o produto 
de uma constante por polinomios do 1" grau. 

Resolugao 

As raizes de P(x) sao dadas por lx 1 — 7x +3=0. 
Temos: 

7 -+- FPi 

A - (— 7) 2 - 4 ■ 2 ■ 3 = 25 x = v 

2 • 2 

i 1 

. . x = 3 ou x - — 


Pelo teorema da decomposicao. obtemos: 




R.3 Duas das raizes dp polinomio 

Ax) = -ri - 4.v- 5 - 0 + 16-x — 12 sao 2 e 3. Fatorar o 
polinomio P(x) como produto de uma constante por 
polinomios do 1“ grau. 


Resolugao 

Temos que 2 e 3 sao raizes do polinomio 

P(x) = x 4 — 4x 3 — x 2 + 16x — 12, ou seja, P{2) — 0 

e A3) = 0. 

Pelo teorema de D'Alembert, P(x) e divisive! por.v - 2 
e porx — 3. Portanto P(x) e divisfvel por (x — 2)(x — 3). 
Assitn, Pipe) pode ser escrito sob a forma 

P(x) = (x-2)(x-3)*Q 2 (x). 

' V ** 

2i(x) 

Para obtermos QRx). dividimos P(x) porx - 2: 


2 

i 

^4 

-1 

16 

-12 


i 

—i 

A, 

-5 

6 

0 


Logo, Qiix) = x 3 — 2x 2 — 5x + 6. 

Para obter 0 2 (x). dividimos <2,(.v) porx - 3: 


3 

1 

_9 

JL* 

— 5 

6 


1 

1 

-2 

0 


Logo, Q 2 (x) = x 2 + x - 2. 

ConcluundS, entao, que o polinomio Ax) pode ser escri- 
to como P(x) = (x - 2)(x - 3)(x 2 + x —2). 

Portanto, as raizes do polinomio sao as mesmas da equa- 
5 ao (x — 2)(x — 3)(x 2 + x — 2) = 0. 

Pela propriedade do produto nulo, temos que: 

x — 2 = 0 x = 2; ou x — 3 = 0 => x = 3; ou 
x 2 +x-2 = 0=>A=l 2 -4- 1 ( — 2) - 9 

. „ _ — 1 ± J9 . , 

. . x — - . . x ~ 1 ou x = —2 

Pelo teorema da decomposicao, obtemos: 

Ax) — (x - 2)(x - 3)(x — 1 )(x + 2) 
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EXERCICIOS BASICOS 



B.4 Falore o polinomio P(x) como o produto de uma cons- 
tante por polinomios do I s grau, em cada um dos seguin- 
tes casos: 

a) Ax) = 3x 2 - 5x f- 2 
b ) P(x) = v - 4x 2 + 3x 

c) Ax) = x 3 — 4x 2 — x + 4, sabendo que P(1 ) = 0 

B.5 (UFSE) Se —2 e raiz do polinomio 

f — 2a -3 + x 2 — 8x — 4, entao a forma fatorada de/ e: 

a) (x — 2)(2x + l)(x - 4) 

b) (x - 2)(2x - l)(x + 4) 

c) (x + 2)(x + l)(2x - L) 

d) (x + 2)(x + l)(2x — I ) 

e) (x + 2)(x - 2)(2t + 1) 

I 


415 


B.6 Dado que o polinomio 

P(x) 3a 4 — 2 5 a 3 + 59a 2 — 47a +10 satisfaz a condi- 
gao P( 1 ) = P{ 2) = 0, represente P(x) como o produto de 
unia constante por polinomios do primeiro grau. 

Exercicio complementer C.2 

Consequencia do teorema da 
decomposicdo 

Consideremos a equagao polinomial de grau n, na 
variavel x: 

u„ x” + \X ri - [ + a lt _ 2 x n ~ 2 + ... + a n = 0 

Pe!o teorema da decomposigao. essa equagao pode ser 
apresentada sob a forma: 

a n (x ~ — r 2 )(x — r 3 ) • ... * (a: — r„) = 0 

Temos, entao, que / r 3 , r 3 , ..., r„ sao todas as raizes dessa 
equagao. 

Assim sendo, podemos coneluir o seguinte: 

Uraa equagao polinomial de grau n admite exata- 
mente n raizes complexas, nao necessariamente dis- 
tintas entre si. 

Multiplicidade d© uma raiz 

Seja a equagao polinomial de grau n, variavel x e rai- 
zes /*,, / v, r 3 , /■„: 

a„( x ~ r,)(A — r 2 )(x — r 3 ) • ... * (x — r„) - 0 

• Se uma raiz comparece uma unica vez dentre os fato- 
res do primeiro membro, entao /*, e chamada de raiz 
simples da equagao. 

• Se uma raiz r- comparece k vezes. k > 1 , dentre os fa- 
tores do primeiro membro, entao i) e chamada de raiz 
de multiplicidade k da equagao. 

Exempio 

A equagao (a — 2) 3 (x — 5 )(a — 4) 2 = 0 pode ser escrita 
como: 

(.v — 2) (a — 2)(a — 2) (a — 5)(a — 4)(a — 4) = 0 
Assim, temos que: 

• a raiz 2 tern multiplicidade 3. ou podemos dizer ainda 
que 2 e raiz tripla da equacao; 

• o numero 5 e raiz simples da equagao; 

• a raiz 4 tem multiplicidade 2, ou podemos dizer ainda 
que 4 e raiz dupla da equagao. 


EXERC1CIOS RESOLVIDOS 

R.4 Construir a equagao polinomial P{x) ~ 0 com conjunto 
solugao S { — 1 , 6, 7 } tal que — 1 e raiz simples, 6 e raiz 

dupla. 7 e raiz tripla e o eqeficiente dominante de P(x) e 9. 

Resolugao 

Toda equagao polinomial P{x) — 0 de grau n pode ser 
escrita sob a forma: 

a n [x - r,)(A - r 2 )(x - r 3 ) • ... • (a - rj = 0 



em que a„ e o coeficiente dominante deP(x) e 
r,. r 2 , rj, r„ sao todas as raizes de P(x). 

Esse problema exige que: 

■ o coeficiente dominante de P(x i seja 9; 

• — t seja raiz simples, ou seja, a + 1 deve comparecer 
uma unica vez na decomposigao de P(x); 

* 6 seja raiz dupla, ou seja, a — 6 deve comparecer exa- 
tamente duas vezes na decomposigao de P (a) : 

■ 7 seja raiz tripla, ou seja, a — 7 deve comparecer exa- 
tamente tres vezes na decomposigao de P(x). 

Nessas condi goes, temos que: 

P(x) = 9(a + 1)(a — 6 )(x — 6 )(a ~ 7 )(a — 7)(a — 7) 

Logo, a equagao polinomial pedida e: 

9(a + I )(a - 6 ) 2 (a - If ~ 0 

R,5 Sabendo que 3 i uma raiz dupla da equagao 

A 4 — 12a 3 + 53a 2 — 1 02a + 72 — 0, obter as outras raizes 
em C. 

Resolugao 

Pelo teorema da decomposigao, a equagao proposta pode 
ser escrita como: 

Qz(x) 

f V 

(a — 3)(a - 3)(a — 7‘] ) (a — r 2 J = 0 

^ v j 

Qifr) 

em que r ( e r 2 sao as outras raizes, alem da raiz 3. 
Dividindo P(x) — a 4 — 12a 3 + 53a 2 — 102a + 72 por 
x — 3, obtemos 0, (a). E, dividindo Q : (A) por a - 3, 
obtemos 02 (a). 

Por B riot- Ruff ini, temos: 


3 

1 

-12 53 

-102 72 


1 

-9 26 

-24 0 

|||*§ 

■ — X 3 

- 9a 2 + 26a - 

24 e 

3 

» 1 

-9 26 

-24 


1 

-6 8 

o; 

Q 2 (x) 

= A 2 

— 6x + 8 



Assim. a equagao proposta pode ser escrita como 
(a — m ~ 3) (a 2 — 6.v + 8) = 0. 

Pela propriedade do produto nulo, obtemos: 


x — 3 = 0 =$ a = 3; ou a 2 — 6a + 8 = 0 => 
^ A = {— 6) 2 — 4 • 1 • 8 = 4 


6 ± J4 



x — 4 ou x = 2 


Logo, alem da raiz dupla 3, a equagao admite as raizes 
simples 4 e 2. 

R.6 Mostrar que o numero 1 e raiz tripla da equagao 
a 5 — 3a 4 -1- 6a 3 — 10a 2 + 9a — 3 = 0. 

Resolugao 

Para que I seja raiz tripla da equagao proposta. temos. 
pelo teorema da decomposigao, que essa equagao deve 
ser equivaiente a: 

Qi(x) 

, * •, 

&(*) 

(a - 1 )(a - 1 )(a - 1)(a — r ,)(a - r 2 ) =0 


0i to 


J 




em que r, e r 2 sao raizes da equagao. distintas de 1. 
Assim, devemos ter que: 

I. o polinomio 

p (a-) = a 5 — 3a 4 + 6a- — 10x z + 9x — 3 & divisivel 
por x — 1 ; 

EL o quociente Q , (a) . de P (a) por x — 1, tambem e 
divisivel por x — 1 ; 

III. o quociente j2 2 (x). de Q\(x) por x — 1, tambem e 
divisivel por a - — 1; 

IV. o quociente Q s (x), de Q 2 (x) por x — 1, nao e divi- 
sfvel por a — 1 , 

Vamos as constatagoes: 

I. Aplicando Briot-Ruffini: 


I 

1 

=■3 

6 

■~10 

9 

-3 


1 

-2 

4 

-6 

3 

0 


Logo, P(x) e divisivel por a — 1; portanto temos: 
P(x) = („ r - L)(a 4 — 2a 3 + 4a 2 - 6x + 3) 


0,(a) 

II. Aplicando Briot-Ruffini: 


1 

1 

-2 

4 

-6 

3 


! i 

-i 

3 

-3 

0 


Logo. Q | (a) e divisivel por a — 1; portanto temos: 

2j(a)^(a-1)(x 3 -a 2 + 3a-3) 

1 ✓ ' 

Qi(x) 

III. Aplicando Briot-Ruffini: 


I 

1 

-I 

3 

-3 


I 

0 

3 

0 


Logo, Q 2 (a) e divisivel por a — !; portanto temos: 
&(■*) = U _ OU 2 + 3) 

.* sc - > 

2j(a) 

IV. Pelo teorenia de D’Alembert, temos que 

x) — x 2 + 3 nao e divisivel por a — 1, pois 
&( 1 ) + 0 . 

Assim, o polinomio P(x) e tal que: 

P( X) - (A - I)(A - 1)(X - 1)(A 2 + 3) 

P{ X) m (a - l>’(x 2 4- 3) 

com a 2 + 3 nao divisivel por a — 1 . 

Loco, 1 e raiz tripla de P(x). 

(c.q.d.) 

EXERCICIOS BASICOS 

B.7 Construa a equagao poiinonaiaJ P(x) = 0 cujo conjunto 
solugao e 5 = { — l, 1.2, —2}, sendo — lei raizes sim- 
ples. 2 lima raiz dupla, —2 uma raiz tripla e sendo P(x) 
um polinomio de coeficiente dominante igual a 7. 


B.9 Sabendo que — 1 e raiz dupla da equagao 

a 4 + 2a 3 + 2a 2 4- 2a + 1 = 0, obtenha as outras raizes 
em €. 

B.IO (U. E. Londrina-PR) Se o polinomio 

a 3 + ( k — 4)a 2 — 8a h- 4 L k G (R, admite a raiz 2 com 
multiplicidade 2, entao a outra raiz e: 

a) 1 c) — 1 e) —3 

b) 0 d) -2 

B.ll Mostre que: 

a) 5 e raiz dupla da equacao 

A 6 — 10a 5 + 25a 4 + a 2 — 10a + 25 = 0; 

b) 2 e raiz tripla da equagao 

a 5 — 6a 4 + 1 lx 3 — 2a 2 — 12a + 8 = 0 

Exercicios complementares C.3 e C.4 


4. RAIZES IMAGINARIAS 

Vamos estudar agora um teorema que diz respeito as 
raizes imaginarias de uma equagao poiinomial de coefici- 
entes reais. Lembre~se de que numero imaginario e todo 
numero complexo z nao real, isto 6, z = a + bi com 
a E OR e b E IR*. 

Teorema 

Se o numero imagindrio z = a + bi, aERe 
b E IR*, e raiz de uma equagao poiinomial P(x) = 0 
com coeficientes reais. entao o conjugado de z, 

~z = a - bi, tambem e raiz dessa equacao. 


Demonstragao 

Seja P(x ) — a„x n + a„ _ { x n “ 1 + a n _ 2 x n ~ 2 + ... + 
um polinomio com coeficientes reais lal que o numero 
imaginario z = a + bi, a EE IR e b £ R*, seja raiz da 
equagao P(a:) = 0. 

Temos que F(z ) = 0, ou seja: 

a„z" + a n _ jz" “ 1 + ci n _ 2 z n ~ 2 + ... + a 0 = 0 (I) 

Se do is complexos sao iguais, entao sens conjugados sao 
iguais. Por isso, podemos concluir da sentenga (I) que: 

a„z n + a n _ iz" “ 1 + a n _ 2 z" “ 2 + ... + o 0 = 0 

Pelas propriedades do conjugado de um complexo, po- 
demos escrever: 



« fl (z) M + a„_ jtz)" ' + 2 + ... + a 0 ~ 0 

/. P(z} =0 


B.8 (Fesp-PE) Se /(a) — 2a* 1 + ax 1 + bx 1 + cx + d € uma 
fungao poiinomial. eujas raizes sao 2, 3, 5 e 6. podemos 
afirmar que /(8) e igual a: 

a) 120 c) 360 e) 1 

b) 0 d) 240 

Sugestao. Conhecendo as raizes e o coeficiente domi- 
nante do polinomio, podemos representa-lo na forma 
fatorada, 


ou seja, z e raiz da equacao P(x) = 0. (c q d ) 

Conseqiiencias 

• Se um numero imaginario z e raiz de multiplicidade k 
de uma equacao poiinomial de coeficientes reais, entao 
o conjugado de z tambem e raiz de multiplicidade k 
dessa equagao. 


• O mimero de raizes imaginarias de uma equacao poli- 
nomia] de coeficientes reais e neeessariamente par. 

• Se uma equacao polinornial de coeficientes reais tern 
gran impar, entao essa equagao admite pelo menos uma 
raiz real. 


Jf EXERCICIOS RESOLVIDOS 


R.7 Qua! e o menor grau possfvel de uma equacao polino- 
mial P(x) — 0 de coeficientes reais que possui eomo ra- 
izes simples os numeros 8, 2 + ie — 3r? 

Resolugao 

Pelo teorema anterior, se P(x) = 0 e uma equacao poli- 
nomial de coeficientes reais e os numeros imaginarios 
2 + i e —3/ sao raizes simples dessa equacao. entao os 
conjugados 2 — i e 3/ tambem sao rafzes simples dessa 
equacao. Assim, a equagao P(x) = 0 tem pelo menos 
cinco raizes e, portanto, o menor grau possfvel dessa 
equagao e 5. 

R,8 Resolver, em C, a equacao polinornial 

A' J — 2a- 1 + a 2 — 8.v — 12=0 sabendo que 2 / e uma de 
suas rafzes. 

Resolucao 

A equacao polinornial P(x) = 0 possui coeficientes 
reais. Portanto temos que. se 2/e raiz da equagao. entao 
—2/ tambdm o e. Assim, P(a) e divisfvel por 
(a — 2/) (a + 2 /) = x 2 + 4. Efetuando a divisao de P( x) 
por x 2 + 4 temos: 



Assim, a equacao P(x) — 06 equivalente a 
(a 2 + 4 )(a - 2 - 2x - 3J - 0. 

Pela propriedade do produto nulo. obtemos: 

a- 2 + 4 = 0 => jc 2 = —4 c. x — ±2 1 ou 

a 1 - 2x - 3 = 0 A = (— 2) 2 - 4 * 1 * (- 3 ) = M 

2 ± M 

-v = .'. x — 3 011 A' = — I 

Logo, o conjunto solugao da equagao e: 

S={2L - 2 /, 3 ,- 1 } 



EXERCICIOS SASICOS 

B.I2 Determine o menor grau possfvel de uma equagao pal i- 
nomial P( a) = 0 de coeficientes reais que possui: 

a) 6, 4 — 3! e — 2 i como rafzes simples; 

b) 3 como raiz simples e 3 — 4/ como raiz tripla; 

c) 5 — / como raiz tripla e 2 + / comb raiz dupla; 

d) 2 como raiz tripla, 6/ como raiz de multi plicidade 4 e 
1 + i como raiz simples. 


B.13 Constma a equagao polinornial P(x) = 0 com coeficientes 
reais. de menor grau possfvel, que admita como raizes os 
numeros: 

a) 3, 2 + / e —21, e que P(x) tenha coeficiente dominante 
igual a 4: 

b) —6/, 3/ el + /, e que P(x) tenha coelieiente domi- 
nante igttal a 1 ; 

e) 4, — 2, i e l - i, e que P(. v) tenha coeficiente domi- 
nante igual a 6; 

d) 4, 3 e — e que P(x) tenha coeficiente dominante 
igual a 1. 

B.14 Resolva, em C, a equacao polinornial 

a 4 — 2a 3 + 1 0a : — 18 a* + 9 = 0, sabendo que 3/ e uma 
de suas rafzes. 

B.15 (Mackenzie) Urn polinomio P(x). de coeficientes reais e 
menor grau possfvel, admite as rafzes i e /. 

Se P(0) = — 1, entao /-*( — 1) vale: 

a) —4 c) —2 e) — i 

b) 4 d) 2 

Exercfcios complements res de C.5 a C.7 

5. RAIZES RACIONAIS 

Teorema 


. p . 

Seja — com p e q mteirqs primos entre si e q 0. 
P 

Se -j— e raiz da equagao polinornial 

a n xP + a n _ j a" “ 1 + a n _ 2 a" “ 2 + ... + a 0 — 0, na va- 

navel a e com coeficientes inteiros, entao p e divisor 
de a a e q e divisor de a n . 


Demonstraqao 

Sendo — uma raiz da equacao, devemos ter: 
4 


a 


p v 


r a n - 


\ q J 

+ ... + Qn = 0 


' P ’I” 1 

q j 





q 






Mul tiplic and o por q >! ambos os membros, obtemos: 

a n p n + a n _ t p * ~ l q + a„ ~ 2 q 2 + ...+ 

+ a^pq n ~ ] + a^q" — 0 (I) 

a n p n 4 a n _ x p n ~ l q + a rt _ “ 2 q 2 + ... 4 - 

+ a ipq n ~ 1 = ~a {) q n 

p(a„p n " 1 + a„ _ - 2 q + a„ _ 2 p” ~ *q 2 + ... .$ 

+ a y q n : ) = ~a^q n 


Como o produto de inteiros e inteiro e a soma de intei- 
ros tambem e inteiro, conclufmos que o primeiro membro 
da igualdade anterior e am numero inteiro. Portanto o 
segundo membro, —a () q". e inteiro e multiplo de p, 
pois e igual ao produto de p por um inteiro k- r ou seja, 
pkx = — a 0 q", £ TL 


Como p e q sao primos entre si, temos que p e q n tarn- 
bem o sao, Logo, p 6 divisor de a a . 

Temos, ainda, que a igualdade (I) e equivalente a: 

Qn -\P n ~ i 9 + Q n - %P n “ V + + Q 0 q n = ~a n p n 

\P n ~ 1 + a n -2P n ~ % + ') = ~a n P" 

Como a expressao enti'e parenteses e um numero inteiro 
k lt podemos escrever: 

qk 2 — —a„p\ k 2 E 2 

Como qcp sao primes entre si, temos que q e p” tambem 
o sao. 

Logo, q e divisor de ci„. 

(c.q.d.) 

Notas 

1. Nem toda equagao polinomial de coeficientes inlei- 
ros admite raiz racional. Por exemplo, a equacao 

x 2 — 2 = 0 nao admite raiz racional. 

2. Se a equagao polinomial de coeficientes inteiros 
P(x ) = 0 tern o polinomio P(x) com coeficiente domin an- 
te igual a 1, e admite rafzes racionais, entao essas raizes 

D 

sao inteiras, Por exemplo, se — , com p e q inteiros pri- 

mos entre si e q & 0, e raiz da equagao x 2 — 5x + 6 = 0, 
entao p 6 divisor de 6, p E {±1, ±2, ±3, ±6}, e q e di- 
visor de 1, q E {±1}. Logo, — E {±1, ±2, ±3, ±6}. 

<7 



EXERCICIOS RE50LVIV05 

R.9 Determinar, se existirem. todas as raizes racionais da 
equagao 3x* - 6x 2 — x + 2 = 0. 

Resolugdo 

Se essa equacao admite raiz do tipo — , com p&q intei- 

q 

ros primos entre si e q # 0, entao p e divisor de 2 & q € 
divisor de 3, oil seja,p £ { ± l, ±2} e q £ (± 1, ±3). 

Logo, — e|± 1, ±^-* ±2 > ±-y|. 

Testando -cada uma das “candidatas T! a raiz racional da 
equacao P (jc) — 0, temos: 


P(l) = 3 • V - 6 * l 2 - 1 + 2 = -2 

P(— 1) = 3{— l) 3 - 6(— l) 2 — (— 1) + 2 = - 6 





\ i ) 
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9 


P{2) — 3* 2 3 — 6- 2 2 -2 + 2 = 0=>2e raiz 
P(— 2) - 3(-2) 3 - 6(— 2) z - (-2) + 2 = -44 





? V 





V 


2 

Wj 




Logo, a equacao admite apenas uma raiz racional, o nu- 
mero 2. 

Nota 

O teorema do resto nos garante que o reslo da divisao de 
um polinomio P(x) por x — a e igual a P{a). Assim, nes- 
se exerefeio, poderiamos ter abreviado os calculus atra- 
ves do dispositivo pratico de Briot-Ruffini. Observ e o 
exerefeio seguinte, em que utiSizamos esse recurso. 


R.10 Resolver, em C, a equagao x 4 — 5x : + x 2 + 5x - 2 = 0. 

Resolugdo 

A equagao possui todos os coeficientes inteiros. Logo, se 
— , com p&q inteiros primos entre si e q =f 0, e raiz da 

q 

equagao, entao ( ± 1 , ±2} e q £ { ± 1 ) , 

Assim. temos que — E f ±1, ±2}. 

i 

Testando essas "candidatas" a raiz da equagao P(x) ~ 0. 
obtemos: 


1 

1 -5 

1 5 

-2 

n_ 

1 -4 • 

-3 2 

® 


i 

1*4 

I 

3x + 2 

p(i) 


1 e raiz 


Como P(x) e divisive! por x — 1, temos: 

P(x) = (x~ l)(x 3 - 4x 2 - 3x + 2) 

v ' 

Qtfx) 



Logo, se existem outras raizes racionais, estas devem ser 
rafzes de Q t (x). 

Testando as demais “candidatas” em Q , (x) . obtemos: 


-i 

1-4-32 


1-5 2(0) 


T 2 - 5x + 2 Q,(— 1) 


— 1 e raiz 


Assim, podemos escrever: 

P(x) s (x - 1 )(jc + 1) ~Sx + 2) (I) 


Q 1 (x) 

Logo, se a equagao admite outras rafzes racionais. estas 
sao rafzes de Q 2 {x). 

Testando 2 e — 2 em Q 2 (x ), temos: 



Conclufmos entao que as unicas rafzes racionais de 
P(x) = 0 sao 1 e — 1. 

De (I), temos que a equagao P{x) — 0 pode ser escrita 
como (x — l)(x + l)(x 2 — 5 jc + 2) = 0. 



Pela propriedade do produto nulo, obtemos: 

x— 1 = 0 =}► a = 1 ; ou a 4- 1 = 0 => a = — 1 ; ou 
a 2 - 5a- + 2 = 0 A =?■ (— 5) 2 -4-1*2 = 17 

5 ± JTT 


Temos, enlao, como conjunto solu^ao: 




5 + yr? 




EXERCICIOS BASICOS 


B.16 Determine, se existirem, as rafzes racionais decada uraa 
das seguintes equacoes: 

a) 2x* 4- x 3 4- a 3 + a — I =0 

b) a-\4-3a 4 - &x 3 - 7 a - 2 = 0 

c) 3 a 4 + 2a 3 + 5a 2 4- 4a - 2 = 0 

B.17 Resol va, em C. cada uraa das seguintes equacoes: 

a) a 4 4- 3a -3 + 3a 2 4- 3a -I- 2 = 0 

b) 6 a 4 - a 3 + 1 1a 2 - 2a - 2 = 0 

c) 2 a 4 — 4a 3 4- a 2 1 x — 0 


Exerctcios complementares C.8 eC.9 

6. RELAQOES DE GIRARD 


Albert Girard (1590-1633). flamengo, em sua obra In- 
vention nouvelle en Valgebre, apresentou um importante 
teorema que relaciona as rafzes com os coeficientes de 
uma equacao polinomial. Antes de estudar esse teorema 
em sua forma geral. vamos aborda-lo particularmente 
para equacoes do 2 s e do 3 s gram 


As relagdes de Girard em uma 
equagao do 2 9 grau 


Consideremos o polinomio do 2- grau 
P(x) = ax 2 4- bx + c cujas rafzes sao r, e r 2 . Pelo teorema 
da decomposipao de um polinomio, podemos escrever: 

ax 2 4- bx + c = a(x — r^x — r 7 ) 
x 2 * ~x + -(*- r.Kx - r 2 ) 

b c 

a 2 + —x + — = x 2 — (r i 4- r-,)x + r, r. 
a a 1 z 


— (r i + r 2 ) = 




r 

r \ r 2 ~ 
c 

rtjftfj* = — 
a 




Temos. entao. o seguinte: 


As rafzes r x e r 2 da equa?ao polinomial do 2 e grau 
ax 2 + bx + c ~ 0 sao tais que: 


7*1 ! f 2 


< 






BXERCICIO RESOLV1DO 

R.ll Sendo r, e r, as raizes da equacao do 2- grau 

3a 2 4- J5 x 4- Jl = 0, calcular: 

a) /"i 4- r, 

b) r t r 2 . 

c) — 4- - — * 


j-, 


r-, 


d) /- 2 4 rf 

e) 4r + — 

r \ r 


Resolugao 

Os coeficientes da equacao 3 a 2 4- J5 x -I- Jl — 0 sao 
a~l,b = J~5 e c - Jl . 

Assim, temos: 


a) r, 4 r 2 — — 


i?. 4- ri = - 


JJ 


a 


*>) m r 2 = — m ft r 2 = — — 

ct 3 


Vs 


^ 1 , 1 r 2 + 

C) + ‘ • 


3 


r 7 


jji 


i , 2 



_ _ J5 _ _ JlO 
Jl 2 

d) Observando a idenlidade (/*, 4- / ' 2 ) 2 = r 2 + 2r,r-, + r 3 2 
podemos escrever: 


r } + tf~ (rj + r 2 ) 1 - 2r t r, 

' J5 ’ 


r? 4 r 2 = 


_ 1 . 


V 


Jl 

3 


■ 7 i t 

. . rr + r-r = 


2 Jl 5 - 6jl 


e) ~ + 1 


r r 


r? 


r 2 + rf 

~Wf 


r, 2 + rf 

( r i r i ) 2 


5 - 6^2 


5 - 6jl 


Jl~ ' 


o 

V 


3 


i 



EXERCICIOS SASICOS 

B.I8 Sendo 7-, e r 2 as raizes da equacao 

2a 2 — Jl x + J 6 =0, calcule: 

a) /*, + is 

b) t x t % 

\ i 

c) 


e) 


+ ■ 


7*1 

^2 

1 7 


1 +• 



r 


a 



1U9 


0 conjunto solugao da equagaoa* 2 + bx + c = 0, a A 0 
e c + 0, e 5 = { r t , r 2 } . Calcule em fungao de a, b e c os 
seguintes valores: 

a) r, + r 2 

b) ry 2 

, 1 , 1 

c) — + — 


r 


i 


/ - 


d) r] + r\ 

, 1 , 1 

e) — r + ' 


■> 

rX 


Exerci'cio complementar C. 10 

As rela^oes de Girard em uma 
equa$ao do 3- grau 

Consideremos, agora, o poiinomio do 3 s grau 
P(.x) = ax 3 + bx 2 + cx + d cujas raizes sao r u r 2 e r y PeJo 
teorema da decomposigao de um poiinomio, podemos es- 
crever; 

ax 3 + bx 2 + cx + d = a(x — t\)(x — r 2 ){x — r 3 ) 


. . x 


3 _L 


a 


x 2 + 


a 


d 


a 


= (x~ ri)(jr - - r 3 ) 

. t , b ■, c .4 

. * .r 4- ■ — x- 4- — x 4 — 


a 


a 


a 




x 3 — (r ( 4 r 2 4 r 3 )x 2 4 
+ WM + + r 2 r 3 )x ~ ram 


-(r, + r, ■+ r 3 ) = 


a 


c 


r } r 2 + + ry 3 = — => 

a 




a 


r i + r-, + r, = — 


a 


rm + rm + r 2 r 3 - 


d 


a 


a 


Temos, entao, o seguinte: 

As raizes r u r 2 e r 3 da equagao polinomial do 
3 s grau ax 3 + bx 2 + cx + d — 0 sao tais que: 


H + r 2 + r 3 = 


a 


r,r 2 + r,r 3 + ry 3 = 


a 




a 





EXERCICIO RESOLVIDO 


R.12 Sendo r,. t\ e r, as raizes da equaeao 
2** — 4v 2 + 3,v + 1=0, calcular: 

a) r, + r 2 + r 3 

b) iy 2 + r,r 3 + ry 3 

c) rj/y-j 

d) — + -L + — 


r 


i r 2 r 3 

e) r 2 + r 2 + r 2 
0 (ry 2 ) 2 + (r,i\) 2 + (r 2 r,) 2 


g) 


1 


4 




r? 


4 


i 


Resolugao 

Os coef icientes da equagao 2 jc ? — 4x 2 + 3x + 1 =0 sao 
a = %b = —4, c - 3 erf - 1 . 

Assim, temos: 


a) r, + r 2 + r 3 : - 


a 


r, 4- r 2 + r 3 


_ (-4) 


— 7 


c 3 

b ) ry 2 + ;y 3 + r 2 r 3 = — => /y 2 + + r 2 r 3 = — 


(i 


c) r,r 2 r 3 - 


d) 




3 


a 

J_ 

r-. 


+ 


ryy 3 = 


1 


2 




r 2 r 3 + r, r 3 + rj r 2 

r l r 2 r 3 


7 


= -3 


e) Observando a identidade: 

(/•j + r 2 + r 3 ) 2 = ff + y + r 3 2 + 2/y 2 + 2ry 3 + 2r 2 r 3 , 
podemos escrever: 


^1 ") I 7 

rf + r 2 + r~ = 
= (r, + r 2 + rd 2 


2 + /- J r 3 + r 2 r 3> 

3 


y} + rx + r}~ 2 2 — 2 • 


f) Observando a identidade (r,r 2 + + r 2 r 3 ) 2 = 

— (/y 2 ) 2 + (ry 3 ) 2 + (r 2 r 3 )- + 2ryy 1 + 2r, /y 3 + 
+ 2r, r 2 /f, podemos escrever: 

(r,r 2 ) 2 + (ry) 2 + (r 2 r 3 ) 2 = 

= (ry 2 + r t r 3 + r 2 r 3 ) 2 - 2ry 2 r 3 (r, + r> + r 3 ) 

■ • (f* 'y 2 )“ d (A^i) (r 2 r s ) 2 — 


3 \ 


2 ) 




— 7 


f 1 

7 ,(2) 
V - 


9 17 

— + 2 = — 
4 4 


3 1 a. 1 , 1 

g) — r + — + 


r? 




i 


4 


17 


r? 


+ 


1 


j* 2 
* \ 


rjrj + rfrf + rfr 2 

■7 7 O 

rfr£r§ 

(r,r 2 ) 2 + (ry 3 ) 2 + (r 2 r 3 ) 2 
('‘lOO) 2 




j 

2 ) 




= 17 



421 


POLINOMIOS E EQUACOES ALGE 



B.20 


EXERCICIOS &ASIC06 

Sendo r t , r 2 e r 3 as raizes da equagao 
3x 3 — 3.v 2 + 6x - 1 = 0, calcule: 

a) rj + r 2 + r 3 

b) Zi/* 2 + jy 3 + r 2 r 3 

c) r, r 2 r 3 

d) — + — + — 


r 


r 


e) t\ + r\ + r\ 

0 Ova) 2 + (r L r 3 ) 2 + (>y 3 ) 2 

1 1 , 1 , 1 

gj — + — + 


G?/ 2 

n 


2 

>‘2 


2 


B.21 


O conjunto soIu?ao da equa$ao x 3 + x — 1 = 0 e 
S — {r t , r 2 , r 3 }. Calcule: 

a) r, + r 2 + r 3 

b) r,r 2 -f- t\r $ + r 2 r 3 

c) r t r 2 r 3 


d) 


1 




I 


r-> 


H - 


i 


y 


e) r, + r, + r 3 

f) (>V* 2 ) 2 + (ry 3 ) 2 + (;y* 3 ) 2 

, 1 j_ 1 _L 1 

g) — + — • 


P' 2 


l 

r? 


As relaqoes de Girard em uma 
equaqao de grau n 

Finalmente, vamos apresentar as relagoes de Girard 
em sua forma geral: 

Teorema 


Em toda equacao polinomial de grau n, n > 1, 
a ir x n + a„ _ ,jc" - 1 + a n _ yc" ~ 2 + ... + — 0, cujas 

raizes sao r ly r 2 , r 3 , ..., r„, tem-se que: 


* a soma das rafzes e igual a 


a n - 1 


a 


, ou seja, 


n 


r } + r 2 + r 3 + ... + r n 




n - i 


a 


n 


a soma dos produtos das raizes, tomadas duas a 

duas, e igual a ou seja: 

a„ 


j\r 2 + r ,r 3 + r,r 4 + ... + r n _ } r„ 


%-2 


a 


n 


a soma dos produtos das rafzes, tomadas tres a tres. 


e igual a — 




n — 3 


a 


, ou seja: 




nr A + r { r 2 r A + r x r 2 r t + ... + r;_ 2 r tt _ir, = 




a 


n 


B.22 (ITA-SP) Sea, b e c sao as rafzes da equacao 
.v 3 — 2v 2 + 3x - 4 = 0, entao o valor de 


J_ 

a 

a) 

b) 

c) 


1 , 1 , 
— + — e: 

b c 


1 


d) 


3 


1 


e) n.d.a. 


B.23 


( UFMG) Os numeros —lei sao rafzes do polinomio 
P(x) — ex' + ax 2 + bx + 2c. A terceira raiz de P(x) e: 

1 


a) -3 

b) -2 

c) 0 


d) 

e) 2 


Sugestao. Indique por r a terceira raiz e apiique as rela- 
coes de Girard. 

B.24 (UFRN)A equa§ao x 3 + mx 1 + 2x + n — 0, em que m 
e n sao numeros reais, admile 1 + i como raiz. Entao, 
m e n valem, respectivamente: 

a) 2 e -2 d) -2 e 0 

b) 2 e 0 e) 2 e 2 

c) 0 e 2 

Sugestao. Lembrando que o conjugado de 1 + i tambem 
e raiz da equacao, indique a terceira raiz por r e apiique 
as relagoes de Girai'd. 

Exercfcios complementares C,ff( e C.12 


o produto de todas as rafzes e igual a 


( - 1 H«o) 


a 




ou seja: 


rm*— r n = 


(”l)^o 


a 


ri 



EXERCICIOS RESOLVIDOS 


R.13 Sendo r { , r 2 , r 3 e r 4 as rafzes da equacao 
2x ! — 8,v 3 — 3 a* 2 - 2a* + l — 0, calculai*: 

a) f 'i + f 'i + r 3 + r 4 

b) r,r 2 + r,r 3 H- r,r 4 + r 2 r 3 + r 2 r 4 + r 3 r 4 

c) r t r 2 r 3 + r,r 2 r 4 + rp 3 r 4 + r 2 r 3 r 4 

d) r, r 2 r 3 r 4 

Resolufao 

Os coeficientes da equacao 

2jr 4 --- 8a -3 — 3.v 2 - 2x* + 1 =0 sao 

a = 2, b — —8, c — —3, d ~ —2 e e — 1. Pelo teorema 

de Girard, temos: 


, , , , b (-8) . 

a ) ri + r 2 + r 3 + r 4 = - — — - — r — = 4 


a 


b) t\r 2 + r,r 3 + r,r 4 + r 2 r 3 + r 2 r 4 + r 3 r 4 = 

c ) r \ r 2 r > + >'i r i r A + r i r 3 r 4 + r 2 r 3 r 4 - 

= - (~ 2 ) = i 

a 2 


d) rpyy. 


a 


3_ 

2 


a 


2 



R.14 Resolver, em C, a equagao 

x 3 — Jl x 2 — 3 a- + 3 a/ 2 — 0, sabendo que duas de 
suas raizes sao simetricas entre si. 

Resolugao 

Indicando por re — r as raizes simetricas e por s a tercei- 
ra raiz da equagao, temos, pelas relacoes de Girard, que; 


r + ( — r ) + s — Jl (I) 


< 


r( — r) + rs + ( — rs) 


-3 (II) 


,r(~r)s = -lj2 (III) 

De (I), temos que s — J 2. 

De (II), temos que r — ±Jl. 

Para verificar se esses valores format# uma solucao do 
sistema, basta substitui-los na equagao (III). 


* Substituindo r — Jl e s — Jl na equaeao (HI), 
obtemos: 

Jl * ( — Jl) • Jl = —ijl (vcrdadeiru!) 

• Substituindo r — —Jl es = Jl na equaeao (HI), 
obtemos: 

-a/3 • Jl * Jl — —Ijl (verdadeira!) 

Como r = ±Jl e s = Jl satisfazem (I), (II) e 
(III), concluimos que o conjunto solucao da equaeao 


proposta e S 


{Jl, -a/3, J 2 }. 


R. 15 Determinar o valor da const ante k , k G IR , sabendo que 
as raizes da equaeao a 3 — 3 a 2 — 6a + k — 0 formam uma 
progressao aritmetica. 

Resolugao 

Indicando as raizes da equagao por p — r, p e p + r, 
temos, pelas relagoes de Girard : 


p — r + /? + /? + r — 3 => p = 1 (I) 


< 


{p - r)p + (p - r)(p + r ) + p(p + r) 


(p - r)p(p + r) ~ —k (III) 


— 6 (II) 


Indicando as raizes por r,, r 2 , >\ e r 4 , temos que: 


— + — + -L + -i 


r 


r 


r 


r 


r 2 r 3 r 4 + r 3 r 3 / * 4 + r [ r 1 r 4 + r j r 2 r 3 


r [ r 2 r 3 r A 



Jf EXERC1CIOS BASICOS 

B.25 As raizes da equagao x 4 + lx 2 — x = 0 sao r, , /*,, r| e r 4 . 
Escreva todas as relacoes de Girard para essa equaeao. 

B-26 Resolva em C a equagao x 3 — Jl x 2 — 2x + 2 Jl = 0, 
sabendo que a soma de duas de suas raizes e igual a zero. 

B.27 Resolva em C a equaeao 

v 3 — 60 a 2 + 1.100a — 6.000 = 0, sabendo que suas raizes 
estao em progressao aritmetica. 


txercicios complementares de.C.13 a C.19 



EXERCICIOS COMPLEMENTARES 

C-l (Fatec-SP) Se o polinomio P(x) ~ 2x 3 — 5a 2 — 28a + 1 5 
pode ser fatorado na forma (2a — 1) * (a + 3) ■ (a — k), 
entao o valor de k e: 

a) 5 c) 10 e) - 15 

b) -5 d) 15 

C.2 (U. Taubate-SP) Sabe-se que !, 2 e 3 sao raizes de urn 

polinomio do terceiro grau P(x) e que P( 0) = 1 . Logo, 
P(10) vale: 

a) 48 c) —84 e) 34 

b) 24 d) 104 

C.3 (Fuvest-SP) O numero 2 e raiz dupla da equaeao 
ax 3 + bx + 16 — 0. Determine a e b. 


Substituimos (I) em (II): 

(1 - r) * I + (1 - r)(l + r) + I * (1 + r) = -6 
1 — 0 + 1 — r 2 + I + jt' = —6 
r 2 = 9 r — 3 ou r = —3 

* Para/7 = 1 e r = 3, temos, da equagao (III): 

(1 - 3) ■ I ■ (1 + 3) = 8 

• Para p = 1 e r = — 3, temos, da equaeao (in): 

(1 + 3) • 1 • (1 - 3) = -*=** = 8 

Assim, obtemos como resposta k — 8. 

R.I6 Calcular a soma dos inversos das raizes da equagao 
5a 4 + 3.v 2 — x + 4 = 0. 

Resolugao 

A equagao pode ser escrita sob a forma: 

5.x 4 + O.v- lx 2 — x + 4 — 0 

Assim, seus coeficientes sao a = 5, b =0, c = 3, el — — 1 
e e = 4. 


C.4 O numero 3 e raiz tripla da equagao 

a 4 — 1 Oa 3 + 36a 2 — 54a + 27 — 0. Resolva essa equagao 
no conjunto uni verso U = C. 

C.5 (UNIR) Considere o polinomio P(x) = a 3 — 4a 2 + kx. 
sendo k um numero real. O maior valor de k . de modo 
que P(a) admita tres raizes reais, e: 
a) 4 b) 5 c) 6 d) 7 ;e) 8 

C.6 (Vunesp) Sabe-se que a unidade imaginaria / e raiz do 
polinomio P(a) — a 4 — 3a 3 + 3a 2 + ax + 2, com a G IR. 
Nessas condigoes: 

a) determine o valor de cr. 

b) encontre o conjunto solugao da equagao P{ x) — 0. 

C.7 Uma equagao polinomial do 3- grau, com coeficientes 
reais, admite uma raiz igual a ! + ki. k G IR :!: , e a soma 
das ouiras raizes e 4 — 3/. Determine o conjunto sol ucao 
dessa equagao no uni verso U — C. 

C.8 Sabendo que a equagao a 3 + bx 2 — ca +1=0, 

{ b , c \ C 21. admite duas raizes inteiras distintas entre si. 
obtenha as constantes b e c. 


C.9 Resolva, em C, a equagao w — ax- — bx 2 — ax + 2 = 0, 
com {a, b ) C sabendo que duas de suas raizes sao nu- 
meros inteiros positivos e consecutivos. 

C.10 As dimensoes, em cm, de urn retangulo sao as raizes da 
equacao do 2- grau ax 2 + bx + c = 0. Determine o pe- 
rtmet.ro e a area desse retangulo. 

C.l 1 As dimensoes. em cm. de um paralelepfpedo reto-retan- 
gulo sao as raizes da equagao do 3 e grau 
ax’’ + bx 2 -I- car + d = 0. Caicule a area total e o volume 
desse paralelepfpedo. 

C.12 (Fuvest-SP) As equagoes 0 + bx 2 + cx + d — 0 e 
x 2 + x — 2 = 0 tern o mesmo conjunto solugao. Quais os 
possfveis valores de b, c e dl 

C.13 Caicule a soma dos inverses das raizes da equacao 
2r* — 4x' + 6.r 2 + 4x —1=0. 

C.14 Duas raizes da equagao .v 3 — 10 a 2 — 2,v + 20 = 0 sao 
opostas (simetricas). Resolva em C essa equagao. 

C.15 Resolva em C a equacao a 3 — 14x 2 + 288 = 0. sabendo 
que uma de suas rafzes e o dobro de outra. 


C.16 Resolva em C a equagao 

3# - 19x 3 + 42 a 2 — 36x + 8 = 0, sabendo que uma de 
suas rafzes tern multiplicidade 3. 

C.J7 (Mackenzie- SP) Se a soma de duas rafzes de 

P{x J = A' 3 — 6,r 2 + 1 Lv + k e 3. entao o numero real k e 
igual a: 

a) —6 c) —2 e) 6 

b) -3 d) 3 

C.18 (Cesgranrio) O produto de duas rafzes da equagao 

2a 3 — 19a 2 + 37,v — 14 = 0 e 1. A soma das duas maio- 
res rafzes da equagao e: 

a) 7 c) 9 e) 19 r: 

19 

b) 8 d) ~- 

C.19 (Fuvest-SP) Seja P{x) ~ .r 1 + bx 3 + cx 2 + dx + e um 
polinomio com coeficientes inteiros. Sabe-se que as qua- 
tro rafzes de P(x) sao inteiras e que ires delas sao pares e 
uma e fmpar. Quantos coeficientes pares tem o polind- 
mio P(x)l 

a) 0 b) I c) 2 d) 3 e) 4 




RCSPOSTflS 



Exercicios basicos 

B.l A = {0, 2, 4. 6 , B = { -5, -4. -3, -2, - 1, 0, l, 2, 3, 4}; 
AU5-1-5, -4, -3, -2,-1. 0,1. 2, 3, 4,6,8, ...};Anfl = {0,2,4}. 

B.2 a) V; b) F; c) V; d) V; e) V; f) F; g) V. B.3 a) 2,5 = = y* 


TS? f X 

b) 3,8 1 = 4rcr'; 00,03 = 


100 


1 00 


38 ,311 n , ,,, 
—— ; e) B.4 a) 96; 


90 


-8; e) 

—8; £ 

1 1; g) 1; h) 

81 . 

: i 

16 ' 

. 81 

1 16 :J 

, 27 

8 ’ 

— L: o) 

1 ‘ 
16 ’ 

, 25 

p) — gp; 9) 

25 

9 ;r 

. 27 

1 8 ;s 

) - 27 ; 
1 8 ’ 


t) 


1 


125 


B.5 a) 81a 4 ; b) x'- 5 ; c) 8X 6 ; dj [25a' i b‘ ) : e) 


v* 4 a^b 8r 

f) _ ~ A : g) 81a 8 . B.6 a) a 10 ; b) a 5 ; c) — — : d) 


4 arb 6 


3 v 4 


B.7 


81a 4 . 
b* ' 

122 


= 2-'. B.8 a) 5; b) 3; 0 6; d)l; e)0; f) 7; g) -5; h) -2; 
i) - 1. B.9 a) 2lj5 ; b) 4^5" ; O 2 76"; d) 2 )Ja ; e) ZjlQ ; 

f) 2j3 - g) h) y; i) B.10 a) 8 JT : b) 1&M\ 

0 13 V3 ; d) 12 a/To ; e) VjX ; f) 24; g) 4 Jl ; h) 5l/T . B.ll e. 


B.12 


13 


B.13 


15 


Exercicios complementares 

C.l E urn nurnero irracional, pois e uraa dfzima nao-periodica. 

65 


C.2 22,1602. C.3 


C.4 if = 3“. C.5 b. C.6e, C.7b. 


C.8 I) e: II) d; HI) b. C.9 c. 



Exercicios basicos 

B.l a) 2; b) —3; c) r 


1_ 

5 


B.2 a) S = 


16 

11 


b) S = (6); 


0 S = | — — J ; B.3 7 m. B.4 20. B.5 Priscilla, Emerson e Ewer- 

ton receberam R$ 45,00, R$ 40,00 e R$ 120,00, respect ivamente. 

B.6 R$ 1.987,50. B.7 a) 5 = {3, 4, 5, 6, ...}; b) 5 = { -3, -2, - 1, 0. 

40 


1,2, ...}; OS = {1,2, 3, 4, ...}. B.8 a) S = 


x t= IR 


.V 


b) 5 = \k e IR k < 


d)S = a£lR[« * - 


16 

37 


c)S - y £ IR ] y 


j 

7 


10 ’ 


B.9 a) S = {(8. — 1)}: b) S = {(!, 2)}; 


c) S = 


f 20 


8 


31 ’ 31 


; d)S= {(-17,-13)]. 


B.10 a) 5 


= i — 


9 ) 


05 = 


9 


23 23 


3 J 

9 > 

J 


; b)S = 


4 V 

-T- - 1 




j; d)S= {(0, -1)}. B.ll a. 


Exercicios complementares 

C.1 c. C2a. C3b. C.4b. C.5a)S= [R;b) S = 0. C.6e. C.7d. 



Exercicios basicos 

B.l a) a 2 - 16; b) y 2 - 1; c) 9r 2 - 25; d) x 6 - 4; e) 1; f) 11, 

B.2 a) a 2 + I2r + 36; b) 9/4+ 12fe+4;c) y* - 6y + 9;d) 25r 2 -40; + 16: 

3 - J 5~ 

,v’ + 12rv + 9v 2 ; f) k 6 - 14 A- 4- 49. B.3 a) - — — ; 


b) 5^/T 4- 5 Jl ; c) - 2. B.4 a) 2ab(4b + 5a): b) 5.v(x — 3y); 

c) 3r 2 (r ~ 2); d) Jabila 1 + 4 b — a~b 2 ); e) 2 J {2 4- 2 2 4- 1 1 = 7 ■ 2*. 
B.5 a) (c + d)(a + b )\ b) (x + y){a - b): c) (z — y){z 4" w); 

d) (a + 3b){6e + \0d I ou 2(a + ih)Oc + 5d); e) (2.v + 3)(6.v : + 2) ou 
2(2 a- + 3)(3a 2 4- 1); Q (4v - 1)(2/ + 3). B.6 a) (a + b){a. - b): 
b) ( x + 3)(x — 3); c) (y + l)(y — 1); d) (2 + 3z)(2 — 3zi: 

e) (5p 4- 4r/)(5/j — 4q): T){cP- -b h)(a 2 — b ); g) (X 3 + yXx 3 — y): 
h) (20 4 - 4}(20 - d). B.7 a) (a 4 - b)\ b) (a - y) 2 ; c) (3a + 5) 2 ; 
d.) (2x — 3y) 2 ; e)(t+ 1)-; f) (5y - 1) : ; g) (.r 2 4- 3yX. 

(_* + y 4- z)(a 4- y — z)- B.9a)S= {0,l};b)S= { — 3, — 2, 2). B.lOc. 


Exercicios complementares 


C.l b. C.2 c. C.3 a. C.4 b. C.5 


c + 1 

a — b 


C.6 e. C.7 c. 


Capitulo 4 


Exercicios basicos 


B.l a) S = {5, -5}; b) S = {4, -4}; c) S = ly, — j 


d) S — 


h) S = 




2 


~ — J; e)S = 0;fjS = {O,7];g)S = jO, 


o 

A 

T 


B,2 aj 5 


= — ? 


■“S 

3 


; b ) S = [ 3 ] ; c) S = 0; 


d)S= {-3,2}. B.3 Vvn, mGiRem > — . B.4 k = 2 ou k = -2. 

4 

.= 25 

8,5 Vm 5 w G IRe m < L B.6 Vfc, k EIRefr^ B.7 a) soma 5, 

produto 6 e raizes 2 e 3; b) soma 9, produto 20 e raizes 4 e 5: c) soma 
—5, produto 6 e raizes —2 e —3; d) soma -^2, produto — 8 e raizes —4 e 2. 


B.8 a) S = 



f ^ 

7 VI 

m i). 

L 

k _ T' 

-o) 


b )S = {(-5, 14), (2, 0){; 


c)5= {(1, 1), (6, 16)}. B.9 a) 3(x - 1) [x. - 




3 / 


b) 4(v + 2) 


N 






2 y 


; c) (p - 1 )(p - 3); d) ( x + 2)(x - 1); e) (k - l) 2 ; 


09 


7 . + 


1 


B.10 b. B.ll a) S = {1, 4); b) S = > 


-“i 

j 


9 ’ 


—7 


c)S = 



; d)S= {l};e)S= {-1,2};05= 2 


3 


B.12 a) 5= {3};b)S= {5};c)5= {-2};d)S= {!}. 


Exercicios complementares 

C.1 a. C.l 10 pacotes. C.3 V k. k E !R e k < 4. C.4 k = — 1 ou 
k = -j. C.5 c. C.6 12.031. C.7 a. ' C.8 d. C.9 5 = 0. 
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MATEMATICA 



Exercicios basicos 

i. 

B.l a) b) c) d) B.2 a) 0.46; b) 1,49; 

c) 0.0023; d) 0.5683. B.3 a) 65%; b) 1 32%; c) 40 %'dl 9%; c) 0,3%. 

B.4 a) 75%; b) 34%; c) 240%; d) 66,666...%. B.5 a. B.6 48 

mulheres. B.7 8.388.400 habitantes. B.8 a) aproximadamente 36%; 
b) L78%; c) 63%; d) aproximadamente 86%. B.9 1.2%. B.10 R$ 432,00. 
B.ll R$ 910,00. 


Exercicios complementares 

Cl R$ 1,82. C.2 a) R$ 2.160,00; b) 28%. C.369,5%. C.4c. C.5e. 
C.6 b. C.7d. C.8 d. C.9b. C.lOc. C.11 b. C.12e. 



Exercicios basicos 


B.l a. B.2 130°. B.3 144". B.4 c. B.5 30°. B.6 30°. B.7 18°. 

B.8 d. B.9 130°. B.10 a) 360°; b) 540°; c) 1.080°. B.ll a) 360°; 
b) 540°; c) 720"; d) 1 .440°. B.12 120°. B.13 Em um polfgono conve- 
xo de ?! lados (n vertices) a soma S. dos angulos intemos e S. = 1 80°(n - 2). 
Indicando por 5’,, a soma de seus angulos extemos, temoS que S, + S t ~ 
= n * 1 80°, pois em cada vertice a soma do angulo intemo com o angulo ex- 
temo 6 180°. Logo, 180°{n - 2) + S r = n • 180° .’.S f = 360°. B.14 36°. 


Exercicios complementares 

C.1 a. CJ b. C.3 x = 50°. C.4b. C.5 a) a = 30 p ; b) 90°. 
C.6 x = 5°. C.7 90°. C.8 140°. C.9 x = 100° e y = 30°. 
C.10 m(BAC) — 100°. C.ll b. 



BDC — DBA (alternos), DBC s BDA (alternos) e DB 6 lado comum 
aos triangulos ABD e CDB: logo, A ABD = ACDB (caso AT. A) 



AB = CD. AD = BC e DB 6 lado comum aos triangulos ABD e CDB; 
logo. AABD = ACDB (caso LLL). 

B 


MAB = MCD (altemos), MBA = MDC (alternos) e AB — CD (lados 
opostos de um paralelogramo); logo, AAMB = A CMD (caso ALA). 




DC e lado comum aos triangulos ADC e BCD. ADC e BCD sao retos e 


AD = BC ; logo, A ADC — ABCD (caso LAL). 




Se os quatro lados sao congruentes entre si, entao ABCD e um paralelo- 
gramo, portanro suas diagonals se cruzam no ponto medio de cada uma; 
assim, pelo caso LLL, temos qne A AMD = AAMB = A CMD = ACME. 
B.6 a) 2; b) como A ACB = A ECD (caso LAL), temos CAB = CED. Os 
angulos CAB e CED sao altemos congruentes; logo, AB / DE. B.7 40°. 
B.8 60°. B.9 45°. B.10 35°. B.ll 80°. B.12 60°. B.13 a) 120°; 

b) 90°. B.14 1.260 m. B.15 55°. B.16 5 cm. B.17 y = 40° e 
x = 80°. B.18 50°, 40° e 90°. 


Exercicios complementares 

C.l CA = 400 m e CB = 600 m. 

C.2 *Me ponto medio de AB , portanto M equidista de 4 e B. 

• Seja P. P # M. um ponto qualquer da mediatriz 

AAMP = A BMP (caso LAL) PB. 

• Portanto, qualquer ponto da mediatriz equidista de A e B. 



C.3 1} O pertence a mediatriz r de AC, logo, O equidista de A e C. 

II) O pertence a mediatriz s de BC. logo. O equidista de B e C. 
Por (I) c (II), O equidista dos tres vertices do AABC 

A 



C.4 I) O equidista de CM e OB, pois 
pertence a ambos. 

II) Sendo P. P ^ 0, um ponto da 
bissetriz OC , temos que: 

A OPQ = A OPS (caso LAAJ 
^>PQ = PS 

Por (1 ) e (IT), qualquer ponto da bisse- O 



triz OC equidista dos lados do angulo 
AOB. 
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C.5 l) O ponto / pertence a bissetriz dt ABC, logo, / equidista tie BA e B( 
II) O ponto / jiertence a bissetriz de 8 AC, logo, / equidista de BA e CA . 
Por (I) e (IX), o ponto I equidista dos ires I ados do triangulo. 


C 



B 


C.6 *AC = CB = BA=> AABC e equilatero, logo, cada um dos angulos 

internes A, B e C mode 60°. 

• AADE = A CFD = A BEF (caso LAL) => DE = FD = EF. logo, 
A DEF 6 equi latero. 



B.9 e. B.10 AABC - A AMN (caso AA) 


AM 

AB 


AN 

AC 


= lo- 


AC 


go, AN = ou seja, N e ponto m6dio de AC. 



B.Il Como M 6 ponto medio de AD e MN / AB jf DC. teinos que MP 

AB DC 

e base media do AABD e do &.CBD. Logo. MP — _ e PN = — - — . 

Adi cion an do membm a niembro essas igualdades, obternos 

AB 


MP + PN = 


+ - . Portanto. MN = - - Z — 



B.12 MN = 8 cm e PQ = 7 cm. B.13 4-. B.14 9 cm. B.15 a - 5, 
h = 2.4. m= 1,8 e n = 3,2. BJ6 3 cm. B.17. 2,4 cm. B.18 1,4. 

— 3 K 

B.19 EC = 28,8. B.20 a) 3,/2 ; b) 5 72 ; c) ajl . B.21 a) — ; 


b) 73"; c) 


CapTtuio 8 


Exercicios basicos 

16 B 

B.1 a) 6; b) 9; c) 3; d) 6; e) 7. B.2 x = 4, y = -y e z = y . 
B.3 AE = 12 e AD = 8, B.4 jc = 14 e y = 24. B.5b. B.6 d 


AB 


B.7 a) BAC e angulo comum aos iriangulos ABC e AMN , e ■ 


= assim, pelo caso LAL, temos que AABC — A AMN: 

b) paralelas, porque os angulos altemos formados por MN, BC e BM 
sao congruentes; c) a razao de semelhau^a do A AMN para o A/1 SC e 


1 


■ logo, a medida do sezmenlo AM equivale a metade de SC. 

J I 1 T ■w' * 


B.8 1) NM e base media do AABC, logo NM// AB e AB — 2 • MN. 

AC BG . AB 


il) A GNM ~ AC BA 


GM 


GN 


MN 


Por (I) e ( II). temos 


AG 

GM 


BG 

GN 



T' acando a tcrceira medi&na CP e vepetindo o racioctnio, temos 

AG _ BG _ CG _ 1 
GM GN GP 2' 


C 



B 


Exercicios complementares 

C.l v — 12. C.2 80 m, 60 m e 40 m. C.3 9 cm. C.4 a. C.5 

if 

C.6 800 m. C.7 d. C.8b. C.9 a. C. 10 24 cm. C,1130cm. 

Jf 

C.12 e. C.13 1 .75 cm. C.14 5 cm. C.15 6 cm. C.16 — — - cm 


CapTtuio 9 


Exercicios basicos 


B.l a) AAMC as AS CM (caso LLL) => AMC = BMC (1). 
AMC e BMC sao suplementares (II). 

Por (I) e (II), temos que AMC e reto. 



(Ponto 

medio) 


b) A AMC = A BCM (caso RHC) => AM — BM, ou seja. M e ponto me- 
dio de AS, 

A 
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B.2 5 cm. B.3 67T cm. B.4 a) a = 50°; b) x M 46°; cj x ■ 40° . 


B.5 a) 90°: b'j retangulo; c) num A ABC. retengulo em A, a mediana AM 
mede a metade da bipotenusa BC. logo, M equidisla deA. BeC. Assim M 
e o centro da circunferencia circunscrita a esse trianguloe, como BC e dia- 
metro, conclui-se que o AABC esia inscrito na metade dessa drcurtferencia. 
B.6 a) x = 80°; b)x = 40°. B.7 a )PAB = PBA\ b) isosceles. 
B.8 a) -v = 12 cm; b) y — 7. B.9 a) x — 3; b) x — 5; c) ,t - 3. 

0,10 ABT = ATB (angulos inscrito e de Segmento que determinant o 
mesmo arco), P e angulo comum aos triSngnlos PTB e PAT: logo, pelo 
caso A A, temos que &PTB ~ A/MF, Assim, concluimos que 


PT 

PA 


PB 

PT 


ou seja. 


2 = PA • PB, 



B.ll x - 3 ,J5 . B.12 10k cm. B.13 4k m — 12,56 m. 

B.14 1 .000 voltes. B.1S if = 2^2 cm e r = 2 cm, B.16 R = ] 2 cm 
e /■ = 6 cm. B.17 R = 18 dm e r = 9«/3 dm. B.1S Do menor lado 


pani o rnaior, a razao e 



Exercicios complementares 

C.1 a. C.2 b. 

C.3 O arco BAD mede 2v por ser determinado peio angulo inscrito de 
medida y. O arco B CD mede 2x por ser detenninado pelo angulo ins- 
crito de medida a-. Assim, tem-se que 2a 4- 2y = 360° =s> x + y~ 180°, 
ou seja, BAD e BCD sao Sngulos suplementares. Analogameme. ABC t 
ADC sao angulos suplementares. 



C.4 c. C.5 _v = 40°. C.6 10 cm. C.7 2 cm. C.8 3.630 km. 
C.9 3.000 m. C.10 a. C.ll cm. C.12 c. 

C.13 iU ~'A~ 1 cm. C.14 24(3 + Jf ) cm. 

C.15 ( 1 + J2 ) m. C. 16 ^4 + 2^2 m. 


Capitulo 10 


Exercicios basicos 

B.l 40 cm 2 . B.2 16 cm. B.3 16 cm 2 . B.4 64 cm 2 . B,5 24 cm 2 . 
B.6 4,5 dm. B.7 1 2 cm 2 . B.8 9 dm 2 . B.9 8 cm 2 , B. 10 12 cm. 
B.ll a) h = 12 cm; b)A = 84 cm 2 ; 

c) A = 721(21 - I5;(21 - I3)(21 - 14) cm 2 = 84 cm 2 . 


B.12 9(4- 73") cm 2 . B.13 24 7T cm 2 . B.14 54^3 cm 2 . 

B.15 150(4 + 7 T ) cm 2 . B.16 150 cm 2 . B.17 600 cm 2 . 

B.I8 216 cm 2 . B.19 cm ? B.20 9 k cm 2 . B.21 ISKcm 2 . 

B.22 16Kcm 2 . B.23 4Kdm 2 . B.24 8Kcm 2 . B.25 4 (k - 2) cm 2 . 

B.26 (2 4- k) cm 2 . B.27 d. B.28 b. B.29 4 cm. B.30 15 cm. 


Exercicios complementares 

C.lb. C.2d. C.3 d. C.4c. C5-^-. C6a. C.7c. C.8 — . 

3 65 

C.9 750.000 m 2 . C.10 a) V: b) F; c) F. 


Capitulo 1 1 


Exercicios basicos 



B.3 a) ] -3, 13]; b) [5, 10]. B.4 a) ]-<*>, +<*»[ = IR; b) [2, 5[. 

B.5 a) ]0, 7[; b) [-!,+«[. B.6a) ]1, 10]; b) (4}. B.7S = [-3, 1 1 [. 

B.8 



B.9 — 2 < a < Ms. B.10 — 2 < a < 2, B.11 a = 3 ou x 
B.12 x = I ou a = 4. B.13« = 2L efc = 2L ■■ 


-3. 


Exercicios complementares 

C.lb. C.2b. C.3 x — —3. C.4b C.5 primeiro quadrante. C.6 a. 
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Capltulo 12 


B.6D(fl- { 1,4, 6, 3 };Im(fl= 12,5,8,9}. B.7 X = 2 oux = 5. 


Exercicios basicos 

B.1 a) LA X B = {(1, -5), (1, 5), (2, -5), (2, 5), (3, -5), (3,5)] 



b) B X 4 = {(-5, 1), (-5, 2), (-5, 3). (5. 1), (5, 2), (5. 3)]; 

c) A* = {(1, i), (1, 2), (1, 3), (2, t), (2, 2), (2, 3), (3. 1), (3, 2), (3. 3)}. 
B.2 a) R nao e fungao de A em B: b )/ e fungao tie A em B: c) g nao e 
fungao de A em B\ d) h e fungao de A em B, 

B .3 a)fie fungao de A em B; b) / nao e fungao de A em B: c) g e fungao 
de A em B; d) h nao e fungao de A em B . 

B.4 v 


11 


8 - - 




i i 


9 L 
9 \ 

I t 

! I 

J L 


1 2 3 


x 


D(f)= {-1.0. 1.2, 3}; 
Im(/) = {-1,2, 5, 8, 11}. 


B.5 



i 

* 

m 

i 12 

j 

i 

i 

i 

\ 

[ 

1 

I 

1 

) 

t 

i 

i 

1 

i 

J 

9 

1 

1 

f 

9 

1 

I 

t 

1 

1 o - 


! • 3 

1 ! 

1 [ 

1 1 

1 1 

9 1 

i i j 

1 9 

k J ! W 

-2 -1 0 

1 

NO 


Dif) * {-2, -1.0, 1,2}; 
1m if) = {0, 3, 12}. 


1 N 


3 


= 41. 


n 

9 


3 

4 


B.8 a)/(— 10) “ 10; b)/(2) = 46; c)/(0) = 40; d) 

B.9 a)/(— 1) =: 0; b)/(2) = 6; c)/(-4) = 12; d) / 

e)/(0) = 0. B.10 a) 20.000 m 3 ; b) 72.000.000 m 3 ; c) 24 s. B.ll a) 1 ; 

b) 0; c) —3; d) 0; e) —9. B.12 a) 32 bacterias; b) 85 bacterias; 

c) 98 bacterias. B.13 a) V; b) V; c) V; d)F; e) F; f) V; g) V; h) F. 
B.14 a) V ; b)F; c) V; d) F; e) V; OF; g) V; h)V; i) F; j)V; k) F, 

B.15 a) /( 36) = 6; b)/(81) = 9; c)/(2) = Mi ; d)/(l) = 1 . 

B.16 x = A . B.17 Imif) -{15,3,-]}, B.18 R e fungao de A em 

B. pois toda reta paralela ao eixo Oy, passando pur urn ponto do eixo Ox 
de absci ssa i.iEA, intercepta o grafico mim unico ponto . B . 1 9 K nito 
e fungao de A em B, pois a reta paralela ao eixo Oy, passando pelo ponto 
do eixo Ox de abscissa 6. 6t A, intercepta o grafico em mais de uin 
ponto. B.20 Represent a fungao o grafico b, pois toda reta paralela ao 
eixo Oy, passando por qualquer ponto de abscissa x. x £E A, intercepta o 
grafico em nm unico ponto. 

B.21 D if) - T— 3, 5[; Imif) = [-4, 4[. 22. D if) = [-6, -2] U ]4, 9]; 

lm(/) = [1, in. 


Exercicios complementares 

C.1 a) 


Y‘ 

4 


C) 




-3 


0 


-3 




0 



-3 


b) 


4 x 


„ 3 . 

C.2 A relagao/ e funcao de A em B, pois lodo elemento de A esta asso- 
ciado, atravds de/, a um unico elemento de B. C.3 .v — 9. C.4 A re- 

lagao/ e fungao de A em B, pois todo elemento A esta associado. atraves 
de /, a um unico elemento de B. C.5I)b;Il)c. C4»a) V; b) V; c) V; 

d) F; e) F; f) F; g) F. C.7 a) 52 dolares; b) 51 dolares; c) 50 sacas. 

C.8 a)/(— 4) = i-; b)/{-l) = 5; c)/(2) = 4: d)/(0) = 


C.9 a)/(4) = 2; b)/(8) = 3; c)/(l) = 0; d) f(JY) = 


1 


2 


C.10 a) 30 cm; b) 5 cm; c) primeira sematia. C.lld. C.12d C.13 b. 

Jf - 1 


C.14 b. C.15 


C.16 a. C.17 d. C.18 d. C.1 9R nao e 


fungao de { 3 } em IR, pois a reta paralela ao eixo Oy. passando pelo pon- 
to do eixo Ox de abscissa 3. coincide com o proprio grafico e. portanto, 
intereepta -0 em mais de um ponto. C.20 Nao. pois sempre exisrird 
reta paralela ao eixo Oy interceptando o grafico em mais de um ponto. 
C21 D (f) = IR; Im if) = {4}. C.22 D if) = IR; Imif) = R. 

C.23 D (ft = [0,8]; Im if) = [0,4], C.24 c. 


Capitulo 13 


Exercicios basicos 

B.l a) D if) = [x £ IR | x f 5}; b)D(/> - {x 6 IR | x 3* 1}; 
c) D(f) = [x e IR | x * 3 e x * -3}; d) D if) = (x G IR | x > 1}; 
e) D (/) = IR; f) D(f) = IR; g) D (/) - [R; h) D(ft = IR*; i) Dtf) ■ Kj 
j) Dif) = IR; k) D(f) - IR. 
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MATEMATICA 


B.2 a) D(f) =[iGRl^^Oejr^ 1} 


b) DO) = i-v 


o 1 
IR I x s* 3} 


c) D (/) ■ [je m IR'I A* > 3 e X * 5} 


d)D (/) = {.v G [R I j * 1} 




o 

1 


e) D(/) = {x G IR 


2J 


2 

B3 a) M§ = {x G IR | x * 2}; b) D(/) = |x G R 


I 


= ‘A- G R | a # _L ; d) D(f) = {x G IR | x # i ex V- -L ex -A 3 


e -v * — 3) : e) D(/) 


4 


IR 


, , , 1 ,5 

a # L e x ^ — e x ^ — ,, 


f) Dtf) = x G IR 


x 


— e .v W 2j; g) D(f) - < x '& IR | x % - ~ e 


If; hi D (ft = {x G IR |x * I e a i —I}; i) D (f) - IR; 

3 " 


j) D (f) 


a G IR v > 


; k)D(/) = {xGIR x* 2 ex* 3} 


B.4 a) DQf) = {.v G IR |x ^ I e x * 2}; b) D(f) = {a G R [ x> -I e a * 2 e 
a t 3 }; c) D(/'l = \x G IR | x > Sex* \ ex* 2c x * 4}; d) D(f) = IR. 


b) 


1 


1 2 
2 3 


c)«- 


d) 


“3 


1 


3 


B*S a) 1 e 3; b) c) 3 e -3; d) -2, 2e 0; e) U -1, JT e -J2\ 


1 3 

f) Jiao possui raizes; g) 0, 2 e 4; h) — — ; i) 2 e ~ 

«3 ?— 


B.6 - 5 e 4. 


B.7 a) 


Y‘ 

5 


jj 


b) 


-» 

x 


-1 


c) 




X 


y i 



-a 


J 

0 

r 

X 


B.8 a) D (f) =IR; Im </) = {5]; b) D <f) = R; 

B.9 a) [-3, 2]; b) [2, 5]; c) [-7, -3] e [5, 81 
d) F; e) V; f) F; g) V; h) F. 


2 


B.KI a) V; b) V; c) V; 


Exerdcios complementares 

C.1 a)D (f) = IR; b) Dtf) = {0} ; c)D(fl = { 1 }; d) D(f) = 
C.2 tm = { 1} e lm(f) = [0]. CJ c. G.4 d. 
c) nao possui raizes; d) 4. C.6 a = 2 eb = —6. 

C-7 yA 


IR,; e) D(/) = IR_. 
C.5 a) 3; b) — 1; 


0,8 a) 0 « i =£ 2; b) 7 / 

CIO 


0 


10; cj 2 s; / 


x 

1. C.9 c. 



a, i cresceme; b) constante; c) decrescente; d) 0 %. C.I1 c. C,12 d. 


Capitufo 14 


Exercicios basicos 

B.l a) xf 



b) 


c) K+ 



x 
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B.3 a) a ~ 2 e b = 1; b) — 


1 


B.4 a — - 3 e b = 0. B.5 c. 



D if) = [R e- Im(jT) — IR. 


B.7 a) R$ 327,00: b) f(x) = 160 + 0,02,v, sendo x e /(.*) em reais. 
B.8 a) 24 °C; b) 8 °C. 


B.9 a) 


fi.X) - 5X- 10 


— + 


CT 


) y=x-2 


-2 


b) flxN-5x- 10 


li) y = -x+2 


-1/3 


-1/4 


c) flx} = 3x+ 1 


+ 


1/3 


d) y - -3x 4* 1 


0 


e) 


f) 


y - 5x 


ZL 


Y=-m 


i) 


jJ 


m 


i) 


fix) *= AX .+ 1 


1/4 


fix) = -Ax + 1 


0 


fixl 

= X 

— 

+ 


fix) =-x 


bl'l 


-3 


B.10 a) 

flx) = 2x-5 

— 


e) 

fix) — x + 1 


- 5 - 





3 



b) 


-5/2 


M = -2x- 5 


+ 


f) 


- 1/2 



y= Ax -i 

-2 

— 



V 3 


g) /iJrt = "J 2 x- Vs 


+ 


1/2 


-V3 


d) 


y=-4x+ 2 

■r 

— 

h) 

-V2x- Ve 

JL 

- 


4/3 


B.ll 


y - 3x - 4 


'(2 


B.12 y = -x ■ /2 


B.13 a) F; b) V; c) V: d) F: e) V: f) V. B.14 e 
B.15 a) 




b) 


D(f) = IR; 

Im(/) = {y e[R|>^3}. 

yk 


D(f) = IR; 
Im(/) - IR, 


4 

/ 


/ 


/ 




-3 


n 


X 


d) y> 



/ 

5 

— -/ 

3 

yn\ 

s 

lit y 

Z 1 

2 4 6 x 


D(f) = ]R; 

I m(f) = {_y E IR I y 4} 


£>(/) = [R; 
lm(f) — IR. 


B.16 a) 



B. 17 a) f(x) = « 


30.y se 0 x ^ 10 
300 se x > 10 
min. e f(x) representa a temperature em C ; 


em que \ representa o tempo, em 


300 


l 


\ 

! i 


10 


Exercicios complementares 



C2 b. C.3 a. C.4 a) 5 min; b) 0 min =S .v < 5 min; c) 5 min < s 6 min. 
C.5 a) 27 de abril; b) de 1 a 26 de abril; c) de 28 a 30 de abril. 

C.6 a) 15 de maio; b) durante os primeiros catorze dias de maio; c) du- 
rante os dezesseis dias que vao de 16 a 31 de maio. C.7 e, C.8 b. 
C.9 a. C.10 a. 


Capituto 15 


Exercicios basicos 



D = IR; 

Im = {yGIRU^ — 4}. 


IR 


v 


-9} 
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MATEMATICA 






V + 

_ 9 _ 

16 


/ 




M 

JF 

/ 





\ 


D = IR; 

Im = | v E IR 


16 


04 

/ 


V 


.3 

8 


3\ x 
\ 


\ 



D - IR; 

Im = {y E IR | y *£ 9 } 


7 ' 

\ 

i 

I 

L „ 

4 1 

0 x 

\i 


\ - / 


V;/ 


\|/* ^ 

.-4 


D = IR; 

Im = ( v E !R 


-4] 



D = IR; 


Im = (>■ EIR|v 3* 4}- 



D = IR; 


Im = 


y E IR 


v ^ - 


4 



D = !R; 

Im = t v E R | y s* 0} 



D = IR; 



D - IR; 

Im = ( y E IR | y ^ 0} 



D = IR; 

Im — {y E IR | v *£ 0} 


B.2 a) a = 1, b = — 2 e c — — 3; b) Im(f) = [—4, +«*>[. B.3 a 

b = 1 e c = 0. B.4 a) a = I. b = -2 e c = 2; b)/(4) = 10. 

9 

B.5 Vm, m E R [ m < — e m . 0. B,6 m = 2. 

4 

B.7 Vm. m E IR | m > 6. 

B.8 a) 



D = IR; 

Im. = y E IR 


v 
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D = IR: 
Im = |R, 





O mini mo da fungao c 


3 ’ 


o porno de mi nim n e 


I 


3 ' 


B.10 a) O mini mo da fungao e — 8; q porno de mini mo e 3; b) O mdximo 
da fungao e 9; o ponto de maximo e 2; ci O mfnimo da fungao e —9; o 
ponto de minimo e 0; d) O maximo da fungao e 1 6: o ponto de maximo 
e 0; e) O minimo da fungao e 0; o ponto de minimo e 0; f) O minimo da 


fungao e 3: o ponto de minimo e 1; g) O maximo da fungao e — 


11 

4 


; o 


D 


81 


ponto de maximo 6 — ; h) O minimo da funcao e — — — ; o ponto de 


#■ l y 

minimo e - — : i) O maximo de fungao e 4; o ponto de maximo e ~2. 

B.H m = —3. B.12 — 6 ou m — 2. B.13 A altura maxima atin- 

gida pela bala e de 500 m: a bala atinge a altura maxima em 5 s. B. 14 a. 


c) 


f) 


b) 


i) 


j) 


1 ) 


iix) = x2-5^+ 4 

+ 

1 * 

t 

+ 

-1 

2 

flx) - - x 2 + x + 2 [ ~ 



— 

1 

m = & -* + -L 

2 2 



3 

W~-x 2 h- 5y- 9 

— 

— 


fix) = 3x 2 - Xt 1 

■f 


*‘-T 

— 

4 

5 

y'^X 2 -Bx+ 20 

+ 

— 

4* 

2 

3 

fix} - -x? t Sx - 6 

— 

+ 

— 

1/2 

1 

fix) 

4 


+ 

1/3 

/!*)=- 3*2+ 2x~ — 

3 

— 

— 


fix} » 5x 2 -x +■ 1 

■f 


fix) = -J04-X-~ 

3 3 

— 


2 

J 


B.16 a) 5 = {x G IR | x < —1 ou.v > 4}; b) S = lx £ [R 1 0 *£ x 

c)S= {xGIR| -3<x<4};d)S = 0;e)S = {3}; f) £ = IR;‘g) S = 0: 
h) S = {a- e IR ‘ ^ . 


j) S = jx G IR | 0 <x < y j; k) S = 

- 5 - JIT 


2oux> 5}; i) S H {x G IR [ -4 s? x « 2\ 

tJHt 


x e iR I x 


= \x 


\ 


IR 


< x 


-5 + JTf 


: n) S = \R: 


4 4 

o) S = (x G IR I -3 < X < 3}; p) 5 = {x G IR j 0 < x < 1 ] 

q) S - |x G IR | x < 3 ocx > 4}; r) S = jx G IR | < x < ej. 

B.17 V/«, m G U | m > B.18 Vm, m G IR »*>-—. 


16 
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Exercicios complementares 

C.l d. C.2 Vk, k £ IR*. C.3 Vt k £ R | k > 


13 

8 


C.4 y = 6x 1 + 9 jc + 1. C5 Im(/) = fy E IR | 2 =£ y =£ 20} 
C.6 Im(/) - fy E IR | -4 « v s 5(. C.7 Im(f) = fy £ R | y <£ 4} 
C.8 b. C.9 a. C.10 a) (4, 0) e (—2, 0); b) {m £ IR j 0 < m < 16}. 
C.ll 



D = IR; 
Im = IR. 


C.12 O maximo da fungao e 8. C.I3 A area maxima e 8 cm 2 , 
C.14 1 12.5 nr. C.15 43. C.16 a) R$ 90.000,00; b) R$ 93.750,00. 
C.17 90 e 90. C.18 b. C.19c. C.20 c. 

C-21 a) D(fl = [x £ IR | x *£ 0 ou x 3= 4}; b) D(f) = R; c) D(/) = {1}. 
d) D(/) = [,v £ IR | 1 =£ x < 2 ou6 < x C.22 e. 



Exercicios basicos 

B.l a) .S' = {x £ IR | x < 0 ou 2 < x < 5}; b) S = {x £ ER I x ^ -3 ou 


1 


3 ou x 


1 

1 

x £ IR 

x < — ou x > 2 

2 J 


d) S — {x £ IR | —2 x ^ 2 ou x 5= 4}; e) 5 = {x £ R ! x > 


f )S 

h) 5 


[x £ iR 
[x £ IR 


x =£ — I ou x 3= 1}; g) 5 = {x 
0 < x < 2 ou x > 4}; i) 5 = {x 


j) S = 0; k)S = {1,3}; 1)5 = 


[R 


x 


i* —2 e.r# — 


I 


R | x < 5}; 
R | x < — ! }; 

1 


e x += 2 


B.2 a) S = 


R 


x < 


1 


ou 


2 

T 


< X < 5 : 


3 


b) S = (x E R 0 <x 1 ou 4 ^ x 5}; el S = x £ !R | x ~ ou 


— 2 ou x >2}; 


b) S = {x E R ] x < 1 }; c) 5 = IR; d) S = {x £ R [jpf < 

I .3 1 1 

e) 5 = |x £ R | x < — ou x > 5 j; f) S = (x £ IR | x < — — ou 

x > ~): i) s = {x £ IR | 0 ^ x < 1 }; h) S = {* £ R | x ^ 2 ou 


3 <!<- 4 ou .v > 5 ] ; i) S = [if 
j) S = {x £ R | x > 3}; k) 5 = {x £ 


R 


1: 


I) S = x£ IR x < -9 ou 0 < x < 


IR 

3_ 

7 


x 


X < 

3* 4): 


-2 ou 1 < x < 6}; 


B.6 a) S = \x £ IR | -^ <x< 


1 


OU X 


_4 

5 


; cl S= x £ R 


Ji. 

2 )' 

1 

__ < 
4 


b) S = |x E IR 


x ^ 0 ou x > 


< X =S 0 


d) S = {x £ R I x < 0 ou x > 8}; e) S - 


1 


x E IR | — — *£ x < 0 ou 


3 <x*s 3/; f) S = {x £ R | -1 < x < 0 ou x > 1}; 


n 


g) £ = {x£R|x^— 1 - J3 ou 0 < x ^ — 1 + a/3 } - 

B.7 a) Dff) = (x £ IR I 4* < x ^ 3 k b) D (f) - {x £ R | -5 ^ x < 3 


3 


ei4 2 } ; c) D(f ) — R. 


Exercicios complementares 

C.l x = 2. G2S= {x£R|x< -2ou 1 <x<2}. 

C.3 S = {x £ R | x < — 5 ou x > 1 }. C.4 a)x > 3; b)x = 4). C.5b. 

C.6 Vx, x £ R [ 0 < x < 2 ou x > 5. C.7 x = 0. 

r 


C.8 S = 


x 


iR x < — 2 ou — l < x < 


o 

JLi 


ou x > 1 . C.9 b. 



Exercicios basicos 

B.l a) V; b) V; c) V; d) F; e) V; f) V; g) V; h) V; i) F; j) V. B.2 a) JJ ; 

b) 2, 4; c) 1 ; d) 0,01. B.3 a) F; b) V; c) F; d) V; e) V; f) F; g) V; h) V; 

i) V;j)V;k)F;l) V;m)V;n)F. B.4a)5= {11.5};b)S= {4,-3}; 

c) S = {^-}; d)S = {1, 1 + J2, 1 - JT }; e) 5 = {6, -1,2, 3]; 
f) S = {0, 2}; g) 5 = !o, -jl 


.5 a) S = {4, -4}; b) S = {1, -1, 


4. -4};c)S = !gf;d)S= — 1 -, 1,-1 


B.6 a) S = (2, -2} 


b)S = 


7 


0, #*£ e)5= {0,2,4};d)5= {-l,l,5};e)5 = 


3_ 5 

1 ' 9 r 


1 


f)5= {— jh g )S = 


1. 1 + _^~ , 1 _ }; h)5= [-1,0,3} 


B.7 a) S = {I, 4r4; b) S = (4si 5 h c) S = {0, 2); d) S = {3}; 


3 


e)S= {1, 17]; f) 5 = 


B.8 a) S = x £ IR 


j, i-}; g)5={0,9};h)5={5|. 


16 


x 2 ; b) S = {x £ IR | jc < - 


15 


ou 


x > -j-|; c) S — {x 


R -3 ? i « -1 ou U i s 3); 


1 3 

d) S = x £ R - 1 < x < - — ou 1 < x < 


o \' 


X 


e)5={x£R —4 < x < 6}; f) S = {x £ IR 
g) S = (x £ IR | x «= -2 ou -a/2 ^ x < Jl oux ^ 2}; 


22 ^ 26 
T — 


if 

<x E R 1 

x > J-]; 

h) 5 = fx £ IR 

1 

2 r 

ve! e 5,008 cm. 




D = IR; 

Im = [0, +«•[. 



d) 


D - IR; 

Im — [0. -(-«>[. 

y + 


\ 


2 : -r 


1 


t 

t 



/ 


D = IR: 

Ini — [0, +w[, 


1 


D =■ R; 

Im = [1 , +«>[. 
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e) 


i) 



D = IR; 

Im = ]— », 0]. 



lm = [0. +“[. 




D = !R; 

Im = [0, +~[. 



Im = ]-«,0]. 



D = IR; 

Im = ]-«, 0J. 


D - IR; 

Im — [3, +*<>| . 



D = IR; 

Im = [-3, +«[. 




D = IR; 

Im = [4. +»[, 


-> 

x 



D = IR; 

Im = [2, +«[. 
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i 




ffi 

re 













Hum 








D f=F !R; 

Im = [— I, +«[. . 


B.13 a) 


b) 


c) 


d) 



D = IR; 

(m = 2] 



D — IR; 

Im = ]-«,-?]. 



D = IR; 

1m = ]-«, 4]. 



D = IR; 

Im = j», —11. 


Exercicios complementares 

C.1 d, C*2 b. C.3 c. C.4 a) a 1 = 4 ou x = — 1; b) x = — 1 ou 
1 


x = 


C.5 a. C.6 d. C.7 c. 


1 ^ ^ 11 

< x < 


C.8S = jx-eiR ™ . 3 

xima foi 10 °C e a minima. 2 D C 

C.ll 


C.9 a. C.10 A temperalura ma- 



lm = j — 0] 


D = ER; 

Im = [0, +»[. 


D = 
Irn = 


IR; 

- [ 0 , +«[. 



I) = R; 

Im - [2, +«>[. 


D = IR; 

Im = [ 0 , + M [. 



D = R; 

Im — [—4, ■h c °| . 




Im = ]-«, 4J. 




D = R; - 
Im = ]— ■ », 2]. 



fix) ^ 2 « 3 ^ x « 5 
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C.13 



Gapftulo 16 


Exercicios basicos 


B.l a) S = 


e) S — 


■ b) 5 = [-11}; c )S = < - 


r® 


; f) S = [0]; g) S = { 10}; h) S = - 


d) S = (0); 
6 ; ®S= {3}; 


5 


1 


j)S= {2, 8};k)S = [0};1)S= |y}. B.2a)S = {3} 


b)S = 


7 j 


; c)5 = {3}; d) 


f} : e)5 = 


23 

25 


05= {2,-2};g)S = {0 s 2};h)S = 



: i)S = 


5 


8 


:j)5 = 


7 


k) 5 = 


1 I) S = )-4-h m) S = 


B.3 a) S = {3}: 


4 r l 3 J’ l 17 

b) S - {2|; c) 5 = {3}; d) S = {2}: e) S = {4}; B.4 a) S = {1, 2}; 
b) S = {1.2};c)S= {2};d)S= {0, 1}; e) S = [-1, 1}; f) S = |2}; 
g)S= {2J; h) S = (3};i)S = IM. B.? a. 


B.6 a) S = 


x G IR I x > 


19 


; b) S — jx t= IR 


X 


I 1 


f 


x< - 


c) S = {x E IR ] x < 3 } ; d) S — pS E IR 

e) 5 = jx G IR | jc « y j; f )S = lx G IR 
g) S = SR; h) S = {xE(R|x^ 1]; 
i) 5 = {jc G IR i -v < ~|; j) S = {x G IR | x < 1 }; 


k),S = 


x G IR x > 


7 


B.8 a) S = 


: 1)S {xGRlx>2}. B.7 b. 


1 


a- G IR I jc ^ - y }; b) S = (a- G IR x > 0}. 


B. 9 a) S = {jc G IR | * 2= 1 }; b) S = [x G IR | x < 2 ou a > 3}; 
c) S — {.¥ G R | X *£ I OU A’ 3= 5}. 

Exercicios complementares 

C. l e. C.2 d, C.3 S = 0. C.4 98% aproximadamente. C.5 b, 

C.6 5 = {x G IR | 0 < x < 1 } . 


Capltuio 19 


Exercicios basicos 

B.1 a) 2; b) 3; c) -y-; d) -2; e) -i; f) 4; g) 1; h) 0; i) 5; j) 1 


9 1 


k) y ; 1) i| m) n) -2;o) -3:p)2;q) y ; r)4. B.2d 


B.3 a) 25; b) 6; c) d) 1 ; e) 125: fl 3; g) h) i) 5. 

Mi 1 UU Z 


B.4 54. B.5 12. B.6 3. B.7 


10 


B.ll 75. B.12 2. B.13 a) log* 


a 


B.8 5. B.9 9. B.10 9. 


= log,, = -log,, a. 




L 3 


b) Fazendo log* b — x, temos que a* = b; efcvando ambos os mem- 


1 


1 

.T 


Jf 


a = b' ; por 


bras dessa ultima iguaidade a — . temos (am = b 

A 

defmigao de logaritmo. podemos escrevcr — — log* a. mas .v = log„ b; 

JC 


logo. 


1 


log u b 


I i 

log* a (c.q.d.). 13.14 a) — m; b) — ; c) 


n< 


Di 


B.15 a) — m 2 ;b) — 1. B.16 a) —3; b) 


4 


; c) 3. 


B.17 a) 1,1 1; b) -0,25; c) 0,25; d)0,63 (aproximadaineate); e) 1,58 
(aproximadamente); f) 1,29: g) 1,97; h) 0.07; i) 0,34 (aproximadaniente} ; 
j) 1.03; k) 3,08. B.18a) 1,16; b) 1,85; c) -0,22: d)0,72; e) 1,47; 
f) 0.78: g) 1.25: h) 0.19 (aproximadamente); i) 1,46 (aproximadamente); 
j) 2,20 (aproximadamente); k) —0,17 (aproximadamente). B.19 a) 0,79 
( aproximadamente); b ) 0.44 ( aproximadamente ). B.20 a) 0,43 ( aproxi- 


B.21 a) log^ tt a 


log* ci 


log* a 


log* 1 o 8a b 

LX LJ 


log* a 1 

= — log* a 

a a 


(c.q.d.). B.22 x = 2. B.23 x = 3. B.24 m + n. B.25 — — 


B.26 -6.8. B.27 


2 + k 


B.28 


I + 2n 


B.2 9 1 - o 


f! 


B.30 


1 + m 



B.32 a) crescente; b) decrescente; c) crescente: d) decrescente. 

B.33 a) V; b) V; c) F: d) V; e) V. B.34 a) D (f) = [x G IR | x > 3 ] ; 
b) D(g) = {x G R j x < 0 ou x > 3}; c) D(f) = {x G R 

'f _ .' 9 i 

x > 4} ; d) D(r) = iR H: ; e) D(/i) = Jx G IR | x > y e x # 1 


x < ! ou 


f) D(n = 


x G IR x > 2 e x # — 

1 2 


B.35 b. B.36 a) S = [ 15}: 


b) 5 = {3}; c) 5 = {6|: d) S = {6, 4); e) 5 = (2};f)5= {8.5): 

1 1 


g )S= {5, 3}; H) 5 = 


B.37 a) S - {-4.2}:b)5 = {6}: 


c) 5 = {32}; d) S = [2}; e) S = {3, 5}; ® $ = {I. 9}; g) S = {2}; 


h)5 = 



x = 4ey = 2. B39 9. B.40 a, 13.41 b. 


B.42 a) S = x G R I x > 


33 


c)S 
e) S 
g)S 


; b) & — [.v t R 


1 


5} 


T <J[ 


[x G IR 3 < x < 6 } ; d) S = jx G IR 
[x G IR 1 3 < x < 5}; f) S = [x G IR j x 3); 
{ x G IR ] 1 < x < 9 } . B.43 a) £ = lx G IR 


6_ 

7 


b) S = lx 


V 


R j <x<5 ;c)S = jxGlRj 8 


4- <x^ 5 


4 


x < 


7 l 

Tf- 
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d) 5 = 


X 8 } ; 




A 


f )S 
b) S 


x 

{x 


IR | f < A- < l|; e) S = {x E IR 
J J 

i a <= R [ 2 < * < 4}. B.44 a) S = {x € 

0; c) 5 = {x E IR | x > 3}; d) S = {.v £ 

Exercicios complementares 


IR 

!R 


x < —4 ou x > 2} 
x > 3}. 


C.l 


M 


M, 


= 100 ou 


M; 

~M 


1 


100 ‘ 


C2 b. C-3 4. C-4 0,903. 


C.5 b. C .6 b = 


3 C 


a 


C.l 0.857. C .8 7,33 (aproximadamente). 


C.9 6 meses. C.I 0 e. C.11 e. C.12 b. C.13 a. 


C.14 a) D(f) = 


xElR x< -y oux > 2 ] 


b) D(g) = {xER|l< 3 f <2 ou x > 4}. 

C.15 D(fl = {.v E IR I x > 4} . C.16 b. C.17 e. 


C.18 S - 0. 


€.19 d, C.20 a) 



Preco do litre 

■3 

da gasoil na em conios 

I s de Janeiro de 2000 

1 

r de Janeiro de 2001 

1.25 

1 Q de Janeiro de 2002 

(1,25) 2 

' i 2 de Janeiro de 2003 

(1.25) 3 

1 a de janeiro de 2004 

(1,25/ 

l a de janeiro do ano 2000 + k 

(1,25/ 


b) 2010. C.21 S = [x E IR 1 =s x *s 9}; b) S = E R | 2 <x < 3 


oux > 5}. €.225 = jxER| — | 


x <10 . C.23 a. 


Capftulo 20 


Exercicios basicos 

B.1 e. B.2 a) {g o f)(5) = gif (5)) = j?( 6 ) = 20; 

b) (foj;)(5)=/(g(5)) =/(17)= lfi; 

c) (g of)x ■=■ g(/(x)) = £$* + 1 ) = 3 (x + 1 ) + 2 = 3x + 5; 

d) (fa g)x =.f(g(x)) =/( 3x + 2) = 3x 4- 2 + 1 = 3x4- 3. 

B.3 a) (g o/)(l) = gift 1)) = g( 8 ) = 2; b) (f o g)(l) =/fg(l) =ftl) 

c) ifog)(-8) = /(g(- 8 )) =/(— 2 ) = -U 

d) (g o/)(x) = g if(x)) = g (A- 3 + 7) = V-V 3 4- 7 ; 

e) (/ o g)(x) =/i 


= 8; 



x. ) — x + 7. R.4 d. 




c) f- { na« e funcao. pois existe elemento do dbmfuio d ef 1 com 
mais de uma imagem. 




c) f~ [ e funcao. pois todo elemento do dommio de/ 1 possui uma 
unica imagem. 

„ _ x + 5 , . , , . . x — 4 2,t + 3 

B.7 a) y = - — - — ; b )/ '(*) = ■ — 5 — ; e)>' = 


8 


o Y ~u 7 

d) g -■ 1 (x) = ■ . B. 8/- 1 jgg = m 

2 — x 


X- 1 


1 


B.9 a)/ _1 (x) = —2 + log, a; b)/ _1 (x) = -y (2 -f log 5 x). B.lOc. 


Exercicios complementares 

C.1 k — -i. C .2 a) /( 20 ) = 35; b)/(x) = 2 x -5. C.3 c. C.4 b. 

C-Sa. CaimC/ - - 1 ) = {y6R|y*0ey* 1 -ey^-1}. C.7 d. 



Exercicios basicos 

B.l Lima disinboicao possfvel e: 


Classe (em metros) 

F 

F% 

[1,69: 1,7® 

3 

18,75% 

[1,76; 1,83[ 

5 

31,25% 

[1,83; 1 ,92[ 

5 

31,25% 1 

[1,92; 1,93] 

3 

18,75% 


F f -ZF= 16 


B.2 Graff co de tin ha: 



Nota. Tambem e correro colocar as classes no eixo vertical e as frequen- 
cies no eixo horizontal. 

Grdfico de barrels verticals: 



440 



Grdfico de barras horizontals: 




162 ° 




B.3 cl. B.4 r) d; E) a. 

B.5 a) 7 alimos; b) 20 alunos; c) 25%. 

B.6 a) 700 garrafas; b) aproximadamente 57.14%. 


Classe 

(tempo, em dias) 

F 

[149,5; 181,5[ 

2 

[181,5; 213,51 

6 

[213,5; 245, 5 [ 

' 1 

[245.5; 277,5 L 

5 

[277,5; 309,5] 

6 



Nota. Os extremes de classe nao precisam, neeessariamente, pertencer 
k amostra. 


Classe 

(area, em metros quadrados) 

F 

[250,0; 276.2[ 

4 

[276,2; 302, 4[ 

7 

[302,4; 328,6[ 

2 

[328,6; 354,8 [ 

i 

[354,8: 38 1 ,0[ 

i 

[381,0:407,2] 

5 





ExercTcios basiccs 


B.l 20,2 anos. B.2 8. B.3 RS 710.00. B.4 6,48. B.5 a) 31; 

b) aproximadamente 5.7. B.6 at 5. i 20 candidates; b) nao, pois a nota 

media, nessa questao. £ .v tal que: 

1 ■ 20 + 2 • 32 + 3 ■ 16 +4 • 12 + 5 • 10 + 0 * 10 . 


e, port auto , _v > 2. B.7 a) Mo =* 2; b) Md — 2. B.8 16,325 t: 

B.9 a) Media = R$ 2.000,00 e mediana = R$ 1 .500,00; b) a variancia 
da nova distribui^ao ficara menor. B.10 a) Media de x : x = 26. Media 
de y: y = 26; b) desvio-padrao de x: cr r = 14,62; desvio-padrao de j: 
<r v = ! 8.00. Logo, o atirador.v teve urn desempenho mais regular. 


ExercTcios complementares 

C,1 80 mulheres e 40 homens. C.2 a) x = 6,6; b) Md = 7 ; c) Mo = 7 . 
C.3 b. C.4 c. C.5 d. C.6 a) Jogador A: x A =20, jogador B: x B = 20; 
b) jogador A: cr n — 1,2, jogador B: u lt — 6,5. 

cj Voce decide! Observe, porein. que, apesar de os jogadores possuuern 
a mesma media de pontos por jogo, o desvio-padrao do jogador A e me- 
nor do que o do jogador B. Isso quer dizer que. em muito mais jog os. o 
jogador A esteve mais proximo da media do que o jogador S, isto e, A 
foi mais regular do que B. 



ExercTcios basicos 


B.l a, = 3, a 2 = 2, a 3 = 5, a 4 = 9, a 5 = 6, a E = 6 e a 7 = 6. B.2 d. 
B.3 c. B.4 a) (6, 15, 24, 33, 42, ...); b) (3, 6, 12, 24, 48. 
c) {8, 13, 18, 23, 28, ...); d) (3, 8. 15, 24, 35, ...). 


ExercTcios complementares 

C.l b. C.2 d. C.3 d. C.4 d. 


ExercTcios complementares 

C.1 a. C.2 b. C.3 a) S l0 = 140; b) a x = 5; e) a 6 = 15. C.4 d. 
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Capltulo 24 


Exerctcios basicos 

B.l a) (6. 1 1, 16, 21, 26, 31) e P.A.; b) (1, 4, 9, 16, 25. 36, 49, 64. 81 ) 

f 4 L 2 1 8 - 10 11 ^ 


nao e P.A.; c) 


__ _8_ 1° 

3 ’ 3 ’ ’ 3 ’ 3 


6 P.A. 


B.2 a„„\ - o„ — 4(n + 1) + 1 — (4 n + 1) = An + 4+1— 4n — 1=4; 

4 

logo, a seqiiencia c P.A. de razao 4. B3 r = — . B.4 r — 5 

' """ 15 

B.5 a) decreseeme; bt crescente; c) constante; d) crescente; e) constante; 
f) crescente. B.6x = 4. B.7 x — 2 ou x = 1. B.8 x = 3. 

53 


B.9 = 205. B.10 a& = -207. B.ll a 25 = 


3 


B.12 r — 


31 


B.13 r = - 


J2 


15 ' 18 

B.16 27. B.17 69. B.18 / = -3. B.19 a, = - 10. 

B.20 (4, 13. 22. 31. 40. 49, 58, 67). 

7 4 3 5 11 


B.14 n = 36. B.15 n = 51. 


B ‘ 21 U 6 ’ 3’ 2 


\ 


B.22 r = 


8 


3 s 6f 

B.23 a# = 162. B.24 (6, 2, -2). B.25 d. B.26b. B.27 9.960. 

B .28 4.335. B.29 2.310. B.30 2.562. B.31 2.210. 

E32 5.586. B.33 9.504. B.34 40. B.35 26. 

B.36 a, = 2 e r = 4. B.37 24. B.38 a) 2.550; b) 2.420. 

B. 39 S a = n\ B.40 S u « n 2 - n. B.41 S n = n 2 + n. 

Exerctcios complement a res 

C. 1 a- - 2. C.2 a 7J = 99. C.3 r = -11 . C.4 b. 05 187. C.6 c. 

C.7 a, £ = 103. C.8c. C.950cm. C.10 39. CM 21. C-124.123. 
CJ3 a. CJ4 d. C.15 e. C.16. b. C.17 20 presta^oes. C.18 a. 
C19 b = 31. C.20 b. 


Exerctcios complement ares 

C.1 d. C-2 b, C.3 a) (1.02) s x; b) ( 1 ,02) 1 1 jc; c) (1,02)" ‘ 


• x 


C.4 18 a geragao. C.5 12partidas. . C.6 q= — § j— 


q = 0. C.8 e. 09 c. C,10 ©. C.11 d. 
calcuiadoras. C.14 a = 11. C.15 18 dias. 

C.16 P„ = • a^q 1 * a^q 7 ’ ... ■ a^q” 

= (a, 


C.7 q = 2 ou 
C.12 c. C-13 148.832 


■ a | ■ • ... • a , ) * ( q ■ q [ • q- 


i -= 

q n ~ ] ) 


n 


= a, ■ q 


n fa tores n t stores 

11 ' h 1 ‘ J “ + i,J “ 1 Observando que o expoenre de q e a soma dos 


n(/J: — 1 1 


C.17 P, g = 512. 


n termos de uma P.A., temos P„ — a" ■ q 

C.l&v = 4. C.19b. C.20 S = { 5 } , 021 A empresa A doaraa soma, 
cm dolares, dos dez primeiros termos da P.G. 

(100.000, 50.000, 25.000, ...). isto e, S w = 199.806 dolares. A empresaS 
doarii a soma, em dolares, dos infinitos termos da P.G. 

(98.000, 49.000, 24.500, ...). isto e, 5„ = 1 96.000 dolares. Logo, a empre- 

sa A 6 a mais generosa. C.22 5„ = ^2011 cm £23 As distancias 

percorridas em alguns dos segundos apos a freada fonnam a P.G. 

20. 5. — . ... j. Mesmo que essa P.G. fosse infinita, nao haveria o cho- 


que do auto com a pedra. pots .S'.. = 


20 


1 - 


I 


80 

3 


= 26.66. Isto e. 


a soma dos termos da P.G . e aproximadamente 26,66 m, que e menor do 
que 100 m. C.24c. C.25 b. C.26 25 anos. aproximadamente. 

027 a. C.28 c. 029 a. 


Capituio 25 


Exerctcios basicos 

B.l a) (6. 1 2. 24, 48, 96) 6 P.G., q = 2; b) (3, 6, 9, 12. 1 5, 1 8) nao e P.G.; 



1 

1 

1 3 

U’ 

25 ’ 

125 ’ 

625 J 


e P.G., q — 


5 ; 


d) 


4 

3 


\ 


, 8, 48, 288, 1.728 6 P.G., q = 6; e) (1, 8, 81, 1 .024) nao € P.G.; 


0 1 1, 


1 


1 \ I 1 

-P e P.G., q = — . B.2 $ P.G. B.3 q = — 

A } 2 1 3 


B.4 q = — . B.5 a) constante; b) crescente; c) decrescente; d) quase 


nula; e) oscilante; f) constante. B.6 x = 3 ou x = 


1 


B.7 a- = 3. 


B.8 atm — 1,536. B.9 a n = 2.187. B.10 q — 2. B.ll q = 3 ou 

q = -3. B.12 n = 20. B.13 n = 1 1. B.14 o, = 1. B.15 q = 2 ou 
q =? -2. B.16 (3, 6, 12, 24, 48, 96). 

B.37(l.$/2", ill, Jl , 1/4, Iff, 2) ou 

(1, M2 , - Jl, llA , -5/32", 2). 

1 


B.18 a 3g = 


B.20 


4.096 ' 

1 _L 

6 


B.19 (5, -10, 20) ou (20, -10, 5). 


B.21 S n =4.094. B.22 S ]Q = 


1.023 


% ' 2 ‘ 6 } “ ' 1U 512 

B.23 5 I0 = -682. B.24 S i0 = 0. B.25 n = 10. B.26 a, = 3. 


B.27 SL = 


B.30 D = 


135 

2 

131 

99 


B.28 5_ = 


i|§_. B.29 x—-j- 


B.31 D=~. 6.32^=^. 

0 3 


B.33 e. 


B.34R$ 38.750,00, aproximadamente. B.35 R$ 3.400,00 (cuidado, 
esse foi o juro, ja que o montante acumulado foi de R$ 13.400,00). 
B.36 20% ao ano, aproximadameme. B.37 14,3 meses, aproximada- 
mente. B.38 RS 20.000,00. B.39 R$ 80.800,00, aproximadamente. 
B.40 RS 13.305,60. B.41 a) R$ 137.261,52; b) 37,26%. 

B.42 a) R$ 46.075,00; b) 7,85% B.43 a) 0,81092p; b) 18,908%. 


Capltulo 26 


Exerctcios basicos 

B.1 Aproximadamente, sen 35° = 0,57, cos 35° = 0,81 e tg35° = 0,70. 
B.2 a) x = 3,52 cm; b) x = 2,3 cm; c) x = 5,3 cm. B3 h = J 13,6 m. 

. .. g 

B.4 Aproximadamente 14,8 m. B.5 x = — m. B.6 x = 38,3 cm, 

8 

aproximadamente. B.7 E = 1,2. B.8 E = — . B.9 16 cm. 


B.10 a) y ; b) 2. B.ll sen cc = -y 


IT 

B.12 is (i = ~ — 

3 


B.13 sen a = e cos a = JL* B.14 sen a = e 


COS O! = 


Jf 


n 1C 3 ^/To” Jm 

B.15 sen a = — — — e cos a = 


5 10 10 k 

Seja urn triangulo retSngulo com urn angulo agudo a: 



b c ----- 

temos sen a = — , cos a = — ; pelo teorema de Pitdgoras, 

a a 

h 2 + c 2 = a 2 \ dividindo ambos os membros da igualdade anterior por 

j / b N2 ( r V 


b % c z 
a-, temos — - -t- 




a 2 


£7' 

a 2 


V. a J 


+ 


c 

V a J 


= 1; 


logo, (sen a) 2 + (cos a) s = I, isto e. sen 2 a + cos 2 a = 1 (c.q.d.). 

1 „ _ I 


B.17 a = 6 cm. B.18 E = 


16 


B.19 E — 


6 ' 


B.20 x = 10 J3 cm. B.21 x = 25 m, 
B.22 a) 100 a/ 3" m; b) 200 -U m. 
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Exercicios complementares 


C.1 tg a 


1 


C.2 5 m. C.3 R = 


it sen 0 


3 - - ] — sen 0 

C,6 x = 24 cm. C.7 b. C.8 48 m. C.9 378 m. C.IO a. 


C.4 d. C.5 d. 


C.11 a) JOcm 2 ; b) 4^3 m 3 ; c) 
C.14 ot 4 150°. C.1S 3 cm. 


JT 


dm’. C.12 b. C.13 a. 


B.15 m : 3 ou in = —4. B.16 S = { - l + cos ot, — 1 — cos a}. 


B.17 sen x = 


3 


B.18 sen.v 


J_ 

4 


B.19 £ = 4, B.20 E — 


Exercicios complementares 

C.1 E = -2. C.2 E = - 1 . C 3 d. C-4 b. C.5 e. C.6 e. C.7 a. 

C.8 96 cm 2 . C.9 a. CIO ft- = — 1. C.ll b. 

C 12 c = 1 — COS a — 1 — cos a 


Capitulo 27 


Exercicios basicos 

A. tt 7 X 7 71 

B.l 1.75 rad. B.245 c . B.3 a) — r— rad; b) — — rad; c) — — rad 


d) 


Jt 

4 

71 


rad; e 

)~ 
; 2 

rad; f) 

rad; j) 

2ti 

9 

■ rad. 


3Tt , 71 , ., 571 , 

—— rad; g) — rad; h) — — rad; 


3 


B.4 a) 36°; b) 150°; c) 135 ’; d) 315°; 


e) 120"; f) 90°; g) 240°; li) 100°; i) 330 c ; j) 57° (aproximadamente): 
k) 85,9° (aLproximadameiite) : I) 40,1° (aprox imadamente). 

B.5 a) 50°; b) 240°; c) 300°. B.6 a) -- 71 rad; h) rad; 

c) rad. B.7N;l^°,P:201 fl ,Q:33r. B.8N: P: 


4 
9n 

T“' 


c) M: 50°, N: 130°, P: 230°. B.10 a) M: 


71 


b) M; -~ t N: 


jt 


3 


. Q: 


571 


; c) M: 


It 


Exercicios complementares 

C.1 48 voltas. C.2 6", aproximadamente. C.3 


Tt 


80 


rad. 


C.4 A: 0. 2ti. —Ik-, M: 


71 


4 ’ 


5it „ 5 ji 

— — ; A : it, — Jt; P: 


7 TC „ 

7T 

3k 

m 

■ B’ 
4 ’ 

~~2' 

2 * 

J7T : S': 

3 71 

ji 

m 

Q : 

4 

2 

2 5 


3jc 

~4~ 

In 


n 


4 


C.5 e. C.6 e. C.7 320°. C.8 330°. C.9 d. 



Exercicios basicos 

Tt 71 

B.l a) cos 0 = I , sen 0 = 0; b) cos — = 0. sen — 


= l:c) cosn = — 1. 


„ 3tt _ 3n 

sen Ji — 0; d) cos — — = u, sen — — 


— — 1, cos 271=1, sen 2 Jt = 0. 


B.2 £ = — 1. B.3 E— 1. 


A , b) _j_. c) _ j. 
2 1 * 2 1 J 2 


i\ J^ s 
d) „ ; e) 


j) - 


c) 


2 

JT 

2 

JT 


JT r , l , J2 u , J 2 . . x ■?> 

~k~\ i g) -=— ; h; — r— ; i) - 


; k) - 


JT 


9 


; 1) 


•d e \ i u\ ^ 
B.5 a) — ; b) — 


;d) -i : «-4,o4 


B.6E= - 


1 


B.7 c. 


B.8 a) V: b) F; c) F; d) V; e) F; f) V; g) F; h) V; i) F; j) V; k) V; 1) F. 

i JT 

B.9 E = -2. B.10 a) V; b) F; c) F; d) V. B.ll a) - — : b) 


c) y; \ 


B.l 2 sen a = — 


2j5 

B.14 sen x = — = — e cos x ~ 


12 
13 ' 

JT 


B.13 cos a = — 


iJT 


Capitulo 29 


Exercicios basicos 

jt 2n 


B.l a) S = 


d )S = 


n 


3 ’ 
7jt 


; b) S ~ 


5n 


Ik 


; c) S « (0) 


4 ’ 4 j 


e) S 


b) S = {0. Tt); i) S = 


n 


5 Jt 

T 

1 1 rr 


7 it 1 


4 j 


; 05 = 


jit 


; g) 5 = {Jt} 


l 6'' 


; j) S - 0: k) S = 0. 


B.2 a) 5= 1 30°, 150°}; b) 5= ( J20°. 240°}; c) 5 = {90°}; 
d) S = {90°, 270°); e) 5 = {0°, 180°}; f)S= {30°, 330°}; 

2) S = {225°, 31 5°); h) S ~ {45°. 315°}; i) 5 = { 180°}; j) S = {270°j 


B.3 5 = 


ji n 
; 3: ’ 3 


B.4 S = {it, 3 tc}. B.5 5 = 0. 


B.9 a) M : 60°. P: 240°. Q: 300°; b) M: 30°, N: 1 50°. Q; 330"; B 6 s = 


2k 

7 

. P: 

9tt 

7 

Q: ■ 

1271 

7 ’ 

B.8 S — 1 

, N; 

5 TC 

6 

P 

i R - 

7h 

6 ' 


B.10 S = 


K 

6 5 
7C 

It* 

7t 


Sit 7 tc 


6 

3 71 


2 

n 


n_ 

6 H 

5?t 


B.7 S = 0, 


71 


571 


6 


2 ' 3 ¥ 3 


BJ2 a. B.I3 5 = 


K_ 

"T 


TV 


B,1 1 5 - 


3K 


K 


2 ’ 



3h 1 

. Jt. 

2 J’ 

TC 

3 n [ 

T 5 

"rr 

7jt 

i in 

6 

’ 6 


6 * 6 


B.14 S = 


K_ 

T 


57T 


ft 


B.15 5 = JO, Jt}. B.16 5 = {0, Jt}. 


Exercicios complementares 

C.1 a. C.2 c. C.3 5= n 3 71 


4 ’ 4 


C.5 5 = 


C.7 5 = 


Jt 

4 

K 


3Jl 

T" 

3k 


C.6 S 


K 


5 71 

4 

~ 1 


In 
4 f 


C.4 4m 


Jt _5 tf 
6 ’ 6 


7Jt 


1 1 Jt 


, 0 c , | f , Jt 3 jc 
.. 8 5 = 10, — . Jt, — — I 


C3 S ={0}. C.10 5 = 


jt 


27C 


3 ’ 3 


■i 


it 


C.11 5 = {0, 7t, 2jt}. C.12 5 = 


~ 


C.13 S - 


C.15 5 = 


C.16 5 = 


71 

3 TC 

571 

4 ’ 

4 ’ 

4 ’ 

JT 

5 Tt 

7tu 

6 * 

6 ! 

6 ’ 

TC 

3tc 

Tt 

1 5 
*+ i 

9 5 

iUa 

T’ 


In 
4 

11 ji 

i 

5ji 


3 ’ 

Ik 

~TT' 

C.14 d. 


5je 

3 

1 1 71 


6 J 


Capitulo 30 


Exercicios basicos 


B.l a) S = 


( e ir j 


j: 


< X < 


b )S = 


x 


IR 


7 7c 


X 


3 Tt 

I Ik 


d) 5 = jt e IR | 0 =s x 


Tt 5 Jt 

OU 


e) 5 = 


IR 


jt_ 

T 


6 6 

In 


c) 5 = {.V £ IR I 0 < x < Jt} 


: x < 2jt 
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< 

y 

H 

< 



yj 



f)S = 


a- E ;R 1 0 


, 7t 1 Itc 

X < — ou — — 
6 6 


a < 2k ; 


E.6 a. B.7 a) S = I x G IR 


7T 


3 


71 4 71 

X <s ~ oil — — 


? 


A‘ < 


3k 


g) 5 — A' E IR 


n_ 

~T 


X 


3 nr 


2 


; h) S = 


x E IR {) ^ a- < 


n 


ou 


b) S = { x E IR 1 0 x < ou < x < ou < 2 kE 


< X < 2k}; i) S = <1 4- 1; j) S = {x G IR [ 0 < X < 2m }; 


c}5 = |xG ERl 0 


7t 


Oil 


3 k 

T 


. ^ 3k 7k . 

x < — — ou — — IS x < 2k}; 


0 ^ x < 2n e x \ ; 

d) S = lx G R 

K 

, _ 5k 

< A 

3k 
ou — — 

, 1 Ik 1 

< x ^ — - — - } 

2 J 


2 

6 

2 

6 J 


m) S — { x E IR | 0 ^ x < 2k e x # -y- e x =£ ^ -j. B<2 e. 


B.3 S = 


A E IR 


K_ 

T 


<A 


7E 




B.5 „S’ = LvE IR 


K . . 1% 

y - 6 


MS= iER 


B.6 


K 


X < K . 


■ 


B.7 S = 


— 1 x E 


iT-\ r\ ^ 71 5 IT 

IR 0 < x < — ou < X < JT . 

o 6 | 


B.8 S — U E R | x = 0 ou -S .v *3 ou k ^ x < 2 k}. 


B.9 S=UGK 0^x<4 o« <x<2n 

6 6 

D iif\ fi ,1 > — ,|-y i k 5 tc 7k 11k 

B-10 5 = m E IR — < x < — — ou — — < .v < — — 

6 6 6 © 


B.l 1 5 = lx E R | 0 x < 4 ou j 1 < x < 2k 

j 3 


e) 5 = 


f) 5 = 


g)S = 


lx G R I 4- < x < 4- ou 2£. < * < -^£ 


jt 


|X G IR 0 =£ X < — 


X G R 


ou It =£ x < 
3 k 


3 tc I 
2 1 * 


71 _ . 

— < X < K OU — 
2 2 


<x<2in. B.Se.lR 


B.95 = JxGR|0=ex 


71 3k 5it 7 k . _ . 

ou — — < x — — ou — — < jfc < 2 k . 


4 


4 


4 


Exercfcios complementares 


C.1 5 = 


C.4 S = 


4 k 5 ji 


A 

3 


C.2 S = 


re 5 k n 
4 ’ 4 ’ 3 


4k 

— 

3 


C.3 d. 


n 5k 3k 7k ] 

T 5 T’* “r 


C,5 5 = U' E IR I 0 ^ i < ou ~ ^ ^ ou 


Exercfcios complementares 


C.1 e. C2 e. C-3 5 t ^{AEfR|0<A< 4r~ ou k < x < Mzr- 


C.4 S = a- E R 


C-5 5 = \x E IR 


IL 

7 


X ^ K OU 


3k 


5k 


K 

T <X< ~~6 


^ x < 2 k , 


K 


7k 


ou 0 ^ x < — . ou 

6 4 


< x < 2 k 


C.6 a. C.7 e. C.8 S = x G IR 


3k 

T 


< X < 


5k 

~T 


Capltulo 3 1 


Exercfcios basicos 

B.l a) 0; b) 0; c) nao existe. B JZ sen a = — e cos a = — 


10 


10 ' 


3/3 Fk 

B.3 tg x = - 4 . B.4 a) b) JT\ c) ~4r~i d)-l;e)l 

4 3 3 


M 

f> — 1. B.5£=- v 


V3 


2 . B.6 a) — V3 ; b) _ -T“; c ) _ l;d) */3 . 

B.7b. B,8 e. B.9£=-~. B.10£=-l, B.lla)-]; 


b) J3 ; c) J3 . B.12 a) — J3 ; b) — -73^ ; c) 


V 3 


Exercfcios complementares 

CA d. C,2 e, C*3 tg x = — L C-4 O produto e positivo se, e so- 
niente se. a e ruedida de um arco do primeiro ou quarto quadrante. 
C.5 Quarto quadrante. C,6 e. 


Capltulo 32 


Exercfcios basicos 


B.l a ) S = 
5 k 


K 4k 

T ' — 


; b )S = 


K 

6 ’ 


7 k 


d> 


B.2 5 = 


11k 


0. k. 


K 


1 : e) S - {0, k}; f) 5 
5k 


; c) S — 


K 3k 


2k 5k 


3 

5k 


4 ’ 


4 * 4 * 

B 3 e. B.4 b. B.5 S 


4 

K 

~4 


3 

7k 

4 

5k 


5K 


<x^ 2 k . C.6 V = 


xGR 0 <x < 


K 

4 


OU K < X < 


5k 

T 


C.7 aGIR 0*Sa<4r- ou — 


_ 3k 7k 
a < — — ou 


4 


a < 2 k. 



Exercfcios basicos 


15.1 a) 1 ; b) 1; e) - I . B.2£=l. B.3 a. B45 = 


K 

T* 


3k 


B.5 5 


K 


5h 


B.6 d. B.7 - 


JT 


B.8 a. 


6 6 J' 4 

B.9 a) E identidade cm IR; b) nao e identidade em !R; c) e idemidade 
em M*; d) nao e identidade em IR; e) e identidade em U. 

B.10 a) Usando a tecoica II: a igualdade sen 2 x + cos 1 a ~ 1 e identi- 
dade em R; logo, tambem o e em [/, pois U C R; dividindo ambos os 
membros tlessa igualdade por sen 2 A\ com sen a # 0. temosi 

1 ,, a I MM 

— — 1 + cotg 2 x = cossec 1 x (c.u.d,). 

sen" x sen^ 1 x sen- x 

b) Usando a tecnica (I), Paxso J : o primeiro membro esta definido des- 
de que sen x ^ Oe cos x ^ 0; o segundo membro esta definido desde 
que cos x — 0; logo, ambos os membros estao definidos em U > Passo 2: 
parti iido do primeiro membro, temos; 

primeiro membro — (tg x + cotg a*) sen x = 

( sen 2 x + cos 2 x \ 


sen 1 x f cos 1 x 

A- I m 


r sen x cos x ^ 


\ COS X 

] 


sen x = 


sen x J 


* sen x — 


cos x sen x 
= segundo membro 


cos X 


^ cos x sen a J 


— sec x — 


sen x = 


(c.q.d.)^ 


c i Usando a tecnica (I). Passo t: o primeiro membro estd definido des- 
de que sen x # 0 e cos x i= 0; o segundo membro esta definido desde 
que sen x ^ 0; logo, ambos os membros estao definidos em U ■ Passo 2: 
parti ndo do primeiro membro, temos: 

primeiro membro “ (1 + sen x) (cosset: x — 1) sec x = 


= (14 sen x) 


( 1 


-1 


= ( 1 + sen x) 


\ sen x 

1 — sen x ^ 
k sen x 


1 


COS X 

1 


1 — sen 2 x 


1 


cos- X 
sen x 


cos x sen x cos x 

1 COS X 

= - = cote x = scsundo membro (camI). 

cos x sen x 
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d) LLsando a tecnica (I), Passo /; as expressoes sen 4 a - cos 4 x e 
sen 2 x - cos 2 x estao deflnidas para qualquer x\ X E \R. Passo 2: partin- 
do do primeiro membro, temos primeiro membro = sen 4 x — cos 4 a - = 
= (sen 2 a } 2 — (cos- x) 1 = (sen 2 a + cos 2 a) (sen 2 a — cos 1 a) = 

= 1 ■ (sen 2 a — cos 2 a) = sen 2 x - cos 2 a = segundo membro (c.q.d.)- 

e) Usando a tecnica (I), Passo 1 : o primeiro membro estd definido des- 
de que cos a ^ Oe sen a =£ 0; o segundo membro esta definido para 
qualquer a real; logo, ambos os membros estao definidos em Li 
Passo 2: panindo do primeiro membro, temos: 

primeiro membro = (sec 2 a — 1){ cossec 2 x — 1) = 

' 1 Af I 


- 1 


;os- a 


V sen- a 


“ 1 = 


3 — cos 2 x 1 ( 1 


COS- A* 


sen- a 


/ \ sen- x 


sen- a 


cos- a 


cos^ x sen- a 
= segundo membro 


- ] = 


(c.q.d.). 


f) A igualdade tg a cos a = cossec x sen z x e equivalents a 
tg a cos a — cossec x sen 2 a = 0* Demonstrando essa senunda i^ualdade* 
a prime ira estara, automalicamente, demonstrada. Vamos demonstrar 
essa segunda igualdade usando a tecnica (I). Passo 1 : o primeiro mem- 
bro esta definido desde que cos a # 0 e sen x — 0; e o segundo esta 
definido para todo a real; logo, arnbos os membros estao definidos em 
U. Passo 2: partindo do primeiro membra* temos primeirp membro = 

, sen x 1 

= tg a cos a — cossec a sen 2 x = 


cos X 


sen * x = 


sen a 


cos A 

= sen a — sen a — 0 = segundo membro (c,q.d.)- 

B.l 1 Nao t pois a igualdade nao se toma verdadeka para todo a\ x E [R; 


por exemplo, sen 


r 


_TC 

7 


\ 


J 


- 2 sen 


K 


B.12 If = ( a E \R | cos x ^ 0 } , 


B.17 c. B.18 5=14 


DJI 


B.19 S = 0, 7t. 


3ft 7ft 


Exercicios complementares 


C.l c. C.2 c. C.3 S = 


j 71 

1 j- *• 

5n 

C.4 S = [o, 4, 

5jt 

{ 6 

6 j 

t 3 

3 . 


C.5 S = 


ft 


3 it 3ft 


Ik 


4 


4 


C.6 E = cos 2 a. C.7 ft m -2. 


C.8 d. C.9 a. C.10 5 = 


JE 


3ft 5 JE 


7 k 


IT’ 


4 


Cll d. 


CopTtulo 34 


Exercicios basicos 


B.l a) S = jr e IR 


x = 


3k 

o 


+ k ■ 2 k, k G 2 ; 


x m JL + ft • 2 tc on x = + k ■ 2ft, k e IRi 


b)5^(,EIR,_. 3 3 

e) S — {jc E [R [ jc = Ji + k • 2n, Jt£^}; 


d) S = a G IR 


-v — — 4 + k • 2 k oua = + ft * 2ft, ft E Z! 


e) S = {* G IR | x = k ■ 2tt, k e 2}; 

JT 


f> S = 


x e [R 


5tt 


x = — + k ■ 2n ou .v = — 
3 3 


+ k * 2 jt, k £ TL 


Nota. Urn outro mode de apresentar esse conjunto solueao e 
5 = lx G IR \x = ±T + k • 2ji . k G Z\. 


g) S = [x G R 
5tt 


rr r j ^ ic r ^ 

a = — + k * 2 k ou a = — 4- k . - 2te ou 


x = 


+ k • 2jc, Jt e % h) S = [x E IR jc = it + k ■ 2re, k e 2J 


B.2 a )S= {.v e IR 


4 + k ■ 2tc < X < -4- + ft • 2 It, k G *); 


b) S = 


a G IR 


c) S = a G IR 


K 

T 

2% 


+ k • 2 ti a 


+ A- • 2tc < x < 


PTC 

3 

4tt 


+ ft * 2k, k'E. IL 


+ ft - 2rt. ft G %r. 


f- 


d) S = a G IR 


e ) S = a E IR 


7 Tt 


+ k * 2 jt c x 


K 


+ Jfc • 2kAE% 


— + k * 2k ^ a ^ i * 2 tc, k E Z! 

4 4 


BJa)S= {a G[R |a = ftji,ftG 2};b)S = JaGIR 


a G IR 

a- 4 +ftji,ftez 

l 

3 


C) S = U' G IR 


3tc 


e) S = A G IR 


f) 5 = a G IR 


g)5 = 


h) S = a G IR 


.V — ■ 

4 

A = 

7T 

2 

X = 

it 

2 

A = 

% 


+ ftir, ft G 23; d) S = {aGIR]a = 7T,ftG 2): 


+ ftJE. ft G Zw: 


+ ft 7i. ft e x 


K 


+ Act ou x = ±4 + An. ft G Zl; 


x = — + kn, k G 7L 


B.4 a) S = I a G IR | 4 + ATT < x C 4 + -fe ft E 2lJ; 


b) S = a G IR 


7i 


+ ftjt < A 


2jt 


c)S = {aGIR| -4 + kn < x < ~ 


+ kn, ft G TL ; 


kn. k G 7l 


B.5 S = a G IR | a = 


kn 


ft E 2 


B.6 S = jc G IR 


B.13 cossec a - 4. B.14 IgA = — 2. B.1S a = 0, B.16 E = sec x — 1. B.7 S — { x G IR 


'=f'‘ ea 

a = — + ft G Z 


B.9 S = 


4 


7t 


X E iR A — — 4- 

6 


2 

k • 2n 


B,8 5-0. 


k E Z . 


Nota. Os pontos associados as raizes dessa equagao dividem a circun- 
ferencia trigonometrica em tres partes iguais. 

Exercicios complementores 

Cl d. C2 S,~ {a E IR | x = k • 27r ? Jt E Z). 

C.3 S = J v G IR 


V 


4 + ft • 2k « A < + ft ■ 2n, k G 2! 


C.4 5 = 


a G IR i a = Arc ou a = 4 + kit. ft 62 

4 


71 


C.5 D(/) = |a G IR a # 4- ft7t, ft G Zj. 

C.6 D(/) = [a E IR | x * kn, ft G Z} . C.7 b. C.8 d. C.9 d. 


Capituio 35 


Exercicios basicos 

B.l a) + ; b) -2L±22_ ; C ) ~ C6 

4 4 4 


d) 


76~ - J2_ 

4 


B.2 


74 - 3^~ 

10 


B.3 


J + 276^ 


B.4 e. B.5 b. B.6 b. B.7 a) I s membro = sen 


3tt '' 

X 

2 J 


3 71 3k 

— sen — — cos x + sen a cos — — — - 1 cos a + (sen a) • 0 = 

= —cos x = 2 a membro (c.q.d.); b) 1 a membro = cos (— x) — 

= cos (0 — a) = cos 0 cos x + sen 0 sen x = 1 - cos x + 0 ■ sen x : 
= cos a = 2 s membro (c.q.d.); c) I s membro — sen (—a) = 

— sen (0 — a) = sen 0 cos a — sen x cos 0 = 0* cos x — (sen a) * 1 
= — seD x = 2- membro (c.q.d.). 

7T 


B.8 S = A G IR 


A = 


+ ft • 27t, ft G TL 


B.9 S = U e IR I .t = ~ + k ■ 2k ou x = + k ■ 2lt, k £ Zj 
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B.10 2-73”. B.ll a) — b) - ^ 


B.13 


-b 


a — c 


B.14 


120 

169 


5 

B.15 


7 


B.12 45°. 


23 


-K 


4 3 
B.16 a) 4-; b) -4 

5 


B.17 a) 2a 1 - 1; b) 8s 4 — 8a 2 + 1. B.18 


5672 

81 


B.19 1. Ainbos os 


membros da igualdade estao definidbs para lodo x tal que sen x # cos a, 
isto e, para lodo x G £/; IL Paitimos do primeiro inembro: 

cos 2 x — sen 2 x 

pnmeiro membra = — - — — cos x = 


cos x — sen x 
( cos x + sen xKoosrx — 


— cosx = cos x + sen x — cosx = 


Y — vm r 


— sen x — segundo membro (c.q.d,). B.20 I Ambos os membros da 

igualdade estao definidos para todo v G IR; n. partimos do pnmeiro mem- 
bra: primeiro membro = cos x • 2 sen x cos x — 2 sen x = 

= 2 sen x cos- x — 2 sen x = 2 sen x(l sen 2 x) — 2 sen x — 

= 2 sen x — 2 sen 3 x 2 sen x = ”2 sen 3 x = 


segundo membro (c,q.d.). B.21 S = x E !R 


x = 


K 


+ kli , k G 


B.22 S = 


x E IR 


x 


IE 


B.23 S = x G fRj M = 


2 

TZ 


+ kit. k E 2K L 


kn on x = 


7E 

4 


+ kn, k G 


B.24S = vx E IR 


n . k - 2iz f _„ v l „ „ 4 

,= 7 + — leI BK “T 


B.26 a. 


B.27 a} 2 sen 3x cos x; h ) 2 sen x cos 5x; c) 2 cos 5.v cos 3x; 
d) “2 sen 2x sen 3x; e) 2 sen 15° cos 5°; f) 2 sen 145 a cos 125°: 


x 


B.28 2 sen 40° cos 30°. 


g) —2 sen 2 5 h) 2 sen- . 

B.29 — 4 oos 3x sen 2 x. B.30 4 sen 4x c< >s 2 x. B .31 4 cos x cos 4x cos 2x. 


B 32 E = 2 cos x, B33 E = — cotg M B.34 S = 
kit 


IR 


T = 


, hex 


kn 

x — ou 


kn 


, B3S 5 — (.t £ IR | x = kn ou x = 4" + n 

\ 4 2 


i„_ it 


k E TiS, B.36 S — |.t E iR x — ^ 


+ 


kn 

~T 


ou .v = kn, k S '£. . 


1 


B.37 S ~ jc E IK 


r 


X = 


R 


K 

~6 

3 71 


^ 6u .V = 4- + 7' 71. k G 7L). 


B.38 S = !0, — . 71. — - 


Exerdcios complementares 

M 


3 ”” 4 

n 5ti 7k lire ] 


6 - 6 f 


C.l E = 


„ „ „ 7 _ _ . 56 . . 63 

C.2 E = - — . C.3 a) : b) — 

5 65 65 


C.4 A = 2. 


C.5 c. C.6 2 + 72 . C.7 a) Aproximadaineme 14.56 m; b) aproxi 

madamente 33.56 m. C.8 tg >’. 

C.9 le (90° + «) = s “(90-+a) _ 


cos ( 90 ° + a) 

sen 90° cos ct H- sen a cos 90° 
cos 90 c cos a — sen 90 c sen a 

cos a 


! cos a -h sen a * 0 
0 cos a — 1 sen a 


C14 


sen a 
7 


= —cotg ot (c.q.d). C-10 e, C-ll e. C.12 dL C. 13 b. 


CIS 4a 3 - 3a. Cl 6 c. C.17 c„ 


C.18 S = jo, re. -y-, 2rej. C.19 b. C.20 d. C.21 y m 1 

C.22 d. C.23 b. C.24 a) tg p + tg q = Sen P + S6n q = 

cos p cos q 


sen 


p cos q + sen q cos p = sen (p + q) 
cos p cos q cos p cos q 


, * sen p 

b ) tg p — tg q = 


sen q 


cos p cos q 

_ sen p cos q — sen q cos p _ sen { p q) 

cos p cos q 

sen 3x 


C25 a) 


cos ■ p cos q 
sen 4x 


cos 3 a cos x 


b) 


cos 5x cos 2x 


Capifulo 36 


Exercicios basic os 



D = IR; 

Im = | -4, 4] 
p = 2re. 



D = IR; 

Im = [-4,4]; 
p — 2re. 






D = IR; 
Im= [• 
p = 2 re. 


I 

7 


D = iR; 

Im = [-1, 1J; 

re 


2 


D = IR; 

Im - [-3,31; 
p = 4 re. 


D = IR; 

mm [ 

p = 2re. 


-3, 31 
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g) 




D = IR; 
Im= [1,51; 

p = 2ti. 


D = IR; 
Im= [2,6]; 
p = 2k. 


D = (R; 

m - [- 1 , 1 ]; 

p = 2k. 


D = (R; 

Im= [-2,2]; 
p = 2 k. 


p — K. 


D = IR; 

1m = [-5, -]]; 
p = 4 k. 


D = R; 

Im= [-4,4]; 
p = 2n. 


x D — IR; 

Im ~m [—1, 1]; 

71 


D = IR; 

Im = [-3, 3J; 
p = 4 k. 


x D = IR; 

Im = [-2, 2]; 
p = 2 k. 


D — IR; 

Im - [2, 61; 
p = 2 k. 


D = IR; 

Im = [-3,71; 


e ir | 


7k 

4 


B.3 V m, m 


B.2 VfM, m & IR 


0 *£ m « —. 


D = IR; 

Im = [-4, 4]; 
P = r 2rc. 
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MATEMATICA 


2 ^ m 3. B.“ b. 



D = iR; 

Im = [-4, -2]; 

p = 2n. 


D = IR; 

Im = [-3,7]; 
p — 71 . 



D = IR; 

Im = [-1,5]; 

p = lit, 




D = IR; 

Im = [0, 7]; 
p = 271. 



B.5 b = 3 e m = ±2. B.6 V/«, m £ [R 



A-Jt 



TZ 






D = {.v E R | x # -^-4- kn, k £ 71)', 


Im — IR + ; 
p = 71 . 
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C.4 V m, m G IR [ — 


C.5 e. 


Y J 

It 

1 

f. } 

1 

Z i 


4 8 / 

1 / 

1 jr 

8 4 

f - 1 



D = 


v G (R 


l ^ ^ 1 £— 7/ 

c ^ — + — — , 


Im = IR: 

71 



( 

6 

\ 

4 


( 

20 

-5 


1 3 

B.10 a) 

8 

\i 2 

4 

10 , 

; b) 

10 

30 

15 

10 J 

: c) 

3 1 ; 

2 


-2 4 


2 


B.ll b. B.12 X = 

-5 4 

\ 

-9 

• 

. B.13 X = 

( 

5 

\ 

3 


v -12 2 

5 j 


.0 

3 j 


Y = 


B. 14 a) 




\ 


3 

6 

9 


/ 

\ 

B.15 a) 

8 

16 

; b) 

1 

14 

5 

; c) 

8 

7 


v 1 

16; 

■■ 

1 

26 

7 j 


s 16 

16; 


Exercfcios basicos 


B.l x = . B.2 x — 2. B.3 x — 7, B.4 cos a = 


r 

\ 

/ 

d) 

8 

7 

; e) 


v 16 

16 , 



B.5D= 5 JT cm e d = 5JT cm. B.6 jc = 6. B.7jt = 6,4. 
B.8 a = 60°. B.9 d. B.10 a) 7,5 cm 2 ; b) 14 cm 2 . B.ll 22,5 cm 1 . 

B. 12 (15n - 9) cm 2 . 

Exercfcios com piemenf ares 

C. l c, C.2 70 m. C.3 e. C.4 C.5 BF = 15 JT km e 


C.7A 


cm- 


B.16 Sao iguais. Nota. A conclusao desse exercfcio pode set generalizada 
da segumte maneiia: ‘Se A e B sao matrixes tais que existe o produto AB. 


entao (AS)' = iM'”. B.17b. B.18X = 


B.19X 


B.20 a) 


\ 

; e) 

( 

1 

0 1 

; f) 

f 3 

CO 

> 

^0 



t -i 

3 J 


Exercfcios compienentores 


Exercfcios basicos 

B.l a) 2.800 dolares; b) 10.580 do! ares; c) 7.730 dolares. 


B.3 a) A = 


3 

> 

5 

111 

' 

c 



( 

\ 

4 

6 

| b)A = 

1 

-l 1 

; c)A = 

1 

3 4 

,5 

7 > 


V -1 

1 J 


x 3 

1 5 ; 


d) A = 


f 


\ 


' \ 

0 

2 

3 


I 1 

5 

0 

3 

. B.4 A' = 

2 2 

l 7 

8 



, 3 3 J 


C.l Vm, wiGR 0 


m 


C.2 (a): V; (b): V; (c): V; (d): F; (e); V. 
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< 

u 

1 : 

s 

ui 

:= 

< 



Exercicios complemenfares 

CM b. C.2 a. CM a) V; b) F; c) F; d) V; e) V: f) F* £.) V. 


CAB = 


' 50 100 ' 

. 0 2600 , 


C.5 


1 

1 




C.7 a) 


f \ 

0 0 


v 


0 0 




; b) 


j 


7 

^=7 


\ 


-2 , 


e) V: f) V, 


C.9 Um exemplo possfveJ e: 

\ ( \ f 


1 1 
1 1 


\ { \ 

3 0 


J 


.4 


2 0 


B 




1 1 
1 1 




J V 


2 

1 


\ 


C.6 c. 


J 


C.8 a) F; b) V; c) F; d) V; 


1 1 

C.10/j = 

1 0 

4 2; 


0 1 


C.ll e. 



Exercicios basicos 

B.l d. B.2 c. B.3 e. B.4 a) SPD; b) SI: c) SPI; d) $L B.5 c. 

B.6 a) SPD. S = {(2. 1,3)}; b) SPI, S = {(7 - 18s, 1 - 3s, z), z £ IRf; 

7 v - 7 


c) SPI, S = 


7 


. v, 2 . y €= IR . B.7 e. B.8 a. 


B.9 a) SPD, S = {(1, 1 2)h b) SI, S » 0; 

C) SPI, S = {(6s - 5, 3 - & Z ), Z £ IR} . B.10 a) SPD, S = {(3, 

b) SPI, 5 = | [ 1 — 


- 1 , 2 )}; 


i 


7 


7 ’ 1 


IR : c) SI. S = 0. 


B.11 a) SI, S = 0: b) SPD, S = {(-2, 2)}; c) SPI, 
S = | (2v + 3, y>, y E [R } . B.12 c. B.I3 a. 


Exercicios complemenfares 

C.1 c. C.2 a = 0. C.3 Va, aElR.^O. C-4 0, 1 25 kg. C.5 9. 
C.6 Indicando por 1/, A e B as quantias de cada pacdte vemielho. azul e 
brartco, respeetivameme, temos o sistema: 


V + 24 + 53 
4 H~ 33 
V 


150.000 

70.000 

3 + 5.000 


V + 24 + 53 = 150.000 — — ^(“j) 
<OV + A + 3B m 70.000 

V + OA - B = 5.000-*— ^ 


V + 24 + 53 
OV + A + 33 
OV - 24 - 63 


150.000 

70.000 - 


*( 2 


= -145.000* 





V + 24 + 53 
OV + 4 + 33 
OV + 04 + OB 


150.000 

70.000 
-5.000 


Como o sistema e impossfvel, conciui-se que o gerente inenliu em seit 
depoimento. 


C.7 b. C.8 c. 



Exercicios basicos 


B.l a) 23; b) 3; c) — 12; d) —5. B.2 e. B.3 d. B.4 e. 

B.5 mmm SPD; m = 4=> SL B.6 m m - 1 => SPD; m = - 1 => SPI. 
B.7 m * - 2 => SPD; m = -2 => SPI. B.8 in =4 1 e m * 2 =* SPD; 


m = 1 

=> SI; m = 2 

SL B.9 a) m A 

-8 

^ SPD, m = -8 e 


% 




n r? — 


- =? SPL m = - 

8 e n % ~r“ => 

SI; 



2 

i 

2 




1 

( I 18 1 

\] 

? 

1 

b) S = 

1 

l 11 * 11 , 

1 B.10 a) a ¥= 

5 ’ 

b) a = — e b = 0; 
5 


2 - 

c) a = — e b # 0. B.I1 c. B.12 a = 0 => SPD; a A 0 => SI. 

5 

B.I3 m = I SI; m =£ 1 =&SPI. B.14/t = -9^ SPD;* A -9 =* SI. 
B.l 5 £ A 4^> SPI; £=4ea = 3=* SPI; b = 4ea± SI. 

B.16 a) SPD; b) SPI. B.17 V/w, in E IR e m * 4, B.18 a = 1 . 

B.l 9 k * 3 e k ± -8 => SPD; k = 3 ou k = -8 => SPI. B.20 a. 


Exercicios compiementares 

C.l a) Va, a 6 IR e a + 4; b) S = {(3, 2a)}. C.2 a) Va. a £ IR; 

b) S = {(a + 1, a — 2)}. C.3 Nao existe m. 

7 - 5z 5z + 4 


C.4 A solucao geral s 


J- 


IR. Duas dessas so- 


luqoes sao 


1_ 

5 


4_ 

5 ’ 


0 e 


( 2 9 


] 


C.5 a. C.6 k - 


22 


5 7 5 

C.7S= {(7a, -3z,z),zeiR}. C.8 1 = 4 ouifc = -1. C.9jt = 0ou 
k — 2. C.10 a) Vwi, m E IR e /n ^ —3; b) S = {(3^, — z), z £ IR}- 



Exercicios basicos 


B.l a) 13; b) 10; c) I; d) —. a) -21; b) -38; c) 30; 

d) b(b - a)(a — c). B.3 S — { —3, 3 ] . B.4 d, B.5 a) - 1 4; b) 0 (zero). 
B.6 a) 12; b) 1; c) 1; d) 1. B.7 a. B.8 c. B.9 det4 = 8. 

B.10 detB = B.ll b. B.12 —9. B.13 0 (zero). B.14 0 (zero). 

B.15 Sao opostos, isto e, del A = — deti?. 

INota. A conclusao desse exercicio pode ser general izada da seguinte 
maneira: “Permutando-se duas filas paralelas de unia matiiz quadiada 
A obtem-se uma nova matiiz B tal que dec A = “det B'\ 

B.16 Sao iguais. isto e* det A = det A'. 

Nota. A conclusao dessa propriedade pode ser generalizada da seguinte 
maneira: “0 determinante de uma matiiz quadrada A 6 igual ao deter- 
minante da transposta de A 7 '. 

B, 17 Apenas os iiens (a) e (c) apresentain mairizes inversas enire si. 
BAS Apenas os kens (a) e (h) apresentam matriz inversfvel. 


B.19 V.t, .v G IR e x A 6. B.20 d. 

B.21 4 _1 = 

f 

1 

2 

A 

0 

b 

B.22 b, B.23detM“ l = %. 


1 

10 

1 

5 j 


Exercicios compiementares 


C-l a. 

C.2c. C.3 5 = {- 

n 5jc 
6 ’ 6 

}■ 

C.4 d. 

C.5 - 

90. C.6 e. 

C.7 b. 

C.8 detB = -4 

6 

C.9 

e. 

C.10 d. 

C.ll 

det Q = 16. 

C.12 c. 

C.13 e. C.14 c. 

C.ISd. 






Capftulo 42 


Exercicios basicos 

B.l c, B.2 6. B.3 d. B.4 e. B.5 a. B.6 2.401. B.7 840. 
B.8 5.880. B.9 x = 40. B.10 40 divisores. B.ll n(A U 3) = 351 . 

B.12b. B.13«(3) = 15. B.14 240. B.15 144. B.16b. B.17 45. 
B.18 420. B.19 432. 
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Exerdcios compiementares 

C.l 5.000 placas. C.2b. 0332. 0475. C.5 36. 06 e. C.7e. 
C.8 72. 09 e. C.10 c. C.11 186. C.12 e. C.13 b. C.14 b. 

€.15 57*. 016 c. C.17 c. 



Exerdcios basicos 

B.l (a, b }. {b. a), (a, c), (r, a), ( a . d). id, a), {b. c). (c, b), (b, d), (d, b), 
(, c , d), {d, c). B.2 (2, 4, 6), (2. 6, 4), (4, 2, 6), (4, 6, 2), (6, 2, 4), (6, 4, 2). 
(2. 4, 8), (2, 8, 4), (4, 2, 8), (4, 8, 2), (8, 2, 4), (8, 4, 2), (2, 6, 8), (2, 8, 6), 
(6, 2. 8), (6, 8. 2), (8. 2, 6). (8, 6, 2), (4, 6, 8). (4 f 8, 6). (6. 4. 8), (6, 8, 4). 
(8, 4, 6), (S, 6, 4). B.3 Sao arranjos simples os agnipamentos dos Hens 

(b) e (d). B.4 a) A a3 — 336; b) A s 4 = 120; c) A 6 6 — 720. 

B.5 a) A a> i “ 12; b) A s 3 = 60: c) A 4 , = 4. B.6 V n, /) G IN, n 3 s 6. 
B.7 'in, n G IN, n ^ 4. B.8 6. B.9 c. B.10 a. B.ll e. 

B.12 a) 5.040: b) 12: c) 22; d) -E-. B - 13 a ) F '- F; c ) V: <*) V: e> F; 


f) F: g) V; In ) F. B . 14 a) 120; b) -y : c) 40; d) n; e) 


] 


n~ — 3ff 2 + 2/i 


f)n* + 7n + 12; g) h) ft? - Un + 30; i) — J . 

B.15 S-= { 1 J. fi.16 c. B.1,7 S = {3}. B.18e. B,19a. 

B.20 S - {5}. B.21 S = {8). B.22 b. B.23 2.880. B.24 6. 

B.25 36. B.26 a) 7 ! = 5.040: b) 6! = 720; c)5! = 120; d)4 • 6! = 2.880; 
e) 3 • 6! = 2.160; f) 4 • 3 * 51 = 1.440; g) 4 • 6! + 3 - 6! - 12 ■ 5! = 
= 3.600; h) 5! = 120; i) 3! - 5! = 720; j) 7! - 3! • 5! = 4.320. B.27c. 

B.28 b, B-29 ff' 2) = 1.260. B.30 P^ n = 60. B.31 1.260. 

B.32 ff* = 60. B.33 Pf l) = 30. B.34 P 5 + Pf ] = 180. 

B.35 pf’ 2) + Pf 2 ' + P^’ 2) =2.100. B.36 ’ = 180. B,37a)2l; 

b) 5; c) 1 ; d) 9. B.38 102. B.39 S = { 6} . B.40 S = 0. B.41 a) 36; 
b) 84. B.42 a. B.43 35. B.44 d. B.45 a. B.46 a. B.47 b. 
8.48 20. 


Exerdcios compiementares 

C.l d. C.2 c. C.3 a) V; b) F; c) V; d) V; e) F; f) V; g) F. C.4 d. 
e.5b, C.6 ft = 6. 07 a. C.8e. C.9c. 0105= {2}. C.lla. 
C.12c. C.13 360. C.14 c, C.lSa. C.16 b. C.17 120. C18d. 

C.19 e. C.20 60. C.21 28. C.22 28. C.23 35. C24 2.025. 
C.25I6. C.26 d. C.27 e. C.28 63. C.29 10. C.30 e. C.31 e. 

C.32 150. C.33 d. 



Exerdcios basicos 



f \ 

f 

B.l a) 

7 

= 35 e 


w ^ J 

V 






f 1 
n 

«1 

P 

( " S 

n 

_ n ! 

v P , 

p\{n-p)[ 1 

\ « - P i 



Note, por- 


tanto. que niinieros binomials compiementares sao iguais. 

B.2 a) -v 6 + 6x?a 4 1 5.vVF 4- 20.r 3 fl l + 1 5.x 2 a 4 + bxa 5 + a 6 ; 
b) 8.x 3 -F 3 6 a- 2 + 54a + 27; c) 16a 4 + 32xV + 24 a V + 8at 5 4- f. 
B.3 a) a 3 ■ 5x*a 4 10x 3 <sr 2 — 10x 2 a 3 4- 5xa A — a 5 ; 
b) 16 — 32 a 2 4- 24.t 4 — 8 a 6 4- a®; c) 8a 12 — 36x 8 _y 4- 54 a 4 V 2 - 27y 3 . 
B.4 x = 2 e y = 1 , B.5 x = 3 e y = 1 ou a = 2 e y = 4. 

B.6 E = (2 4 3) 4 - 5 4 = 625. B.7 E = (2 4- l) 5 = 3 5 = 243. 

B.8 E = (2 - l) 1 = l 5 = 1. B.9 b. B.10 c. B.ll 6. B.12 28. 
B.13 a. B.14 e. B.15 e. B.16 180. B.17 -448 a jo . B.18 c. 


Exerdcios compiementares 

C.1 a) A = 7 ou A = 2; b ) d = 2. C.2 (3 ■ 1 - l) 10 = 2 10 = 1,024. 

C-3 (1 + l) 3 = 2 s = 256. C.4 d. C.5 b. C.6 2". C.7 c. 

0.8 -21.504. C.9 —20. 


C.10 T - 


11 

^ P J 


L\f 


A 11 ~P.\ T = 


\ 

11 


V P J 


2” x ‘ v -n 


,T = 


\ 

11 


P 


22 - $ P 


2 p x 


. Fazetido 


oo — 


3 P _ 


•yy 


= 0, tem-se p = 


J 


Como p 6 IN. segue-se que nao exlste 


11 

V. P ) 


. Logo. 


naoexisteotermoindependenle de.v. C.lla. C.12d. C.13 160 a 1 '. 



Exerdcios basicos 

B.l c. BJd. B.4 a) b) J-; c)0;d)-^; e)l. B.5 a. 

^ 6 f> D 


B.6 e. B.7 


1 


36 


B.8 


B.12 


35 

76 


B.13 -T- 

mJ 


8 


B.14 


B.9 4*. B.10 4-. B.ll 4 

4 8 5 


16 

33 


B.15 e. B.16 


3 


B.17 


5 


J 


B.18 d. B.19 a. B.20e. B.21 b. B.22 e. B.23 B.24c. 



I- 



S 

lli 





B.25 e. B.26d. B.27 a) ; b) 4^- ; c) 64 


81 


729 ’ 


B.28 a) 


m 18 - m 31 

b) l5 ;C) l5- 


B.29 a) 4 t- I b)4r;c)44;d) 37 


B.31 a) 


1 V 


1 


2 ; 

1 


B.34 a) — — ; b) 


32 

5 

~TJ 


21 


; b) 10 


21 

1 V5 


21 


i J 


16 


B.35 d. 


42 


B.30 


35 

1 


B.32 


1 


36 


12 

B.33 d. 


Exerdcios compiementares 

C.1 c. C.2 b. C3 a. C.4 a) 6 = 12.271.512; b) 


1 


12.27 1 .5 1 2 


C.5 


1 


10.000 


C.6 [ > b; H) a. C.7 


7 

8 


C.8 


4 


13 


11 

17 


A_ 

1 


C. 10 a) 37%; b) 29%. C.ll 17%. C.12 3%. C.13 y. 

C.15 4- 
4 

C.16 a) E — {(M, M. M), (MM, F), (M F ; M), (F. M, M), (F, F, M). 
(F, M, F), (M, F, F), (F, F, F) } 

A = } (M, M. F), (M, F. M), (F. M, M), (F, F, M), (F, M, F). (M. F. F)} 

B= {( F, F, M), (F. M, F), (M. F, F), (F, F, F)} 
b) Temos que: 


P(AIB) = 


P{A) = 


8 


Pi A n B) 
P{B) 

= JL 

4 


A 

3 


8 


£ 

8 


4 


Como P(A!B) — P(A), concluimos que A e B sao independentes. 


C.17 e. C.18 


m y° 

L 5 


C.19 


31 

32 


C.20 c. C.21 50%. 



Exerdcios basicos 

B. l a) V; b) V: c) F: d) F; e) V; f) V; g) V; h) F; i) V; j) F: k) V; 1) F; 
m)F; n) V; o) V; p) V; q) V; r) F; s) V; t) V; u) F; v) V; w) V; x) F; 
y) V; z) V. B.2 b. B.3 c. B.4 a) AB e DE\ h) 24 pares de arestas 

ortogonais. B.5 40°. B.6 30°. B.7 a) 3 J? cm; b) 3 cm. B.8 80C 

Exerdcios compiementares 

C. l a. C.2c. C.3 c. C.4 a. C.5 e. C.6 Aj2 m. 
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Capftulo 47 


Exercicios basicos 

B.i 30. B.232. B.3 18. B.420. B ,5 10. B. 66 . B.733. B.8 12. 

B. 92I. B.lOa. 8.13 1.440°. B.12 5.760°. B.13 8 . B.14 a. 

Exercicios complementares 

C. l Nao, pois se fizermos V — A na relacao de Euler V — A + F = 2, 
teremos F = 2, o que e absurdo (o menor numero possfvel de faces de 
um poliedro e 4). 

V - A + F = 2 

:.V-A + V = 2 A = 2V - 2 

IV — F 

:.A = 2(V — 1). Como V — 1 6 inteiro, temos que 2(V — 1) 6 par. Logo, 
A e par (c.q.d.). 

'V-A + F = 2 
I V + A + F = 17 


C.2 


C.3 Nao. pois deverfamus ler - 


V + F = A + 2 

V + F = 17 - 


.-. A + 2 = 17 - A 2.4 = 15 A = 

A • 2 


Essa Lgualdade e absurda, puis o numero de arcstas deve ser natural e 
maior que 5. C.4 d. 

C5 O poliedro possui 5 faces, e urn poliedro que satisfaz as condi cues 
eiiunciadas e representado pelo desenho: 



V-6 
A = 9 
F- 5 


C \6 b. C,7 a. C *8 24. C*9 8 angulos triedricos e 4 tetraedricos. 

C.10 Hexaedro regular (cubo). 



Tetraedro 

regular 



regular 



b) 


Icosaedro 

regular 



Hexaedro 

regular 



regular 


Capftulo 48 


Exercicios basicos 

B.I a) 32 cm : ; b) 4 7T cm : ; c) 96 cm-; d) 8 ( 12 + J3 ) cm 2 . 

B.2 a) 2 dm; b) 48 dm 2 ; c) 12(4 + JJ ) dm 2 . B.3 6 cm. 

B.4 {*/& ~ 1 1 m, J~6 m e {,f6 + 1) m. B.5 34 m 2 . 

B .6 3 cm, 6 cme 12 cm. B.7c. B .8 40 cm’. B.9 400.000 t. B.lOc. 

B.ll 6 dm 3 . B.12 a) 6j3 cm; b) 216 cm 1 ; c) 144 cm 2 ; d) 216 cm 3 . 
B.13 2j2 cm 3 . B.14 2 cm 1 . B.15 J3 m. B.16 d. B.17 d. 
B.18 20 cm 3 . B.19 12071 cm 3 . B.20 300m 3 . B.21 60. 

B.22 - ~ : y 3 ■ cm 3 . B.23 d. B.24 8(6 + 73) dm 1 . 

B.25 30 JJ cm 3 . B.26 d. B.27 b. 


Exercicios complementares 

20 - 2774 


C.l e. C.2 b. C.3 


15 — 573 n - 

C.4 - cm. C.3 c. 


3 - --- 3 

C .6 b. C.7 c. C. 8 d. C.9 a) 8 dm; b) 512 f. C.10 b C.ll d. 

C.12 32 cm 3 . C.13 96 73 m 3 . C.14 a) 1 8; b) i 0 cm; 

c) iosTT cm 1 . 



Exercicios basicos 

B.I 25 cm. B.2 5 cm. B,3 10 cm. B.4 J~6 cm. B.5 b. 
B .6 a) 373" cm; b) 75" cm; c) 36 75" cm 2 . 

13573 


B.7 A t = 


cm 


2 ; A, = 108 7^ cm 2 . B.8 A ( = 240 cm 2 ; 


A, = 384 cm 2 . B.9 A t = 27 cm 2 ; A, = 9(3 + 73 ") cm 2 . 


B. 1 0 


32 


B.14 


3 

5JJ 

2 


dm 3 . B.ll 120 cm 3 . B.12 140 cm 3 . B.13 32 cm 3 . 


cm 3 . 


B.15 12075" m 3 . B.16 A, = 873 cm 1 ; 


V = cm 3 . B.17 a) 1 20 cm 3 ; b) 5,76 cm 2 ; c) 1 12,32 cm 3 . 


Exercicios complementares 

C.l 60°, C.2 8(9 + 73 ) cm 2 . C.3 a. C.4 


a 2 72 

4 


C.5 e. 


C .6 b, C.7 b. C .8 36 73 m 3 . C.9 -^4 


cm 3 . 


C .10 276 cm 3 . C.ll 1676 cm ’ . C.12 1872" cm 3 


C.13 


32 


cm 5 . C.i4 42ciif. 



Exercicios basicos 

B.I A i: = 60ic m 2 e A, = 78 it m 2 . B.2 2 m. B.3 5 cm. 

B.4 A ( = 400 Ji cm 1 e A, = 600 ti cm 1 , B.5 32 tt dm\ 

B. 6 1 28 it cm 3 . B.7 d. B .8 a) Na embalagem A; 

b) a embalagem B. B.9 a. B.10 d. B.ll a. B.12 45 Jt cm 3 . 

Exercicios complementares 

C. l A e = 25 Jt 1 cm 2 e A, — 25 1Z(K + 2) cm 2 . C.2 A e = 1007U m 2 e 


A, = 150 it m 2 . C.3 — 


C.4 


40 

it 


cm. C.5 c. C .6 c. C.7 d 


C .8 a. C.9 d. C.10 I) b): II) c. 



Exercicios basicos 

B.1 575" cm. B.2 — ^ ■ cm. B.3 45°. B.4 a) 65 7 l cm 2 ; 


b) 90 tt cm 1 ; c) 


1 Otc 

TT 


rad. B.5 a) 1 8 it cm 2 ; b) 27 7 t cm 2 ; c) 1 80' 


B .6 2 7 3 cm. B.7 3(4 - V 2 ) cm. B .8 75tt cm 3 . B.9 15 it JI m 3 . 
B.10 12rt dm 3 . B.ll 24n dm 3 . B.12 aj I2.000ic cm 3 ; b) 307t cm 3 ; 
c) 400 tu Upas. B.13 105 it cm 3 . B.14c. B.15 cm. 


Exercicios complementares 


C.l c. C .2 d. C.3 a. C.4 


cnr. 


C.5 


4it r 3 


C .6 e. C.7 d. 
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Exercicios basicos 


B.l 8 cm. Ii.2 e. B.3 36k cm 3 . B.4 4011 v 10 - cm 3 . B.S a. 
B.6 3671 cm 2 . B.7 4 ji 3 ./4 cm 2 . B.S ^ K m\ B.9 48,8 m£. 

70011 

B.10 b. B.1I V = e A = 3nR 2 . B.12 c. B.13 m 2 . 


B.14 ~ cm 2 . B.15 2% cm 3 . B.16 M m 3 . B.17 8 cm. 




B.18 216 cm 2 . B.19 75 k cm 2 . B.20 


i> 625k -5 

H.23 — - — - cm-. 


Exercicios complementares 


27 

Zjf 


m 3 . 


B.21 c. B.22 a 


99 

C,1 2 cm ou 14 cm, C*2 a) - cm 3 ; b} 9,9 g. C.3 a. C.4 c. 

C.5 36 gaJoes, C.6 e, C.7 d. C.8 3(1 + Jl) cm. C,9 a. 

CIO 36ji cm 2 , Cll e. 



Exercicios basicos 


B.l a) 5; b) 10; c) 275 ; d) 13:e)5;f) J2 . B.2 a) 6 J 2 + 2j\0 ; 

b) Basta mostrar que o quadrado da medida do maior lado e igual a 
soma dos quadmdos das medidas dos outros dois lados* (Teorema dc 
Pitaaoras) B3 Ha dois pontos possfveis: P(Q, 3) e P*( 0, "l 3). 


B.4 Ha dois pontos possfveis: P(4 ? 0) e F'( — 2 0. 0). B.S P 


r ^, o' 

L0 ’ 


B.6 d. B.7 a) M(6, 8); b) Af(l, -3); c) M 


( 3_ 2. 
l 2 ’ 5 ) 


; dj MiS, 5); 


e) M{ 2, -2); f) M 




1 


11 1 


4 6 

B.9 C{6, 9) eD( 3, 8). B.19 c. 


B.8 a) A'(— 7, -6); b) A'(6 , i 


Exercicios complementares 

C.l a. C.2 d. C3 x = 0 ou x = 1 .- C.4 Ha dois pontos 

C(1 + 73 , 1 + 73 ) e C'(l - 73 , 1 - 73 ). C.5 a. 

C.7 (0. 7) e (4. 7). C-8 2( 1 8 + 782 ) . C.9 4 72 . 


ssiveis: 

C.6 e. 



Exercicios basicos 

B.l a) mclina^ao a = 45 c : coeficiente angular m = 1; b) inclina^ao 
a = 60°; coeficiente angular m — J3 ; c) inclinagao a = 90°; nao 
existe coeficiente angular; d) inclinagao a = 0°, coeficiente angular in = 0, 

3 

B.2 a) m = 4; b) m - -3; c) m = — — ; d) m : 0; e) nao existe; 

f) m = -7-: g) M = - — ; h) m = — — ; i) in = 0; j) nao existe. 

3 ™ 2 2 

B.3 b. B.4 a = 3. B.5 a) Sao colineares; b) sao colineares; c) sao co- 
lineares; d) nao sao colineares; e) sao colineares; f) sao colineares; 

g) sao colineares; h) nao sao colineares, B.6 c. 

B.7 a) 3x + y - 10 = 0; b) 2r - y -f- 8 = 0; c) x + 2y - 4 = 0; 
d) 6.v + 15v — 19 = 0: e) 4x + y + 1 = 0; f) fir - 2y + 7 = 0; 
g) 3x 4- y + 3 = 0; h) 6x — y = 0. B.8 c. 

B.9 a) x — y — 2 = 0: b) TiT x + 3y — 6 — JT = 0; 

c) JJ x + y 4- 1 = 0; d) x + y — 3 = 0; e) J3 x — y = 0. B.10 e. 


B.ll a) y = 5; b) x = 5. B.12 a) x — y + 5 = 0; b) 2x + y — 10 = 0; 
c) 3x - y + 21 = 0; d) 5x + 2y - 17 = 0. B.13 a. B.14 Ha dois 
pontos possiveis: P(4. 4) e P’(~4. -4). B.15 Ha dois pontos possf 

veis: P(4, -4) e P'(7, -7). B.16 * - 2y + 4 = 0. B.17 a) x - 6 = 0; 


B.18 a) 


■^c 

* 

0 

1! 

i 

/ 

/ 

/ y 

0 

/4 x 

/ 

/ 

/ 

jf 

JT 

-5 

/ 

A 

/ 





e) 


0 



o sistema form ado pelas equacoes Ue r e s. obtemos rflJ = {(1, 1 )}. 
B30 Va, a G (R e a * 6. B.21 rflj= {(-3. 4)}. 

B. 22 r n jr = { f - 1 . - 1)}. B.23 0. 4 ]- B 24 d B.25 d. 

v, 2 J 

B 36 (-5, 3) e (2, ~4). B.27 a) y - 4 = m(x -2), m £ [R, ou x = 2; 
b) x — y + 2 = 0; c) nenhuma; d) y = 4; e) x = 2; f) 4x + y — 12 = 0. 

Exercicios complementares 

C. 1 73 x + 3 y — 5j3 = 0. C.2 Ha duas possibilidades: P(3. 3) e 

0(7. 0) on PC— 3. -3) e 5(1, 0). C.3 a. C.4 d. C.5 a. C.6 b. 

C.7 e. C.8 a) v = mx — 2m, Vm, rn £ [R, ou x = 2; b) v — 


0 


— 0 


OU V = 


5x 


+ 5. 



Exercicios basicos 


3x 


B.l a) y = — 8x + 36 e 8x + y - 36 - 0; b) y = ^ 


fie 


3x — 2y + 6 — 0; c) y = — 4x + 1 e4x + y — 1 — 0; d) y — x e 
x — y = 0. B.2 a) Coeficiente angular m — 3 e coeficiente linear 

1 


5 3 

- — ; b) m = - — e q 


B3 a) m = 3 e q = —6; b) m — 


; c) rn = —4 e <7 = 0. 


2 7 . 

— e q = — ; c) nao existe m e nao 


existe q. B.4 a) Paralelas distimas; b) paraleias coincidentes; c) con- 


correntes; d) paralelas distimas; e) concorrentes. B.5 a — 


1 


B.6 Vu. a G 1R e a 


8 


B.7 a) a — 0; b) paralelas distintas. 


B.S Nao existe a. B.9 V«. a £ IR e a = - 


T 

3 


< 

u 

p 

< 

2 

LU 

I" 

< 
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B.10 a - y + 4 = 0, B.ll a) 3 a + y = 0; b) 2 a- + y - 3 = 0; 
c) x - y + 3 = 0. B.I2 a. B.13y = 3 a + 1. B.14 a)A + 2y -7 = 0; 

b) 5 a 4- y - 44 = 0; c) 3 a + 4y - 9 = 0. B.15 a) j? = M- + A; 

z z 

b) y = c) y = - 3. B.16 x - y - 1 = 0. B.17 c. 

B.18 a) P\- 2, 14); b) P\ I, 12). B.19 a) 3a - y + 1 7 = 0: 

b) 2a — y — 6 = 0. B.20 d. 

Exercfcios complementares 


C.1 y = 2a - 4. C.2 4a + y - 30 = 0. C.3 e. 


C.6 a ) x ~ y + 1 =0; b ) y = -x + 5; c) P(2, 3), C.7 


C.9 e, C.10 a = 6. 

C.ll 




C.4 d. C.5 a, 
C.8 (-3. —7). 



Exercfcios basicos 

M a) 3; b) 2; c) 13 'y ; d) 3; e) 3. B.2 a) 1 ; b) 


5 


B.3 d. 


\ 


B.4 Jl . B.5 (— 5 t 0) e 0 . B.6 fO. -6) e (0, -8). B.7 a. 

\ 3 / 

B.8 c. B,9 6. B.10 38,5. B.l 1 a) Sao colineares; b) nao sao coline- 

ares: c) sao colineares; d) nao sao colineares. B.l 2 Sim, pois o deter- 


minant? 


1 


l 


e igual a zero. B.13 p = 9 ou p = 1. 


1 -2 

2 1 

-I -8 

B. 14 V v, y £ [R e v ^ 8. B.15 a) 3a - 2y - 5 = 0; b) x - 2 = 0; 
c) a + 2 == 0. 

Exercfcios complementares 

C. l a. C.2 d. C.3 e. C.4 Ha dois pontos possiveis: 




71 

7 ’ 


50 1 1 

eP r (l,4). C.5 


7 


10 


C.6 a — 2 ou a = —2, 


C.7 c. C.8 e. C.9 Basra mostrar que o determinante 


1 

a — 1 
0 


4 

3 a - 2 
1 


1 


e igual a zero para todo a,(?6 IR. 


Capftulo 57 


Exercfcios basicos 

B.l cl) W A 








B3 e. 
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ExercTcios complementares 

C.I e. C.2 a) 


C.3 





C.4 1) a; II) d. 


BJ (r) 3x + 4v 4- 14 = 0 e (s) 3 a 4- 4y — 16 = 0. 

B.4 (r) x - v + Jl — 0 e (s) x — y — J2 = 0. B.5 2 J5 

B.7 a. B.8 a) s D X = {(3, 0), (5. 2)}; b) s n X = {(-1, 0)[; 

f ( 4 12 > 

c) 5 n X = 0; d) s D X - (1, 3), 




5 ’ 


5 J 


B.9 Ox n X = {(- 1 , 0), (7, 0)}. B.10 Oy n X = 0. B.llc. 

B. 12 a) A e B sao os ponlos (4, —2), e (—4, 2), e o centro da circun- 

ferencia e C(-l, -2); b) 10. B.13 Jl . B.14 e. 

Exercicios complementares 

C, 1 d. C,2 a. C.3 c, C.4 d. C.5 e. C.6 d. C.7 c. 



Exercicios basicos 


3 


B.l a) F X F Z = 2c = 6. e = e 2b = 8; b) F, F z = 2c = 10, e = 


2b = 24. B.2 a) 


5 

jx - 9) 3 

25 


r 3 


13 


(y ~ 6 V _ . 
9 


W I*±«L +iy- 7) 




36 


= l;c) 


(x + 4) 

16 


l>2 


X V 

d) ~ 4- -X- = 1. 


16 


36 



v 


“ 1; 


- : : : - - — ------ - . _ r , 

Capitulo 58 


Exercicios basicos 

B.l a) (a - 4) 2 + (y - If = 64; b)x 2 + (y~ 2f = 7; 
c) (x + 4 f + (y - l) 2 = -y ; d) 


e) (a - l) 1 + (y - 8) 2 = 9; f) (x + if + f = 


1 1 

2 

f 

! > 


+ 

y “ 


v 3 J 



2 J 


~ 1; 


25 


g) 


2 


x + -If + (y - If = h) a 1 + f = 1. B.2 a) C(3, 1) etf = 5; 


1 


e i? = 3; d) C( 1 , 3) e /? = 4; 


b)C(-5,0)etf = ; c) C. , 

K 2 2 j 

e) C(0, - 1) e R = J2 ; f) C(0, 0) oR = 2. B3 (a + 4 f + (y - 2) 2 = 29. 
B.4 (jc - 3) 2 + (y - 3) 2 = 9. B.5 k > — . B.6 a) * < — ; 

b) k = -L; c) k > -L B.7 c. B.8 c. B.9 a) C(l, -2) e R = 3; 

jL — 

/ 1 | \ 

b) C(— 3,0)e/f = J3 ; c)C( 3. l)eR = JlO; d) C[— . — ] efl= 1: 


e) C(-5, 1) e R = 2; f) C(Q, l)eR= J6 ; g) C 


1 


3 J 
\ 


1 


„ -1 eR = — . 
2 J 2 


— ■ - j— f 1 1 

B.ll) a) C(-K 4) e if = 3; b) C{0, 3) e if = */S ; c) C - — , 1 e 

\ ^ / 

R - t'; d) C(-5, 10) e ft = 2; e) C(6, 0) e R = 6; f) Cj4“, l)e£= I. 

B.ll a 2 + (y - 2) 2 = 25. B.12 (x - 3) 2 + (y - 3) 2 = 13. 

B.13 {x - l) 2 + (y - l) 3 - 5. B.14 a 2 + y 2 - 6x - 2y = 0. B.15 e. 

B. 16 e. 

Exercicios complementares 

C. I c. C.2 k = 6. C.3 18. C.4 c. C.5 b. C.6 y = -2a- + 1. 
C.7 d. C.8 a. C.9 e. C.10 a. C.ll a. 


Capitulo 59 


Exercicios basicos 

B.l ajse tangeme a X; b; s e exlerior a X; c) s e secante a X; d) ,v e tan- 
gente a X; e) s e secanie a X; f) s e exlerior a X, B.2 a. 





B.4 e. 
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MATEMATICA 





MATEMATICA 



B.ll a) 


6,26 = 2j35 

(x + 3 ) 2 
3 

L 


K J 


VI o' 

— 

1 

1 * 

; 

-1 





-V 10 



B .8 e. B.9 a) p — 5; b )p = 2; c) p — 2\ d ) p = 6 . B.10 a) (x — 5) 2 = 


- 8 (y - 4); b) (y - If = -6 


; e) (x + 3 ) 2 = — 8(37 — 4); 


d) y 2 - 8 .?; e) x 1 = Ay, f) O' ~ 3) : = -4(.v — 1 }, 


B.12 a) 7(1, 2), p - 6, F(4, 2) e r: x + 2 = 0; 

b) V(- 1, 2),p = 2, F(- 1, 3) e r: .y - 1 = 0; 

c) V(2, 0 ),p = 4, F(2, —2) e r. y — 2 = 0; 

d) V(-4,3 ).p= 4, F — *4, 3 er:x + 

214 y 


Exercicios complementares 

C.1 a) C( 2 , -5), 2 a = 10 , 26 = 6 , 2c = 8 , F,(- 2 , -5), F/ 6 , -5) e 
f = - 5 -; b) CO, — 1), 2a =6,2b= 4, 2c = F,(3, -1 - JJ ), 

tn -1 + JUl ec = c) C(0, 0), 2 a = 2-/3 , 26 = 2^2 , 


= 2 , F,(0, - i). F,(0. Dec 


C.2 e = 


C.3 e = 


JC r 1 “ 2.) 2 _ , 

~ C4 25 + 9 L 


C.5 a) C(5, 2), 2a = 8 , 26 = 6 , 2c - 10, F,(0, 2), F,(10, 2) e e = 


b) C{2, 5), 2a = 2 75 , 26 = 4, 2c = 6, F t (2, 2), F,( 2, 8 ) e c = ; 


B*5 a) 2c = 10, c = 


5 , 26 = 8 ; b) 2 c = 12 , «= 6 


B.6a) 


(x - 6) 2 


3 ’ ’ 1 

. =l; b) ^- 2 > 2 


9 


(y + 4 } 2 
4 


1 

U-3f 

5 


► 

x = r 
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c) C(0, 0), 2a = 2, 2b H 2^5 , 2c = 2J6 , F^-J 6 , * 5) 


e e = J 6 . C.6 c. C.7 e. C.S 


JC* yt 


9 16 

C-10 (4, 8) e(— 1, 3). did. C-12 a. C,13c. 


= 1. C.9 b. 


Capitulo 61 


Exercicios basicos 

B.l jc + y — 3 = 0, B.2 2jc — 1 = 0. B.3 e. B.4 O L.G. e a reta de 

equagao jc — 1 m 0. B.5 3jc- + 3 y 2 — 8jc — 8y + 8 = 0. B.6 G L.G. 

e o par de retas r: 4x + 3y — 42 = 0 e /: 4x + 3jc + 18 = 0. 



B.7 O L.G. e o par de retas t : 2y - 3 = 0 e u: 6x + 1 = 0. 

B. 8 3x 2 ^ Ay 2 - + 6x — 8y — 5 = 0. 

Exercicios complementares 

C. 1 (jc 2 - 4jc) - (r - 8y) = 12 (x 2 - 4x + 4) - (y 2 - 8y + 16) = 

= 12 + 4-16 (x - 2) 2 - (y - 4) 2 = 0. 

Fatorando o primeiro membro, temps: 

(jc — 2 + y — 4)G" — 2-y+4) = 0/.JC + y— 6 = 0 ou x — y + 2 = 0. 
Conclufimos, entao, que o L.G. e o par de retas r: jc + y — 6 = 0 e 
s: x — y + 2 = 0. C.2 O L.G. e o par de retas r: 2x + y — 8 = 0 e 
s; 2x + y + 4 == 0. 



C.3 O L.G. e a eircunferencia de cenrro C(0. I ) e raid 3. C.4 d. C.S c, 

1 ^ 


C.6 x 2 = 6 v — 


2 ' 



Exercicios basicos 

B.l e. B.2 a. B.3 a) jc = 5 e y = 3; b) jc = 3 e y = 5 ou x = —3 e 
y = 17; c) x = 1 e y = 3. B.4 a) 4 + 8/; b) 13 + 7/; c) L2 + 4/; 

d) 3 - 2i; e) 16: f) 12/- g) -4 + | h) 21 - 3i. B.5 a) jc = 2 e y = 3; 
b) jc = 1 e y = 4. B.6 a) 18/; b) 30 - 42i; c) 21 + 15i; d) 61 - 41 i; 

e) 38; f) 74. B.7 b. B.8 d. B.9 a) z = 2 + 5i; b) z = G + 0i; 

10 . 


e) z = 0 + Oi. B.10 a) 


17 


111 ; b) 2 - 3r; c) 15 


■* A ' 


17 


13 


13 


^ 1 l 4i x 21 15 1 ... 17 

d) e) H — f) — 


6f 


gi 


c) 


17 

23 


17 

4/ 


17 


34 


13 


B.11 b. B.12 a) 


13 


13 ’ 

3/ 4 

; b) 


13 


20 


+ 


1 


20 5 d) t + 


e) — /; f) j; g) 

2 3 


17 


B.13 e. 


17 ’ 


B.14 a) - 1 ; b)— i; c) 1; d) 
B.16 c. B17. a, 


i; e) -i. B.15 a) 8 + 6/; b) —21 - 20/. 


Exercicios complementares 


5. C.2 b. C.3 a - --= 


2 

5 


C.4 Nao exists x. C.S d. 


C.6a = 1. C.7jc= — -i-. C.8 Vjc.jc E IRe — 1 


1. C.9 zero. 


C.10 z = 


2 


C.ll d. 



Exercicios basicos 

B.l 



B.2 E a reta bissetri/. clos quadrantes ini pares. 
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B.3 O L.G. e a circunferencia de centro (0, 0) e raio 3. 



B.4 b. B.5 a) k4 = 10;b) |z 2 | = J 5 ; e) |z 3 | = 2; d) |z 4 | m. 4; e) ]z s | = 6; 


f) k| = 3;g) |z 7 
B.7 a) J 20 ; b) 


= Jl ; h) |z„| = 1; i) |z 9 | = 1; j) |z 10 | = 9 . B.6 e. 


J5 


; c) Jl ; d) 9; e} — i-; f) 16; g) Jl 


B.8 a) 0° < 0); b) 270' 




3 iz } 


2 ) 


169 


: c) 1 80° Or): d) 90° 


71 


2 


B.9 a) b) c) B.10 a) 140°; b) 40°; c) 320* 


B.ll p = 2 e 9 = 1201 9 = 


^ 1; b) p = Jl e 9 = 45° 


«F 


71 


\ 


4 J 


c) p = 


1 / S 77 

3^/2 69 = 225° 9= 

l 4 J 


d) p — 4 e 9 = 330° I 9 = 




1 1 71 ' 

"T~ J 


; e) p = 2 e 9 = 135° 




9 = 


3Jt 


f)p = 


Jl 


e 9 


— A ro 


9 


Jl 


/ 


mmmm = 2 <cqs 21Q° + i&znlW^ouz^ =2 


cos 


7ft 


+ / sen 


7 7t 

6 




b) ^7 = J 2 (cos 315° + / sen 315°) 


ou 


■i.T- 


Jl 


COS 


7ju 

~T 


z, = 3 




it 


+ i sen 


It 


111 




4 J 


; c) Zi — 3(cos 90* + i sen 90°) on 


cos — + i sen — 


; d) Zs. = 2{cos 180° + i sen 180°) ou 


Zt = 2{cos it + / sen it); 

c)zc = 2 J 3 (cos 150° + / sen 150°) on 


& = 2 j 3 \ cos 


5it 


+ i sen 


on is = 4 


cos 


J il 


5 ti 


3it 


; f) Zg = 4 (cos 270° 4- i sen 270°) 




— 4- i sen — ^ — J; g) z r — 2(cos 0° + i sen 0°) ou 
z-, = 2(cos 0 + i sen 0); h) = 5 jl (cos 45° + i sen 45°) ou 


71 . It 

cos — — + i sen 


B.13 a) Z\ = 1 + ij 3 ; 


t - = 5 a 7T 

S — 4 4 

b) z 2 — i; c) Zj — 4 j 3 4i; d) Zii 5 jl 5 ijl . 

5. B.14 a. B.15 c. B.16 n = 3. B.17 n = 4. 


e) z« 


B.18 a) z,z, = 6 


cos 


Mt 

6 


+ i sen 


5ji ' 
6 , 


= - 3 j 3 + 3i; 


,, ,J 7t , . 7t ) 

b)z,z 3 = 121 cos — + i sen -y 


.tai l- ■. 


c) fe) 2 = 16 


cos -Jr- + i sen ^ = —8 + 8 VT i; 

7 


3 3 

d) z 2 z 3 = 8(cos jt + / sen n) = -8; e) z f = 9^cos & + / 

= -h ; f) Zo = 8 (cos 271 + / sen 2ft) = 8; 


sen 


ft 


\ 


j 


Cf \ T 

£? 7 vj ] v2^'3 


7tt 

24 cos — — 
V 6 


, ■ 7tt | 

+ i sen — —— 

6 ) 


— \lj3 — 12i. 


B.19 a) — = 5(cos 60° + i sen 60°) = -4- 4 — — - J 


b) 


c) 


d) 




-C 3 


4*3 


<,7 


^2 


Za 


15 (cos 30° + i sen 30°) — 15 y3 _j_ J^L 


4~(cos 30" + j sen 30°) = — + 7 -; 
3 00 


= 3 [cos (-30°) + i sen (-30°)] = 3(cos330° + i sen 330°) = 


3 j 3 


3 i 


B.20 



J 3 


B.21 z* = —81. B.22 a) 512 - 5 \lj 3 r, b) , , 

c) 16 4- 16/; d) 1. B.23 c. B.24 n - 2 . B.25 1; - 1; /; -/. 

B*26 Devemos mostrar que w 5 = z, A forma trigonometrica do numero 


vi 1 e vf = 


Logo, 


= V2^(co^ 


ft . . ft 

cos — r- + / sen — 
4 4 


vv J — Jl 


„5 


5f 5ft . * 5ft ) 
cos - . +- / sen 


4 


4 ) 


= ^ 


J2 


1 \ 


J 


= AJ7 


J2 


ij 2 




= -4 —4/ = z. 


2 2 , 

Como n ,s = z, conclutmos que \v e uma das raizes quintas de z. 

J 3 1 . \ij 3 . 1 iJ 3 


B.27 1; 


1 


1 + 1 


2 

ij 3 


— + - 
7 7 


- 1; 


2 


B.28 a. B.29 a) 5 = {3 + i, 3 - /}; 


b)5= [-1 +2/, -3 -2(};c)S = 
d) s = [4 + r, 4 - /}. 


1 

7 7 


3i 


Exercicios compiementares 

C.l a. C.2 e. C.3 d. C.4 e. C.5 A representagao geotnetrica e a 
reuniao do conjunto {((). 0)} com o con junto dos pontos da circunferen- 
cia que tem centro na origem e raio unitario: 



il" 1 

4 ; 
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C.7 b. C.8 a) — + i e -2 i: b) 2ji . C.9 b 


B.12 P{x) = (x + 1 Xjc 6 — x 5 + X* — x 3 + x 2 — x + 1). 


1 ; Jr 

CIO b = — C.lla C.12e. C-13 d. 

3 3 

C.14 Substltuindo z por cos 48° + i sen 48°, ternos: 

(cos 48° + i sen 48°) ■ 10 + (cos 48° + i sen 48°) s + 1 = 

= cos 480° 4- 1 sen 480° 4 cos 240* + i sen 240° + 1 = 
= cos 120° 4- f sen 120° + cos 240° + i sen 240° + 1 = 


B,I3 a) Q(x ) = 4— b ~ — — e /?{*} = —2; 

3 3 3 3 3 

b) Q(x) « 3x 2 + 44 + 4 e R(x) m Aj 

2 4 4 

c) Q{x) = -Jt 5 - 2r* - 4*-' - 8x 2 - 16 a- - 32 e R{x) = 63; 

d) 2(x) ~ a 3 + 2x* + 3l£. + JlL e /f(A) =44; 



Logo, cos 48° + i sen 48 ,J e raiz da equacao z 10 + " 5 + 1 = 0. 

C.15 c. C.16 d. C.17 a. 



Exerclcios basicos 

B. 1 e. B.2 a) 3: b) 2; c) 0; d) nao se define. B.3 k # 3 e k =4 — 3. 
B.4 m = 2 on m = — 2. B.5t= — L B.6 a) 47; b) 2; c) 1; d) — 1 — 1 
B.7 m = 2 e n = 1. B.8 a - —5, b = 3 e c = 2. 

B.9 a) 6a 3 + fix 2 + 2x — 1 : b ) 6a’ — lx 1 — 8a +- 1 ; c) 24 a 3 + 8a 2 — I 2a; 
d) 36 a 3 + 37a 2 - 19a + 2; e) 81 a 2 - 36a + 4; f) 12 a 3 - 8a 2 - 21a + 3; 
g) 54 a 4 + fix 3 - 27 a 2 + 1 1a - L B.10 u = 3ei = -l. B.ll c. 
B.12 3(P • 0 = 11. B.13 a) 2(a) M 3a 4 + 2a 3 + a - 3 e 
R( x) = 2a + 6; b) 2 (a) - 4- 8 e R(x) = -27 a 2 + 28a - 14; e) 

2(a) = x 3 + x 2 + x + l e R(x) m 0; d) Q(x) = 4a + 19 e 

R(x) = 78a 3 + 29a 2 + 6a - 22; e) Q(x) m 3a 3 - lx 2 - 3a + 2 e 

/?(x) 8 a 2 + 6a + 8; f) 2 (a) = a 4 — a 3 + a 2 — a + 1 e R(x) = 0. 

B.I4 F(x) = a 5 - Iv 4 + 2 a 3 - 3a 2 - a + 6. B.15 d. B.16 c. 

B.17 a) raizes 1 e — H raizes i e — i; c) raizes 3, —3, i e — i; 


e) Q(x) = 16a 4 — 8x 3 + 4a 2 — x e R{x) = — 1; 

f) 2W m -2a 2 - e /?(*) = _ i. , 


B.14 2i(- t ) = 3x 2 + 4a — e F,(x) — 5. B.15 a) P 


3 J 



= — 1 ; c) P 


\ 



43 

4 


d) P 


1) 

a 2 J 



e) F( 0) = -3. B.16 P(x) = 9a 2 + 3a + l. B.17 a = 

B.18 a = 3eh = —II. B.19c. B.20 a = -3 e 6 = -4. 
B.21 a = -9 e b - - 1 . 



Exerclcios complementares 

C.l a = 2 ou a = 3. C.2 d. C.3 b. C.4 e. C.5 a. 

C.6 a) Dividindo a: 4 — ^ por a — a ? ternos: 


a 

fi 

0 

0 

—a- 


i 

a 

a 1 

0 


Pel a propriedade fundamental da divisao* conclmmos; 


3 X 

x — a 5 


x - a 


■3 — 


0 


x~ + ax + a 


2 


a 3 = (x — a)(x 2 + ax -f ^ 2 ) 


b) Dividindo a 3 + a : por a; + cl obtemos 


d) raizes 0, 2 e 3; e) raizes - 1 + i e — 1 — f) raizes 4 e 3- B.18 d. 
B.19a= -j- eb - BJ0 a = 3, b = 1 ec - 4. 


Exerdcios complementares 

C,1 a* C.2 a = 1, b — 0 e c = 1. C3 e* C.4 a, C.5 b. C.6 a. 
C.7 d. C.8 c. 


Capftulo 65 


Exerclcios basicos 


B.1 a) P(2) 


33; b) P{— 1) = 0; c) 



4 ’ 


d) P<— 1) - -2; 


e) F( 0) = -2. B.2 e. B.3 m = 10. B.4 a. B.5 F(x) = 3a+ 1. 

B.6 P(x) = 3x 2 - 2x - 1 . B.7 a. B.8 e. B.9 Vn, n G IN*. 


B.10 a) Q(x) = 6x^ + 1 lx 2 + 25a + 51 e R(x) = 100: 

b) 2 (a) = 2x* - 2x 3 + 3a 2 - 3x e R(x) = 1; c) Q(x) = Sx 2 + 1 7x + 50 

e R(x) - 153; d) Q(x) = x > - ~~ + ~ + 1. e R ( ,) ^ 

e) 0(x) = a 5 + x* + x* + a 2 fx+le J?(x) = 0, 

B.ll P( a) = (a DCa* 4 + A 3 + A 2 + A + I). 


— a 

i 

0 

0 

a 3 


i 

—a 

a 1 

0 


Pela propriedade fundamental da divisao, concloimos: 


3 j * 

a + a~ 


x 4 a 


0 a 2 - ax + «- 


a 3 + a 3 = (a + «)(a 2 — ax t (3 2 ) 


C-7 a = 6 e fi = 3. C.8^ = -2e* = l, C.9 a = - 

C.10 R(x) = 10a- 13. 


551 

12 


Capltulo 66 


Exerclcios basicos 


Bla)S= {5, 


? — 


l};b)S = 


9 


- ’I 

, (. — If. 


B.2 S — l! 


I + J3 i 1 - 73 i 


B.3 a) S= {2,3, 73, -yT};b)S = 


-1.4.0, 


1 


T* 2 1 


B.4 a) P(x) = 3(a - 1) 


\ 


3 J 


; b) P{x) = a(a - 3)(a - 1 ); 


c) P(x) = (a - I )(x + 1)(a - 4). B.5 e. 
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B.6 P{x) = 3(x ~ !)(.* - 



1 1 

3 / 


B.7 7(jc + l)(x — 1 )Qc — 2)\x + 2) 3 = 0. B.8 c. B.9 As outras raizes 
sao ±i. Logo, o conjunto solugao da equa?ao e 5 = { — 1, i, — i}. 

B.10 e. B.l 1 a) basta mostrar que o pclinomio 

P(x) = x 6 — lOx 5 + 25X 4 — lQx + 25 e divisfvel por (x — 5) 2 e nao 

e divisfvel por (x - 5) J ; b) basta mostrar que o polinomio 

P( x ) = v 5 - 6.r + 1 lx 3 — 2v" - 12x + 8 e divisfvel por (x — 2) 3 e nao 

e divisfvel por (x — 2) 4 . B.12 a) grau 5; b) grau 7: c) grau 10: 

d) grau 13. B.13 a) 4(x — 3)(x — 2 — i)(x — 2 + 0(* — 2i)(x + 2/) =■ 0; 

b) (x + 6/)(x — 6/)(x — 3i)(x + 3i)(x — 1 — 0(x —1 + 0 = 0; 

c) 6(x — 4)(x + 2)(x — i)(x + i)(x — 1 + i)(x — 1 — i) = 0; 

d) (x — 4 )(x — 3)(x — i)(x + 0 = 0. B.14 S — {3f, — 3i, 1 }. B.15 a. 




IB 


>v 

r BQCnLv| a i 

■Uii iii 

h 5 , -v."«iV b ■*, _ | 

* iroFo ■ 

'.V'WO A 


1 

B.16 a l suas rafzes racionais sao — J e — ; 


b) sua linica raiz racional e 2; e) suas rafzes racionais sao — l e — 


B.17 a) 5 = {-1, -2, i, -i}; b) S = 


1 


±, -+, -Jit. -J2ty, 




[ L ' 1 fJSfiA 




c) 5 


0 , 1 , 


1 + J3 l - J3 


B.18 a) b) 


O -4L-, d) *-f&s e) ±Z*JL. B.19 a) ~fj b) f 

m ; d) b2 ~ 2 — ; e) - ~ f 2 — . B.20 a) 1; b) 2; c) 1 
e a- c £ 


3 ’ 


d) 6: e) — 3; f) : g) 30. B.21a>0:b) l;c)l:d)l;e) -2;f) i;g)l 

B.22 c. B.23 e. B.24 d. 


B.25 


f i + f 2 + r 3 + r 4 = 0 

r l r 2 + r,-r 3 + rjr 4 + r 2 r 3 + r 2 r 4 + r 3 f 4 
r,r 2 r ; + r | r 4 + r,r 3 r 4 + r 2 r 3 r 4 = i 


r ) r 2 r l f 'i = 0. 


3 


B.26 S = {7 2, -72, 71}- B.27 5= {10,20,30]. 


ExercTcios complementares 

C.1 a. C.2c. C3a= 1 e£» = -12. C.4S = {3, 1}. C.5a. 

C.6 a) a = — 3; b) 5 = {1,2, /, -/}. C,7 S = {3, 1 + 3/, 1 - 3i'}. 
C.8 & = — lec=l. C,95= {1,2,/, -f}. 

c 2b 

C.10 A area do retanmilo e + cm 2 e o penmetro e cm. 

" a a 

C.ll A area total do paralelepfpedo e — cm- eo volume e - — cm 

C.12 b = 0, c = -3 e d = 2; ou b ~ 3, c = 0 e d = -4. C.134. 
C.14 5 = {72, -72, 10}. C.15 5 = {6, 12, -4}. 

G.16 S = J 2 , -^-j. C.17 a. C.18c. C.15 d. 
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